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finis, Topologie algébrique.



Deuxiéme partie
Mémoire de Maitrise :
Théorie de Galois différentielle



1 Introduction

Depuis Galois, nous savons qu’il existe une correspondance entre les les sous-corps du corps de décom-
position M d’une équation algébrique sur un corps K, et les sous-groupes du groupe des K-automorphismes
de M.Ritt et Kolchin ont développé, a partir des idées de Picard et Vessiot, une théorie similaire en consi-
dérant ’extension attachée & une équation différentielle linéaire. Le but de cet exposé est d’expliciter et de
démontrer cette correspondance. Ceci nous permettra de plus de voir sous quelles conditions une équation
différentielle linéaire est résoluble par quadratures.

Dans ce qui suit, les anneaux et les corps seront toujours supposés commutatifs.

2 Préliminaires

2.1 Dérivations et corps différentiels

Définition 2.1.1. Soit A un anneau intégre, une application 0 : A — A est une dérivation si :
Va,b € A 9(a+b) = d(a) + 9(b) et Va,b € A d(ab) = ad(b) + d(a)b .

Le couple (A, 0) est appelé anneau différentiel, et tout z de A vérifiant d(z) = 0 est une constante.

Théoréme 2.1.2. 1. Une dérivation 0 sur un anneau intégre A admet une unique extension au corps
des fractions K de A.

2. L’ensemble des constantes sur K est un sous-corps de K.

Démonstration : L'unicité est claire, car aa~! = 1 implique d(a~ ') = —a'9(a)a™'. En posant
a(3) = W on définit bien une dérivation sur K ( la définition est valide car Vc € K 9(§) = 9(55) ).
La seconde assertion est immédiate. U

Exemple 2.1.3. 1. La dérivation triviale : Vo € K 0(xz) = 0.
Celle-ci est certes peu intéressante mais on remarque que c’est 'unique possible sur Q. Par ailleurs,
tout corps peut étre muni de la dérivation triviale : en ce sens la théorie des corps différentiels est
une généralisation de la théorie classique.

2. Soit (A, 9) un anneau différentiel, notons A[z;] 'anneau des polynémes en une infinité de variables
(2)ien. On peut prolonger 0 en une dérivation sur A[z;], qui sera déterminée de maniére unique par :
O0x; = wiy1. On a ainsi fabriqué une indéterminée différentielle et on note A{z} anneau différentiel
obtenu, ainsi que A<z> son corps des fractions (la dérivation s’y étendant de maniére unique par
la proposition II.1). Plus généralement, si K et L sont deux corps différentiels tels que K C (L, 9),
et S un sous ensemble de L, on note K < .5 > le plus petit sous-corps différentiel de L contenant K et S.

Définition 2.1.4. 1. Soient (K3, 0), et (Ks, 02), deux corps différentiels. Une application ¢ : Ky —
Ky est un morphisme différentiel si ¢ est un morphisme de corps et ¢ o dy = 0y o . On définit de
méme isomorphisme différentiel et automorphisme différentiel.

2. (M, 0n) est une extension différentielle de (K, 0) si M est un surcorps de K et si 0y = 0.

On notera C le corps des constantes de K et C'y; celui de M. On pourrait en fait montrer que toute
K-extension peut étre munie d’une structure différentielle compatible avec K (on peut trouver une dé-
monstration dans [M.R68]).



Définition 2.1.5. Soit yq, ..., y, € K corps différentiel, on appelle matrice Wronskienne de (y1, ..., yn) et
on note Wr(yi, ..., yn) la matrice carré de d’ordre n (0" 'y;); j<n.

Lemme 2.1.6. Soit (K,d) un corps différentiel et y1,... ,y, € K. On a : y1,... ,y, sont linéairement
indépendants sur C si et seulement si le wronskien |Wr(y1,... ,y,) # 0]

On déduit de ce lemme qu’une équation différentielle linéaire de degré n a au plus n solutions linéairement
indépendantes dans une extension différentielle.

Définition 2.1.7. Soit (K,0) un corps différentiel et L(y) = Z?;Ul a;0'y + 0"y = 0 une équation diffe-
rentielle linéaire, avec pour tout 4, a; dans K.

Si (M, 01) est une extension différentielle de K, telle que Cpy = C et M = K <wuq,... ,u, > ou les u; sont
n solutions indépendantes de L(y) = 0 (*), alors M est appelée extension de Picard Vessiot de K associée

a (*).

Remarquons dés a présent, certaine similitude entre la théorie de Galois classique et la théorie de Galois
différentielle : dans la théorie classique, & une équation algébrique on associe son corps de décomposition,
ici & une équation différentielle linéaire on associe son extension de Picard Vessiot. On indique, a titre
culturel, le résultat suivant démontré dans |?] :

Théoréme 2.1.8. Si K est de caractéristique 0 et C algébriquement clos, ’extension de Picard-Vessiot
de K associée a (*) existe et est unique a isomorphisme différentiel pres.

2.2 Le groupe de Galois différentiel

Définition 2.2.1. 1. Soit (M, 0) V'extension de Picard Vessiot de (*). Le groupe de Galois différen-
tiel de (*), (ou de (M/K)) est I'ensemble des K-automorphismes différentiels de M. On le note
Galsg(M/K).

2. Soit L une sous K-extension de M, posons L := {¢ € Gals(M/K) | p(a)=a Ya € L} = Galyg(M/L),
et pour H C Galyg(M/K) = G, posons H :={a € M | p(a)=aVp € H} = M*.

Lemme 2.2.2. L est un sous-groupe de G et H est un sous-corps différentiel de M. De plus L = L, et
H=H.

Définition 2.2.3. Les sous K-extensions L de M (respectivement les sous-groupes H de Galy(M/K))
sont dits fermés si L = L, (respectivement si H = H).

Malheureusement ceci laisse complétement de coté un point véritablement important : quel corps ou
sous-groupe est fermé? Afin de pouvoir poursuivre notre étude, et notamment pouvoir répondre a cette
question, nous devons maintenant introduire de nouveaux outils.

3 Strucure algébrique du groupe de Galois différentiel

3.1 La topologie de Zariski

Définition 3.1.1. Soit C un corps et n € N, un ensemble F' € C" est Zariski fermé (ou Z-fermé) si :
35 C C[Xy, ..., Xn] tel que F'=(V;cq f10).



Remarquons immédiatement que : ﬂ fﬁl(O) = m fﬁl(O) , ol < S > estlidéal engendré par S .
fes fe<s>

De plus, C[X1,...,X,] étant noethérien, on se raméne au cas ou S est fini.

Définition 3.1.2. On dit qu’un espace topologique vérifie la condition de la chaine descendante, si :
si F7 D Fy D F3 D ... est une suite décroissante de fermés, alors on F,, = F,, 4 pour tout n assez grand.

Théoréme 3.1.3. Les ensembles Zariski fermés définissent une topologie sur C". On I'appelle la topologie
de Zariski sur C". De plus, muni de cette topologie, C™ vérifie la condition de la chaine descendante.

Corollaire 3.1.4. Toute partie de C"™ muni de la topologie de Zariski est 'union disjointe d’'un nombre
fini d’ouverts fermés connexes (pour la topologie induite).

Démonstration : Le résultat découle facilement de la propriété de la chaine descendante. ]
Exemple 3.1.5. 1. Si n = 1 les ensembles Zariski fermés sont : C, I’ensemble vide et les ensembles
finis.

2. Si on considére GL,(C) comme sous ensemble de C™"+1, c’est- a-dire,
GL,(C) = {(A,a) € C™"*! / a.det(A) = 1}, alors GL,(C) est Z-fermé dans C™ L. De plus la mul-
tiplication et I'inverse sont continus.
Définition 3.1.6. On dit qu’un sous-groupe G de GL,(C), en tant que sous ensemble de C’"2+1, est un
groupe algébrique linéaire s’il est fermé pour la topologie de Zariski.

Lemme 3.1.7. Si G est un sous-groupe de GL,(C) (muni de la topologie de Zariski) et H un sous-groupe
Z-fermé de G, alors le normalisateur de H, Ng(H), est Z-fermé.

Démonstration : Soit h € H et ¢ : G — G, a — aha™'. ¢ '(H) est fermé car ¢ est continue et H
est fermé. Ainsi (¢ ' (H) est fermée et de méme I'ensemble {a / a ' Ha C H} est fermé, d’oit le résultat.[]

3.2 Deux lemmes algébriques

Lemme 3.2.1. Soit K un corps différentiel de corps des constantes C algébriquement clos et L une
extension différentielle de K, de corps des constantes C7,.

1. soient (fa)acs (I ensemble quelconque) et g des polyndomes a n indéterminées sur K, alors : si
Ya el fo, =0et g # 0 aune solution dans C7y, il existe déja une solution dans C.

2. Soit ky,... ,k, € Cp, alors, si (ky,...,k,) sont algébriquement dépendants sur K, ils le sont déja
sur C.

Démonstration : Soit (ug) une base de K sur C, fo, = > hogug ot les hop € C[Xy,..., X,] sont
uniques. Grace au wronskien, on constate que les (ug) restent linéairement indépendants sur Cp,, donc si
x € O, est tel que Va fo(x) = 0, alors Yo, B heg(x) = 0. Posons alors J I'idéal engendré par les (hqp),
J # C[Xy,..,X,], donc le théoréme des zéros de Hilbert (cf [S.L93]|) appliqué & J nous indique que les
hapg s’annulent déja sur C.

Ecrivons g = )"t u, avec t, € C[X1,... , X,] et supposons par I'absurde que :

hos(z) = 0= g(xz) =0 sur C . Dans ce cas, Yy t,(z) =0

donc le théoreme des zéros de Hilbert nous dit que : si I est I'idéal engendré par les (hag), alors ¢y’ € I
avec (1) une suite d’entiers : toute solution du systéme dans Cp, annule g, contradiction.



Pour la seconde partie : si f est telle que f(k1,... ,k,) = 0 sur K, alors f =) hgug, donc par 'argu-
ment précédent : VB hg(k1,... k) =0, d’ot le résultat. O

On notera dans la suite degy (I/K) = n le degré de transcendance de I sur le corps K. On trouvera la
définition et les propriétés élémentaires dans [S.L93].

Lemme 3.2.2. Soit K un corps et I un anneau intégre contenant K, de degré de transcendance n fini sur
K, et soit P un idéal propre premier de I, alors le degré de transcendance de I/P sur K est strictement
inferieur & celui de I sur K.

Démonstration : degy (I/K) = n. Soit u dans P, non dans K. u n’est pas algébrique sur K, car sinon
u est inversible (I integre donc le terme constant de Pmg (u) est non nul). On compléte u en une base de
transcendance (4 = uy,... ,uy) sur L. La surjection canonique 7 : I — I/P est un homomorphisme d’al-
geébre qui induit une application de K[uy, ..., u,|[X] dans K[mr(u3), ..., m(uy,)][X]. Pour y € I, 7 envoie un
polynéme anulateur de y sur un polynéme anulateur de 7(y). Donc I/P algébrique sur K[ (us), ..., m(uy)],
donc degy, (I/P) < n — 1. O

3.3 La structure algébrique de Galy(M/K)

Définition 3.3.1. Soient M et L deux K-extensions différentielles. L’application ¢ : M — L, K-
isomorphisme différentiel est un isomorphisme admissible si il existe un corps N qui est une extension
différentielle de M et de L.

Remarquons que si o est un isomorphisme admissible de M, extension de Picard-Vessiot de (*), dans L,
alors pour tout i, L(o(u;)) = 0 donc, Vi o(u;) = Z}l:l kiju; avec ki € Cn (ot N est une extension
différentielle de M et L). Or o est bijectif donc (kij)i j<n est dans GL,(Cy).

Lemme 3.3.2. Soit (K,C) corps différentiel et M=K <u;, ... ,u,> une extension de Picard-Vessiot de
K. Il existe S ensemble de polynomes de C[X7, ..., X,] tel que :

1. Si o est un K-isomorphisme admissible de M, la matrice (k;j); j<n associée est telle que
(kij) € mfes FH0).

2. Si N est une extension de M et (kij)ij<n € GLn(CN) N (e f71(0), il existe un K-isomorphisme
admissible o de M dans N, dont la matrice associée est (k;;).

Démonstration : Soit ¢ : y; — u; de K{y1,...,yn} dans M I’évaluation, morphisme différentiel cano-
nique, ol Y1, ..., Y, sont des indéterminées différentielles. I' — Ker ¢ est un idéal différentiel premier (car
Im ¢ integre) de K{yi, ..., y, }. Soit ¢ 'homomorphisme différentiel de K{y,...,y,} dans M|c; ;] défini par
$(yi) = D7, cijuj. Posons A = (') et S I'ensemble des polynomes de Cfc; ;] obtenus en décomposant
les éléments de A sur une base de M. On va montrer que S est ’ensemble cherché.

1. Soit o un K-isomorphisme différentiel admissible de M (u; — Z?:l ki ju;). Le diagramme suivant
commute (ot p(c;j) = kij) :

K{yla--- ayn}T)M

‘| l

M{(ci)] —— L

Donc, I' étant envoyé sur 0 dans L, A est aussi, et par 'argument utilisé dans la démonstration du lemme
I11.2, S s’annule en (k; ;).
2. Soit (kij)ij<n € GLn(CN)NNyes f71(0). On a Ker (¢) C Ker (1pop ) donc, par propriété universelle,
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il existe o, K-homomorphisme différentiel de K{uy, ..., u,} dans K{ou,...,0u, }, avec ou; = Z?Zl ki ju;.
Il suffit de montrer que o est injectif : on pourra alors étendre au quotient M et conclure.

Supposons donc o non injectif : (pour alléger les notations on écrira u = (u1, ..., up) et k = (k; ;)).

On pose P = Kero et on applique le lemme II1.3 sur les degrés de transcendance :

degi (K<ou> |K) < degi, (K<u> /K). Or, par additivitée des degrés de transcendance on a :

degy (K<u> |K) 4+ degy (K<u,ou> | K<u>) = degy (K<u,ou> /K <ou>) + degy (K<ou> /K)
D’ou :

degy (K<u>(k)/K<u>) = degy(K<u,ou> |K<u>)
< degy (K<u,ou> |K<ou>).

car K<u,ou>= K<u> (k) : Wr(u)(kij) = Wr(ou). Or en appliquant le lemme II1.2 aux k; ; € Cy on
en extrait une famille algébriquement libre maximale sur C, qui reste algébriquement libre sur K< wu >.
Donc degy, (C(k)/C) < degy (K<u,ou> [K<u>), d’ou I'égalité.

De méme, en remplacant o et u par o let ou,

degir (Cr<ous (k)| Creous) = degy (K<u,ou> /|K<ou>). Et visiblement :

degir (Cr<ous (k)| Cr<ous) < degyr (C(k)/C). D’ou la contradiction. O

Nous pouvons maintenant énoncer un des résultats majeur de notre étude, qui découle immédiatement
du lemme précédent :

THEOREME 3.3.1. Le groupe de Galois différentiel d'une extension de Picard-Vessiot est un groupe
algébrique linéaire sur le corps des constantes.

Avant de pouvoir plonger plus avant dans la théorie de Galois différentielle, et d’arriver & ’énoncé de
la correspondance entre sous-groupes fermés et sous K-extensions fermées, nous devons étudier plus en
détails les particularités introduites par le mot différentiel : plutot que de travailler directement sur
des automorphismes, nous passons par l'intermédiaire d’isomorphismes admissibles. Selon I.Kaplansky,
I'introduction de ces objets, et les complications qu’ils apportent, sont inévitables si I'on veut pouvoir
traiter le sujet & un niveau qui reste relativement élémentaire.

4 OQOutils d’algébre différentielle

4.1 Extension d’idéaux premiers

Lemme 4.1.1. Soit I un idéal différentiel d’'une Q-algébre A, et soit a € A tel que In o™ € I. Alors
(0a)?"~! € I. En particulier, v/T est un idéal différentiel.

Démonstration : On sait que d(a™) = na™ 'd(a) € I (idéal différentiel), donc, comme Q C 4, on a
a"~'9(a) € I. On montre alors par récurrence, que : Yk a"%(9(a))?*~! € I, et on conclut en appliquant
ceci an =k. O
Lemme 4.1.2. Soit A un anneau différentiel, I idéal différentiel radical et S C A. Si ab € I, alors
ad(b) € I et d(a)b € I.

De plus, siT ={z € A/ S C I}, alors T est un idéal différentiel radical de A.

Démonstration : Comme 9(ab) = adb + 0(a)b € I, on a ad(a)bdb + (adb)? € I, ainsi : (adb)? € I et
comme [ est radical adb € I.

De plus, T est clairement un idéal, il est différentiel par I’'argument précédent, et I radical donne facilement
T radical. O
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Remarquons que si A est un anneau commutatif et (I,)scs une famille d’idéaux radicaux, alors (g 1,
est un idéal radical. De plus, sur un anneau différentiel, une intersection quelconque d’idéaux différentiels
est un idéal différentiel. Ainsi, si S C A, il existe un plus petit idéal radical différentiel contenant S :

N I.

1 ideal rad diff>S

On le note {S}.
Lemme 4.1.3. Soit A un anneau différentiel, a € A et S C A, alors :
1. a{S} C {aS}
2. siT C A, alors {SHT} C {ST}.
Démonstration : Posons S1 = {z € A / ax € {aS}}. C'est un idéal radical différentiel par le lemme
IV2, et SC S = {S} CSi = a{S} CaSi C{aS}.
De méme, Ty = {zx € A/ x{T} C {ST}} est un idéal radical différentiel et contient S donc contient {S}.00

Lemme 4.1.4. Soit A un anneau différentiel et T un sous ensemble multiplicativement clos de A. Soit Q

un idéal radical, maximal sur I’ensemble des idéaux J tels que T'NJ = (@, alors Q est premier.
Démonstration : Supposons par I'absurde que : 3a,b€ Aabe Q, a ¢ Q et b ¢ Q.

{Q,a} et {Q,b} sont des idéaux différentiels radicaux contenant strictement Q. Ainsi, il existe ¢; dans

T N{Q,a} et to dans T N{Q, b} avec t1ts € (T N{Q,a})(T N{Q,b}) C {Q,a}{Q,b} C Q par le lemme

IV.3, d’on TN Q # B, contradiction. O

Théoréme 4.1.5. Soit B un anneau différentiel et A un sous anneau différentiel de B. Soit I un idéal
différentiel radical de B tel que P = 1N A est un idéal différentiel premier de A. Dans ce cas, I peut étre
étendu en un idéal différentiel premier de B, Iy, avec Iy N A = P,

Démonstration : Posons T'= {x € A / © ¢ P}. Comme P est premier, T est multiplicativement clos.
Soit I; un idéal radical, maximal au sens du lemme IV.4, et contenant I (existe par le lemme de Zorn).
Le lemme IV.4 donne alors : I est premier, [y N A C P et contient I N A = P. O

Théoréme 4.1.6. Soit B un anneau différentiel, A un sous-anneau différentiel et I un idéal différentiel
radical de B tel que : (abe I (a € A, b€ B) = (a €I oubeI)). Alors : I peut s’écrire comme une
intersection d’idéaux (/) différentiels premiers de B tels que Vo I, N A = P (avec P = 1N A).
Démonstration : Notons que P est un idéal différentiel de A. Soit © € B x ¢ I, on veut construire
un idéal I, différentiel premier de B, contenant I, tel que I, N A = P et tel que 2 ¢ I,. On aura alors
I =1, Soit T ={az™ | a € Aa¢ P n e N}, T est multiplicativement clos car P est premier, et par
hypothese T'N I = (), donc il existe un idéal de B différentiel radical I, maximal tel que I, NT = () et
contenant I (par Zorn). Ainsi le lemme IV.4 implique que I, est premier.
De plus, 1 ¢ P (sinon P=A,donc [ =B : 1 =1,)donc z € Tiex ¢ I,.
Enfin, soit a € I, N A, ot ax € I, : si a € P c’est fini, sinon az € T' NI, = () ce qui est impossible, donc
P=InAcIl,nAcCP. O

4.2 Un lemme sur les anneaux de polyn6mes

Lemme 4.2.1. Soit K un corps et L une K-extension. Soit b un ensemble éventuellement infini
B = L[(X:)ics], A = K[(X;)icp], P un idéal de A, J idéal engendré par P dans B et I = v/J, alors :

1. Si P est un idéal radical alors I N A = P.
2. Si P est un idéal premier et si ab € [ aveca € A b€ B, alorsa€e Poube I.
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3. SiCar(K)=0et P# A, soit Y une des indéterminées et s € L s ¢ K, alors Y —s ¢ I.

Démonstration : L est un K-espace vectoriel, si dimg L = 1 le lemme est trivial. On suppose désormais
dimgL > 2.

Soit (ta)acq une base de L sur K. On choisit deux éléments particuliers u; et us de cette base. Quitte
a multiplier par ufl on suppose méme que u; = 1. Tout élément f de B s’écrit de maniére unique Y fotuq
avec fo € A. Un tel f appartient & A si et seulement si f, = 0 pour @ # 1. De plus J = {>_ pata / pa € P},
donc JNA=P.

1. On suppose que P est un idéal radical et que b € I N A. Alors In "™ € JN A = P radical donc b € P
donc P=1nNA.

2. Si P est premier et ab € I avec a € A et b € B, alors a"b" € .J. De plus, b" € B implique
b" =" fala, donc Va a" f, € P. Si a € P c’est fini, sinon Yo f, € P, donc b € .

3. On suppose par I'absurde que Y — s € I. Alors 3m (Y — s)™ € J. Posons donc
Iy={f€eLlY]/ feJ}. Cest un idéal de L[Y], donc principal : écrivons donc Iy = (fg). Comme
(Y — S)m € Iy, on a fy / (Y — S)m.
Si fo € L alors J = B et donc P = A impossible par hypothése. Ainsi fo = (Y — s)" , r > 1. Dans
la base (uqg)acq On peut prendre ug = s. Mais fy € J donc (Y — s)" = ) paua avec Va p, € P. Ainsi
Yo po € J, en particulier py € J. Orpy = Y7 +0Y" Lo (car (Y —8)" =Y " —rsY" L. et s = uy).
Le polynome p; appartenant a Iy on a py = fof ou f € L[Y] et py et fy sont unitaires de méme degré,
donc p; = fo, donc rs = 0 et CarK = 0 : contradiction. ]

4.3 Les isomorphismes admissibles

On peut maintenant énoncer les deux propositions concernant les isomorphismes admissibles.

Théoréme 4.3.1. Soit M un corps différentiel de caractéristique 0, K et L deux sous-corps différentiels
et S : K — L un isomorphisme différentiel. Alors S peut étre étendu en un isomorphisme admissible défini
sur M.

Démonstration : Soit (uqg)acqa une base de M sur K. Par induction transfinie sur a on se rameéne au
probléme suivant : étant donné v € M u ¢ K, on cherche & définir une extension de S a u, I'image de u
étant dans une extension convenable de M.

Soit K{u} l'anneau intégre obtenu en adjoignant u a K, et K{y} 'anneau obtenu avec y une indé-
terminée différentielle. ¢ : K{y} — K{u} est un morphisme différentiel, P = Ker ¢; est un idéal

Yy —u différentiel premier.

Grace a S, on envoie Py sur P idéal différentiel premier de L{y} (car S surjectif). Soit alors J l'idéal de
M{y} engendré par P : il est clairement différentiel, posons I = V/J. Le lemme IV.1 nous dit que I est un
idéal (radical) différentiel de M{y}, le lemme IV.5 nous donnant I N L{y} = P. Enfin par la proposition
IV.1 on peut étendre I en un idéal premier I; de M{y} satisfaisantL{y} NI, = P.

Considérons m : M{y} — M{y}/I, la surjection canonique on a :

S T
K{y} = L{y} = L{r(y)}
Ker mpyyy = I N L{y} = P, donc Ker w05 = Pi. On a ainsi I'isomorphisme :

K{u} ~ K{y}/Py ~ n(L{y} ~ L{r(y)}

qui étend S. Par la proposition II.1 cet isomorphisme se prolonge de maniére unique en un isomorphisme
différentiel de K <u> sur L<m(y)> sous extension de M <7 (y)>, d’ou le résultat. O
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Théoréme 4.3.2. Soit K un corps différentiel de caractéristique 0, M une extension de K, et soit s € M
et s ¢ K. Alors il existe ¢ un K-isomorphisme admissible sur M qui bouge s (i.e tel que p(s) # s).

Démonstration : Soit y une indéterminée différentielle et soit ¢ : K{y} — K{s} morphisme différentiel
et P=Keryp (P # K{y} car s #0) Yy —> s
Soit L = K < s> et J I'ideal différentiel de L{y} engendré par P et I = v/J. I est un idéal différentiel
de L{y} tel que I N K{y} = P (car P est premier donc radical). Ainsi I peut étre étendu en un idéal I
différentiel premier tel que Iy N K{y} = P.
7 L{y} = L{y}/I;  On peut donc construire un K-isomorphisme admissible de K <s>

y — m(y) sur K <m(y)> envoyant s sur n(y).

Remarquons que n(y) = s < y — s € I;. Le lemme IV.5 indique que nous sommes dans les hypotheéses de
la proposition IV.2, d’ou : I est une intersection d’idéaux premiers I, tels que Vs Iy, N K{y} = P Ainsi |
est I'intersection des idéaux de la forme I; construit précédemment.
Par 'absurde, supposons que pour tout /1, y —s € I;. Dans ce cas y — s € I ce qui est impossible par
le lemme IV.5. On a donc construit un isomorphisme ayant les propriétés voulues, par la proposition
précédente on peut I'étendre en un K-isomorphisme admissible défini sur M. ]

5 Le coeur de la théorie

5.1 Préliminaires et compléments

Définition 5.1.1. Une extension différentielle M de K est dite normale sur K si M¢ = K avec G =
Galyg(M/K).
Théoréme 5.1.2. Soit M un corps différentiel et G = Galy(M/K) :

1. Si H<G alors Vo € G o(H) = H.

2. Si L est une sous K-extension différentielle de M telle que Vo € G o(L) = L, alors L < G et G/L
est le groupe des K-automorphismes différentiels de L qui peuvent étre étendus a M.
Démonstration : Soit 0 € G et x € fI, on veut montrer que o(x) € H.
H<aG=VoeHo'goe H= o lyo(z) =2 = go(z) =o(x) = o(z) € H. De méme o '(H) C H,
donc o(H) = H.
Comme précédemment L <G. L’application ® : G — Galg(L/K) , 0 — o1, est bien définie par hypothese
et :

Ker® = L et Im® est ensemble des K-automorphismes différentiels de L pouvant étre étendus a M. O

Lemme 5.1.3. Soit L une sous K-extension différentielle de M, fermée et H le sous-groupe correspondant.
Alors Ng(H) ={o0 € G Jo(L) = L}.

Démonstration : Ng(H) = {0 € G /Ny € H opo~' € H}, H = L. Soit o € Ng(L) et = € L.
OnaVy e Lo 'po € L doncVy € L ¢(o(z)) = o(z). Ainsi o(z) € L = L donc o(L) C L et pareillement
pour o~ ! d'ott Ng(L) C {0 € G | o(L) = L}.

Réciproquement, si 0 € G est tel que o(L) = L et si ¢ € L, alors o(L) = L donc wo|, = o) et
0'71800"[1 = Id;, d'ott 0 € Ng(L). O

Lemme 5.1.4. Soit L une sous K-extension différentielle fermée de M, normale sur K. Supposons de plus
que Ng(L) est fermé et que tout K-automorphisme différentiel de L peut étre étendu sur M. Alors L < G
et G/L est exactement Galy(L/K).
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Démonstration : L < G < Ng(L) = G, soit donc Ly le sous-corps correspondant a Ng(L). Si L1 = K
alors , comme Ng(L) est fermé, L1 = Ng(L) = K = G. Montrons donc que L; = K. Par le lemme V.1

on sait que Ng(L) = {0 € G / o(L) = L}, c’est a dire, car tout K-automorphisme peut étre prolongé sur
M, on a : Galg(L/K) = Ng(L). Or comme L est normale , si z € L 2 ¢ K 30 € Ng(L), o(z) # x, i.e
L, =K.

On a enfin G/L ~ Galy(L/K) par la proposition V.1. O

5.2 Normalité de ’extension de Picard-Vessiot

Lemme 5.2.1. Soit (K,C) un corps différentiel avec C algébriquement clos, et M une extension de Picard-
Vessiot de K. Supposons donnés z € M et {zq}acr €t {ya}acr C M, et supposons qu’il existe o, un K-
isomorphisme admissible de M, envoyant {z,} sur {y,} en déplagant z. Alors il existe un K-automorphisme
de M réalisant la méme chose.

Démonstration : Soit o : M — L C N, et Cy le corps des constantes de N, o(u;) = > kijju; (*) avec

kij € Cn. Soit x,y € M, x = ggzg et y = I;EZ;
y=o(x) & R(u)Q(o(u)) = P(o(u))S(u), injectant (*), on obtient un systéme d’équations polynémiales
en k, a coefficients dans M, et on a un tel systéme pour chaque «. De plus, par le lemme II1.4 on a
kij € Nyes f710), et enfin on a l'inéquation o(z) # z et det(k;;) # 0, or (k;;) est une solution de ce
systeme dans Cp, donc par le lemme I11.2 il existe une solution dans C, d’ott 'automorphisme cherché.lJ

o u = (uUy,...,uUy,),0na:

THEOREME 5.2.1. Soit (K,C) comme précédemment, de caractéristique 0, alors : toute extension de
Picard-Vessiot de K est normale.

Démonstration : Soit G = Autyx (M), on a M normale & MY =K. Soit z € M, z ¢ K. La proposition
IV.4 nous donne un isomorphisme admissible qui déplace z, et on conclut par le lemme précédent. ]

Théoréme 5.2.2. Soit (K,C) comme précédemment, et M une extension de Picard-Vessiot de K, alors :
Tout K-isomorphisme entre deux sous K-extensions de M peut étre étendu en un K-automorphisme
différentiel de M. En particulier, tout K-automorphisme de L, sous K-extension, peut étre ainsi étendu.
Démonstration : Soit ¢ un K-isomorphisme différentiel de L; dans Lo, alors par la proposition 1V.3,
o peut étre étendu en un K-isomorphisme admissible de M. On conclut avec le lemme . O

5.3 Complétion de la théorie de Galois différentielle

Théoréme 5.3.1. Les sous-groupes algébriques linéaires de G = Galyg(M/K) sont Galois-fermés.
Démonstration : Dans cette démonstration, si F est un polynome de M{y,z} et ng le nombre de

monomes qui le composent, on dira que E est strictement plus court que F si ng <np.

Soit H un sous-groupe algébrique linéaire de G, montrons que H est Z-dense dans H par 'absurde (ce qui

entraine le théoréme). On fera la preuve dans le cas n=2, pour simplifier la typographie et la lecture, le

cas général étant similaire. Soit donc, M = K < u,v >.

Supposons par l'absurde que 3f € C[X;;], f(H) = {0} et f(ﬁ]) # {0}. Soit <

A C .
B D ) l'inverse de

!
< ! Z’ ) € GLy(K), et F € M{y,z} définie par :

v

F(y,z) = f(Ay + By', Az + B2',Cy + Dy',Cz + D2?')
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Si on prend o € H, de matrice (k; ;), on obtient :

ou ou \ (ki1 ko u

<UU UU'>_<1€2’1 kng)(U ’UI>
Ainsi (Vo € H F(ou,ov) =0, et 3oy € H F(oyu,010) #0.) (*) Soit I = {F € M{y, 2} | F vérifie (+) }.
I#0,car Fel.
On note E un élément de I ayant le nombre minimal de monomes. Comme M est un corps, on peut
supposer que 1'un des coefficients de E vaut 1. Pour 7 € H on appelle £, le poynéme obtenu en prenant
I'image des coefficients de E par 7. On a donc :
Yo € H FE;(ou,ov) = TE(t 'o(u),7 'o(v)) = 0. Or E — E, est strictement plus court que E, donc
Vo € H (E — E;)(ou,ov) = 0.
Si £ # E;, il existe a € M tel que E — a(FE — E;) est strictement plus court que E et appartient a I, ce
qui est impossible, d'ou : E'= E;. Ainsi tous les coefficients de E sont stables par 7 € H, donc sont dans
H.OrVo € HVYz € H o(z) = z, donc : Vo € H 0 E(u,v) = E(ou,ov) = 0, ce qui contredit 'hypothése.[]

Finalement en rassemblant ’analyse précédente et la proposition on obtient le théoréme principal de
la théorie de Galois différentielle qui découle simplement de ce qui a été fait auparavant.

THEOREME 5.3.1. Correspondance de Galois Soit K un corps différentiel de caractéristique 0, de
corps des constantes C algébriquement clos. Soit M une extension de Picard Vessiot de K, alors :

1. on a une correspondance bijective entre les sous K-extensions différentielles de M et les sous-groupes
linéaires algébriques de G = Galy(M/K), donnée par ~

2. Un sous-groupe fermé H de G est distingué dans G si et seulement si H = L est normale sur K. De
plus dans ce cas, on a : G/H ~ Galy(L/K).

6 Reésolution par quadrature des équations différentielles linéaires

Nous allons désormais nous attacher & donner une jolie application de cette théorie : similairement a
la notion de résolubilité par radicauzr d’une équation algébrique, on a, pour les équations différentielles
linéaires, la notion de résolubilité par quadratures. On peut se demander si toutes les équations différen-
tielles linéaires sont résolubles par quadratures, et, si non a-t-on un critére général nous permettant de
différentier celles qui le sont de celles qui ne le sont pas?

Il est remarquable de constater 1a encore la similitude avec la théorie de Galois classique : comme nous
allons le montrer, le résultat provient de la résolubilité (ou non) d’un sous-groupe du groupe de Galois.

Définition 6.0.2. Soient K et M des corps différentiels. M est une extension de Liouville de K si il existe
une tour de corps K = Ky C K1 C ... C K, = M telle que pour tout i on a K; = K; 1(u;), avec :

1. %uz’) e K; 1 (ieu; = efaipour un a; € K; 1), ou

2. O(u;) € K; 1 (i.e u; = [ a; pour un a; € K, ).
Autrement dit, une extension de Liouville se construit par quadratures, et on a un critére pour que

toute solution d’une équation différentielle donnée soit liouvillienne (i.e appartienne a une extension de
Liouville).

THEOREME 6.0.2. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K ( corps différentiel de caractéristique
0 et de corps des constantes algébriquement clos) de groupe de Galois G(M/K). M est contenue dans
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une extension finie de K suivie d’une extension de Liouville si et seulement si la composante connexe de
l'identité, G(M/K)?, est un groupe résoluble.

Notons que ce théoréme ne nous donne pas d’algorithme nous permettant de savoir si une équation est
ou non résoluble par quadratures. La démonstration de ce théoréme est le but du reste de cette partie.

6.1 FEtude des extensions de Liouville

Le lemme VI.1 est un lemme technique évident qui nous servira tout le temps dans la suite. Le lemme
VI.2 étudie I'extension obtenue lorsqu’on ajoute une intégrale (cas(1) : u = [a ), et le lemme VI.3
lorsqu’on ajoute I’ exponentielle d’une intégrale (cas(2) : u = efa). La proposition VI.2 donne un premier
résultat dans un cas particulier sur le sens direct du théoréme VI.1 .

Lemme 6.1.1. Soit K C L C M des corps différentiels. Supposons que L est une extension de Picard-
Vessiot de K et que M a le méme corps des constantes que K. Alors tout K-automorphisme différentiel
de M envoie L sur lui-méme.

Lemme 6.1.2. Soit (K,C) un corps différentiel de caractéristique 0 et u dans une extension de K,
vérifiant Ju = a € K, ol a n’est pas une dérivée dans K. Alors u est transcendant sur K, K <wu > est
une extension de Picard-Vessiot de K, et G(K <u> /K) est isomorphe au groupe additif C.

Démonstration :

1. Supposons u algébrique : soit u™ + bu” "' 4 ... = 0 minimal. En dérivant on obtient :
nau™ ' 4+ 9(b)u™ ' + ... = 0. Donc na+ db = 0, d'ott @ = 9(—b/n) (on est en caractéristique 0) :
contradiction.

2. Montrons qu’il n’y a pas de nouvelles constantes :
biu™ + bou™ ! + ... est une constante entraine 9(by)u" + (nbia + Oby)u™ ' +...=0. Or u n’est
pas algébrique donc 0by = 0 et a = —(0by)/(nb1) = —3d(ba/nb1) : contradiction. Soit f(u)/g(u)
une constante, ou f/g est une fraction de K(X), g de degré minimum (parmi les f'/g’ tels que
f'(w)/g' (u) = f(u)/g(u)), et g unitaire. D’apres ci-dessus, f non constant entraine g non constant.
L’élément f(u)/g(u) est une contante, et donc égale a (0f (u))/(9g(u)), ce qui contredit la minimalité
de g.

3. Soit L:9(y) —a=0¢et o€ GK<u>/K). Comme ou définit o, et doit étre solution de L, on a
d(ou —u) =0, donc ou = u+ ¢ avec ¢ € C. Réciproquement : soit ¢ € C, et o le K-automorphisme
(algébrique) de K <u> induit par u — u +¢. On a :

oo (D Aiut) = Y2 (0N (u + €)' + idia(u + ¢) 1) = o (3 0(N\)ul + idjau' 1) = 0 0 0D Niu?).

Donc 0 € G(K<u> /K). O
Lemme 6.1.3. Soit (K,C) un corps différentiel et v dans une extension de K, vérifiant du — au = 0,
a € K. Supposons que K <u> a le méme corps des constantes que K. Alors K <u> est une extension
de Picard-Vessiot de K, et G(K <u> /K) est isomorphe a un sous-groupe de C*.

Démonstration : Si v est une solution de dy — ay = 0, d(v/u) = 0. Donc v = cu avec ¢ € C (ou, plus
simplement, les (k; ;) qui définissent o sont dans GL;(C) = C*). Le reste est immeédiat. O
Théoréme 6.1.4. Soit M une extension de Liouville de K, sans nouvelles constantes. Alors G(M/K)
est résoluble.

Démonstration : Soit G = G(M/K), et K = Ky C Ky C ... C K;, = M la tour définissant 1’extension
de Liouville. Les lemmes VI.2 ou VI.3 donnent K5 extension de Picard-Vessiot de K. Donc par le lemme
VL1, tout élément de G envoie Ky sur lui-méme. Si Hy = K5, La proposition V.1(2) nous donne Hy < G
et G/Hy ~ G(K3/K1). Or par les lemmes VI.2 ou VI.3 G(K32/K) est abélien, donc G/Hj aussi. Par une
récurrence immédiate sur n, G est résoluble. ]
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6.2 Deux lemmes sur les groupes algébriques linéaires

Dans cette partie, C' est un corps algébriquement clos. On étudie les propriétés des groupes algébriques
linéaires connexes. Ces deux lemmes servent a la démonstration du théoréme VI.2(de Lie-Kolchin).

Lemme 6.2.1. Dans un sous-groupe algébrique connexe de GL,(C), tout élément qui n’est pas dans le
centre a une classe de conjugaison infinie.

Démonstration. Soit G un tel sous-groupe, et x € G ayant une classe de conjugaison finie.

Posons ¢ : G — {aza™! [ a € G} = || 1{y:}, avec p(a) = aza™!. Les ¢~ !(y;) forment une partition
de G. De plus ¢~ !(y;) fermé (image reciproque d'un fermé par ¢ continue) ouvert (complémentaire d’une
union finie de fermés) dans G connexe. Donc z € Z(G). O

Lemme 6.2.2. Si G est un sous-groupe algébrique connexe de GL,(C), alors le groupe dérivé D(G) est
connexe.

Démonstration. Notons Dy, les produits de £ commutateurs, on a alors Dy, C Dy et D(G) = |, Dk
Il suffit donc de montrer Dy connexe. Supposons Dj_1 connexe.
Pour as, .., ak, b1, .., by fixés, I'application ¢ : a — oflbflablaglbglagbg...aglbglakbk est continue. La
réunion des images de G par @ lorsque les a; et les b; parcourent G est égale & Dy, et ¢(G) est connexe.
Or o(G) N Di_1 # 0 (car p(by) € Di_1) et D1 est connexe donc Dy, I'est aussi O

6.3 Trigonalisation simultanée d’automorphismes

Le théoréme VI.2 est un résultat fondamental pour la théorie des extensions de Picard-Vessiot et de
Liouville. La proposition V1.3, que I’on peut démontrer directement, le relie au corps de la théorie.

THEOREME 6.3.1. (de Lie-Kolchin) Soit G un sous-groupe résoluble de GL,,(C), ot C est un corps
algébriquement clos. Si G est connexe (pour la topologie de Zariski), les éléments de G peuvent étre
trigonalisés simultanément.

Démonstration : On décompose cette (longue) démonstration en 6 étapes.

1. Supposons que G (muni de sa représentation canonique) n’est pas irréductible : il existe W sous-
espace vectoriel, de dimension p, de C" stable par G. On prend une base de W que l'on compléte

en une base de C" :
B %
A_<0 B’) VAe G

Montrons que 'application ¢ : A — B est continue (la topologie utilisée est toujours la topologie
de Zariski). Soit Py (X, ;) = Xy € C[(Xi;)], pour 1 <kl <pset F =g f71(0) un fermeé de
GL(W). Alors o~ '(F) = {(zi;) / (Pra(#i)ig)ke) € FY = {(wig) / Vf € S F((Pea((2ig)ig))ea) = 0}
Or f((Pei((zi)ij))ks) € C[(Xij)], donc o 1(F) fermé de GL,(C). Donc ¢ est continue, ce qui
entraine {B / A € G} est connexe. Par récurrence, on peut donc se ramener a une forme triangulaire
bloc, oul les blocs sont irréductibles.

2. On suppose désormais G irréductible. D(G) est connexe car G est connexe par le lemme VI.5. Par
récurrence sur la longueur de la tour de décomposition (G est résoluble), on peut supposer D(G)
sous forme triangulaire.

3. Soit W le sous-espace vectoriel de C" engendré par les vecteurs propres de D(G). W # 0 car D(G)
triangulaire.

Soit « € W, on a VT € D(G) T(a) = ¢(T)a, d’ont (VS € G)(VT € D(G)) S~ 'TS(a) = ¢(S™'TS)
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car D(G) <1 G. Donc VT € D(G) T(S(0)) = ¢(S~1TS)S (). Donc pour tout S € G S(a) € W, ce
qui entraine que W est stable par G. G irréductible impose alors W = C". D(G) est donc diagonal.

4. Tout élément de D(G) est donc une matrice diagonale. Ses conjugués dans G, étant dans D(G), sont
donc diagonaux. Les seuls conjugués possibles sont alors ceux obtenus en permutant les racines du
polynéme caractéristique sur la diagonale. Donc chaque élément de D(G) a une classe de conjugaison

finie dans G. Par le lemme V1.4, D(G) C Z(G).

5. Soit T € D(G), ¢ une racine de son polynéme caractéristique, et W le sous-espace propre associé.
Comme T commute & tout élément de G, W est invariant par G. Donc W = C™, ce qui entraine
D(G) Cc{Xld | A e C*}.

6. Les commutateurs ont tous leur déterminant égal a 1, donc D(G) C {\d / X € p,(C)}. Or pu,(C)
est fini, donc D(G) est fini. Or par le lemme V1.5, D(G) est connexe, donc D(G) = 1. D’ou G est
commutatif, et dans le cas commutatif, on connait déja le résultat. ]

Théoréme 6.3.1. Soit M une extension différentielle de K telle que K = K .Supposons que

U1, ..., up € M vérifient : Vo € G(M/K)  ou; = aju; + ... + a;jpyun, (¥)(i = 1..n) (c’est a dire (u;); base

de trigonalisation de G) avec a;j € Cy. Alors K <wuq, ..., up > est une extension de Liouville de K.
Démonstration. On peut supposer u, non nul.L’équation (*) pour i-—n donne ou, = ap puy,, donc

O(uy)/uy est invariant sous o (c’est a dire € K). Donc d(uy,)/u, € K : I'ajout de u, a K est du type
exp [ a. En divisant (*) pour i—1...n-1 par ou, et en dérivant, on obtient :

a(a(ﬂ)) - Ma(ﬂ) T Ma<ﬂ>.
Unp, Gn,n Unp, Gn,n Unp

D’ou, par récurrence sur n, on peut ajouter les 8( U ) puis les u;/u, qui sont alors des intégrales. Donc

Ui
Un,

K <uy,...,up > est une extension de Liouville. [l

6.4 Démonstration du théoréme VI.1

Désormais le corps différentiel K est de caractéristique 0 et de corps des constantes algébriquement
clos. Nous allons maintenant démontrer le théoréme principal (VI.1). Le sens (inclu dans une extension
de Liouville = GV résoluble) ne nécessite que 2 lemmes, dont un lemme (le VI.7) sur la structure des
groupes algébriques linéaires.

Lemme 6.4.1. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K, et N = M < z > une extension de M
sans nouvelles constantes. Posons L = K < z >. Alors N est une extension de Picard-Vessiot de L et
G(N/L) ~ L N M est un sous-groupe algébrique de G(M/K).

Démonstration. Si M = K <wuj,... ,u, >, alors N est engendrée par les u; sur L, et n’a pas de
nouvelles constantes. Donc N est une extension de Picard-Vessiot de L. Le lemme VI.1 montre que tout
K-automorphisme différentiel de N envoie M sur lui-méme. D’ou un homomorphisme de G(N/L) dans
G(M/K) (la restriction). Si o est un élément du noyau, o laisse fixe M et L, donc aussi le corps engendré
par M UL, c’est a dire N, d’ou l'injectivité. Soit H I'image, H est algébrique par le théoréme? 7 . De plus
H laisse fixe L N M exactement (par définition). Donc H = I, N M. O

Lemme 6.4.2. Soit G un sous-groupe de G L, (C), H un sous-groupe fermé de G. Supposons que ou bien
(1) H est d’indice fini dans G, ou bien (2) H < G et G/H abélien. Si la composante connexe de 'identité
dans H, H, est résoluble, Alors G est résoluble.
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Démonstration :

1. Montrons que G° est un sous-groupe d’indice fini dans G : (G°)"! € G¥ et, si g € G°, gG° c G°
par connexité (intersection non vide). Donc G est un sous-groupe de G. Par le corollaire II1.1, G
est réunion d'un nombre fini n de composantes connexes G; (qui sont donc ouvertes et fermées).
Soit (z;)ij=1.n une suite d’éléments de G, chacun dans une composante connexe. On a alors G =
Ui, z;G°, car x[lGi ouvert fermé dans le connexe G°. Donc G° est d’indice fini. Montrons que
HY =G Useq/u # = G donc GY = Uzeq/u(zn GY) avec H' = G’ N H. Donc, G/H étant fini,
HY est fermé (car H l'est) ouvert (complémentaire d’une union finie de fermés) dans G° connexe.

2. G/H abélien entraine D(G) C H. Or G° C G, donc D(G") C H. Par le lemme V1.4, D(G") est
connexe. Donc D(GY) C HY, ce qui entraine G résoluble. g

Théoréme 6.4.3. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons M C N, ou N est une
extension de Liouville généralisée (suite d’extensions de types (1), (2), ou algébriques finies) de K, sans
nouvelles constantes. Alors G(M/K)" est résoluble.

Démonstration. On procéde par récurrence sur le nombre d’étapes dans la chaine de K & N.
Soit K <wu > la premiére étape. Alors par hypothése de récurrence G(M <u> /K <u>)? est résoluble.
Par le lemme VI.6, ce groupe est isomorphe au sous-groupe H de G correspondant a K <u> NM.
Supposons u algébrique sur K. Alors Card(homg_,1s(K<u>,K<u>)) < [K<u>: K] (théoréme de De-
dekind). Or G(K <u> /K) = Galp(K<u> /K) C homg_,(K<u>,K<u>)),
donc Card(G(K <u> /K)) est fini. Par le théoréme V.1.(2) (L= M NK<u>) G/H C G(L/K). Donc
H est d’indice fini.
Supposons u de la forme (1) ou (2). Par le lemme VI.2 ou V1.3, K <u > est une extension de Picard-Vessiot
de K avec un groupe de Galois commutatif. Donc tous les sous-corps différentiels sont normaux sur K.
En particulier, M N K <u> est normal, et G(M N K <u>) est abélien. Dans les deux cas, le lemme VI.7
permet de conclure. O

La réciproque utilise tous les résultats démontrés aux paragraphes précédents du VI.

Théoréme 6.4.4. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons que G(M/K)" est résoluble.
Alors M peut étre obtenue par une extension finie suivie d’'une extension de Liouville.

Démonstration. Soit H = G(M/K)°, et L = H le corps intermédiaire associé. I est alors une exten-

sion normale, et H = L = H. Le fait que M est une extension de Liouville de L vient de I’enchainement
du théoréme VI.2 et de la proposition VI.2. O

6.5 Application a I’équation de Riccati

(K,C) est un corps différentiel de caractéristique 0, et C est algébriquement clos. Pour a € K fixé,
on étudiera I'équation de Riccati 0t = t> + a, a partir de I'équation 92(y) + ay = 0 (1). On notera M
I'extension de Picard-Vessiot associée a (1).
Par la Correspondance de Galois (théoreme V.2), étudier les sous K-extensions de M revient a étudier
la structure de G(M/K). Donc, pour démontrer la proposition VI.5, but de ce paragraphe, nous allons
auparavant obtenir un résultat sur les sous-groupes algébriques de SLo(C).

Lemme 6.5.1. Soit G un sous-groupe de SLy (C). Si G est algébrique et G° est résoluble, ou bien G est
fini, ou bien G est diagonalisable et [G :G]< 2, ou bien G est trigonalisable.
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Démonstration. Si G° est diagonalisable, ses éléments sont des matrices diagonales ayant pour
coefficients a et a='. G¥ est fermé donc algébrique, donc G verifie des équations polyndmiales P;. a est
alors dans l'intersection des racines des P;, qui est finie si les P; sont non tous nuls.

Si GY est fini, G est fini car [G :G"] fini (demonstration du lemme VI.7(1)). Sinon, GV est 'ensemble des
matrices diagonales de SLy(C'). Par un calcul identique & celui du théoréme VI.2(3), les vecteurs propres
de G° sont stables par G (G° <G). Donc tout élément de G permute les vecteurs de la base ou les laissent
fixes : [G :GY|< 2.

Si G° n’est pas diagonalisable, G° est trigonalisable (théoréme VI.2), donc G” a un unique sous-espace
propre. Il est donc invariant par G. Donc G est trigonalisable. O

Théoréme 6.5.2. Soit M I'extension de Picard-Vessiot de K pour I'équation 8%(y) + ay = 0 (1). Suppo-
sons que M est une extension finie de K suivi d'une extension de Liouville , mais n’est pas de dimention
finie sur K. Alors I'équation 0t = t? 4 a a une solution dans une extension quadratique de K

Démonstration. Le wronskien correspondant a 1’équation (1) verifie 9W = 0, donc W € Cy; = C C K.

De plus, pour tout 0 € G(M/K), oW = det(o)W (voir la démonstration du lemme I11.4.(2)). Donc
o € K<W > (= K ici) si et seulement si o € SLy(C). Donc G = G(M/K) est un sous-groupe de SLy(C).
De plus, G° est resoluble par le théoréme VI.1

[M : K] est infini donc G fini est exclu. Dans les deux autres cas du lemme précédent, il existe une
extension quadratique L de K telle que L soit trigonalisable. Donc il existe une solution u non nulle de
(1) telle que : Yo € Lo(u) = c,u, ot ¢, € C. Donc % appartient a L, car M est normale sur L. Posons
t = —0(u)/u, t vérifie alors I'équation de Riccati. D’ou le théoréme. O

Il existe une généralisation de la théorie que nous avons présentée aux équations aux dérivées partielles.

Celle-ci est développée dans [Pom83|, les groupes algébriques linéaires étant remplacés par des "semi-
groupes de Lie", mais ceci n’est plus du tout élémentaire.
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Troisiéme partie

Exposé au cours de Y. Laszlo :

La suite exacte d’homotopie pour un morphisme
propre et séparable
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On étudie (X)), ott X, est la fibre géométrique de X — Y propre. k est un corps, fixé.

1 Morphismes séparables

Définition 1.0.3. Un schéma X sur k est dit séparable si pour toute extension K de k X ®; K est
réduite.

Un morphisme de schéma f : X — Y est dit séparable si X est plat sur Y et si Vy € Y la fibre
X ®y k(y) est séparable sur k(y).

Proposition 1.0.4. Soit X un schéma sur k.
X est séparable si et seulement si X est réduit et si, pour tout z générique dans une composante
irréductible de X, k(x) est une extension séparable de k.

Remarque 1.0.5. Si k est parfait, X séparable < X réduit.

La séparabilité est stable par changements de base, et par composition modulo des hypothéses de
finitude convenables. Par exemple :

Proposition 1.0.6. Si X est séparable sur Y et X' étale sur X, alors X’ est séparable sur Y.

2 La suite exacte d’homotopie

Proposition 2.0.7. [admise] Soit f : X — Y un morphisme propre et séparable, avec Y localement

ncethérien | et considérons sa factorisation de Stein X Iy Sy (on flOx = Oy, Y' fini sur Y et
isomorphe a Spec f,Ox).

Alors Y’ est un revétement étale de Y.

Démonstration. Il suffit de montrer que ¢ : Y’ — Y est étale, ce qui est un probléme purement local.
On peut donc supposer Y = Spec A.
On peut supposer que A est local et complet :
En effet, si Y1 — Y est un changement de base plat, alors on a, par le théoréme des fonctions formelles :

f;ﬁ*(ox X0y OYl) = f*(OX ®oy OYl)

Ce qui signifie que (f)’/l,qYl) est la factorisation de Stein de fy,. Donc on peut effecter un le changement
de base. De plus, il suffit de regarder au-dessus de Spec Oy, pour montrer que g est étale au-dessus de y
(stabilité par changement de base).

Donc on effectue le changement de base Spec Oy, — Y : on peut supposer A local. De méme, on peut
supposer A complet.

Théoréme 2.0.8. Soit f : X — Y un morphisme propre séparable, avec Y localement ncethérien et
connexe, et supposons que f,Ox = Oy. Soit y € Y, k(y) une cloture algébrique de k(y), et X, =

Xy ®p(y) k(y) (fibre géométrique). Soit X' un revétement étale connexe de X et 7; = X, ®y) k(y)-

Pour qu'il existe un revétement étale Y/ de Y et un X —isomorphisme X' — X xy Y’ il faut et il suffit
I .
que X, admette une section sur X.

Remarque 2.0.9. f,Ox = Oy implique que les fibres sont géométriquement connexes, et réciproquement
par la proposition 2.0.7. f est en fait sa propre factorisation de Stein.
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Démonstration. Comme h : X' — X — Y est propre séparable, on a par la proposition 2.0.7 la
factorisation de Stein X' - Y' =Y, ou Y’ = Spec (h.Ox/) et Y' — Y est un revétement étale.
De plus, par la propriété universelle du produit fibré on a un Y —morphisme canonique X' — X xy Y.
Il suffit de prouver que c’est un isomorphisme.
Or Y’ est un revétement étale de Y, donc X xy Y’ revétement étale de X (stabilité par changement de
base). Donc, comme X' est un revétement étale de X, et donc est de type fini et non ramifie, X’ — X xy Y’
est également étale !

!

g

XS X"=XxyY' w

fl f’l
Y <— Spec (h,Ox:/) =Y’

Lemme : X xy Y’ est connexe.

Démonstration. Y’ est connexe comme image de X' connexe.
Supposons que X xy Y’ n’est pas connexe :
On aura Y’ = Spec A, X xy Y’ = Spec B = Spec (A ®p, Ox), et X Xy Y’ non connexe correspond a
B = B1 X B2 avec Bl 7& {0}
Comme f.Ox = Oy, on a f,B=A. Donc A = f.(B1) & f.(B2) avec f.(B;) # {0} (car 17, g,y #0).
D’ou contradiction : X xy Y’ est connexe. O

Donc, pour prouver que « : X' — X Xy Y’ est un isomorphisme, il suffit de voir que son “degré de
projection” en un point de X xy Y’ est égal a 1. Notons o : X, — Xy

On effectue le changement de base Spec k(y) — Y. On a alors :

Posons X" = X xy Y.
Il suffit de montrer que rg @ = 1 en un point de X”,. Comme Y’ — Y est un revétement étale, Y, =

@D, ki avec k; = k(y). Do :

"o VI _ _
X", =X, x = Xy, avec Xy, = X,
i=1

o est un revétement étale et X, est connexe, donc o(X,) est une composante connexe Z de X;. Donc
@(Z) doit étre un certain X,,.

'S0it X et X' des schémas de type fini sur un schéma Y, et g : X’ — X un Y —morphisme. Si X’ est non ramifié¢ et X
est étale, alors g est étale.
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oopi
Alors p7 : X—”y — X_y est isomorphisme de X—yz sur X_y Il s’ensuit que 7 g X—yz sont inverses 'une de
lautre.

Le nombre de composantes connexes de X_Z’J est égal au nombre de points géométrique de Y’ sur Y, c’est-
a-dire n.

Il s’ensuit que le nombre de composantes connexes de TZ’J et X—”y sont identiques.

Donc @ est un isomorphisme. [l

Corollaire 2.0.10. Avec les notations précédentes pour f: X — Y et Yy, et @ un point géométrique de
Xy, a son image dans X et b son image dans Y. Alors on a la suite exacte (de groupes) suivante :

m(X,,8) 5 (X, a) B m(Y,0) — 1

Démonstration.
Surjectivité de 1 :
il suffit de montrer que si Y’ — Y est un revétement étale connexe, alors son reléevement X' = X xyY' — X
en est un aussi.
On a déja X' — X revétement étale par stabilité par changement de base, et :

[i(Ox1) = fi(Ox ®o, Oyr)
= f*(OX) oy Oy

Donc les fibres de f’ sont connexes.
Donc X' est aussi connexe.

Yop=0:
Il suffit de montrer que si Y — Y est un revétement étale, le revétement étale Y/ xy Yy - Yy est
complétement décomposé.

Or Y xy k(y) = Bgnie k(y), et donc Y’ xy Xy ~ X xy (Y xy k(y)) = Bgpie X y-

kery C Imep :
Soit g : X' — X un revétement étale connexe de X, g : X; — Xy admettant une section o au-dessus de
X,. Le théoréme 2.0.8 nous donne le résultat. O

On peut supprimer les hypothéses f,Ox = Oy et Y connexe :

Corollaire 2.0.11. On note mo(Xy,a), mo(X, a), mo(Y, b) les ensembles pointés des composantes connexes
des schémas X,, X, Y.
Alors si f : X — Y est propre et séparable, on a la suite exacte suivante :

Wl(yy,a) — m(X,a) - m(Y,b) — WU(Yy,E) — mo(X,a) = m(Y,0) — (1)

Démonstration. On suppose pour commencer que X et Y sont connexes. On a la factorisation de
Stein de f X Ly = Spec (f.Ox) Y. On applique le corrolaire 2.0.10 a f

m(Xy,a) = m(X,a) = m((Y',y') =1

ouy' € Y est I'image de a € X.
On sait que m1(Y',y') — m1(Y, b) est injective et que I'ensemble quotient 71 (Y, b)/m1(Y',y') est isomorphe
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a I'ensemble des points géométriques de Y’ au-dessus de y, qui est isomorphe a 7 (Yy,a). D’ou la suite
exacte :

m(Xy,a) = m(X,a) = m(Y,b) = mp(Xy,a) = 1
]

Corollaire 2.0.12. Soit k algébriquement clos, X,Y deux k—schémas connexes, on suppose X propre et
Y localement noethérien .

Soit @ un point géométrique de X, b un point géométrique de Y & valeur dans la méme extension algé-
briquement close K de k. Considérons le point géométrique ¢ = (a,b) de X x; Y. Alors ’homomorphisme
T (X X Y,¢) = m(X,a) x m (Y, b) est un isomorphisme.

Démonstration.

Supposons K = k.

Soit Z = X xx Y et f:Z — Y la projection. Soit y la localité de b. on peut supposer X réduit (quitte a
remplacer X par Xieq, qui a méme ), donc séparable sur k.

Donc Z est séparable sur k. X connexe donc Z est a fibres géométriquement connexes. La fibre de Z en
b est canoniquement isomorphe & X ®;, K = X.

D’autre part, comme le composé X — Z — X est l'identité, on trouve que 71 (X, a) — m1(Z, ¢) est injectif.
On a donc, avec la proposition 2.0.10, la suite exacte :

1 - m(X,a) 5 m(Z,¢) = m(Y,b) =1
et aussi la suite exacte canonique :
1 - m(X,a) = m(X,a) X1 (Y,0) > m(Y,b) > 1

Donc (lemme des 5) 'homomorphisme canonique 71 (Z, ¢) — m1(X,a) x 71(Y,b) est un isomorphisme.

Cas général :
On va trouver un isomorphisme 71 (Z, ¢) = 71 (X ®; K, a) x 71 (Y, b). On a le résultat par le lemme suivant :
U

Lemme 2.0.13. Soit X propre connexe sur k algébriquement clos, k' une extension algébriquent close
de k, a' un point géométrique de X ®j k' et a son image dans X. Alors ’homomorphisme canonique
(X ®¢ k',a') = m (X, a) est un isomorphisme.

Démonstration.

La surjectivité est équivalente au fait que si X’ est un revétement étale connexe de X, alors X ®;, k" est
également connexe. Ce qui est vrai car k est algébriquement clos.

L’injectivité est équivalente au fait que tout revétement étale connexe de X ® k' est isomorphe a I'image
inverse d’un revétement étale de X.

O

Corollaire 2.0.14. Soit k£ un corps algébriquement clos, X et Y deux schémas localement ncethérien
sur k, Z = X x; Y leur produit, Z' un revétement étale de Z. Pour tout point y € Y rationnel sur
k, soit i, : Spec (k) — Y le morphisme canoniquement associé, j, = Idx Xy 4, le morphisme X — Z
correspondant. Soit enfin Xg'/ le revétement étale de X image inverse de Z' par j,. On suppose Y connexe,
et X ou Y propre sur k. Alors les revétements X; de X sont tous isomorphes.
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Quatriéme partie
Mémoire de DEA :
Etudes des droites sur les hypersurfaces de Fermat
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On étudie ici les droites sur les hypersurfaces de PV, & partir du chapitre 2.4. de [Deb01|. La premiére
partie étudie le cas général, en se basant sur [BVAV78|. Puis, a I'aide des propriétés trouvées, on étudie
le cas des hypersurfaces de Fermat.

Dans toute la suite, on travaille sur un corps k£ algébriquement clos. Tous les sous-schémas considérés
sont des sous-schémas fermés.

1 Préliminaires

On se place dans un premier temps dans un cadre général.

Notation 1.0.15. Dans toute cette partie, on note G un polynéme homogéne de degré d > 0 fixé, et X
I'hypersurface de PV définie par G.

1.1 Notations et définitions

On suit dans cette partie la construction de [BVdAVT78|.
Notons k[zg, ..., zn]q 'ensemble des polynomes homogénes de degré d.
Soit F' = {([l],h) € G(1,PN) X k[zq, ...,xn]q | hyy = 0} la variété d’incidence.
C’est un sous schéma de G(1,PV) x k[zg, ..., zx]q, qui est un fibré vectoriel sur G(1,PV) :

F

|+

G(1,PN)

k[fL’U, ey mN]d

Définition 1.1.1. On définit la variété de Fano F/(X) associée & X par F(X) = @ o~ 1(Q).
Elle a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X.

En effet I'application ¢ est juste une projection et 4~ '(G), qui a une structure naturelle de schéma,
est contenu dans G(1,PY) x {G}. Donc F(X) a bien une structure de schéma, celle de 1 !(G). On la
calculera explicitement au paragraphe 1.2.

Remarque 1.1.2. F(X) a une structure de schéma projectif, car c’est un sous-schéma de la grassma-
nienne G(1,PV) ~ G(2, kN*1), donc elle se plonge dans un P" par le plongement de Pliicker.

Remarque 1.1.3. Il peut étre intéressant de ne pas choisir de coordonnées dans PV a priori, ¢’est-a-dire
de voir PV comme un PV avec V un espace vectoriel de dimension N + 1 sur k. Dans ce cas klzg,....,zN]a
est remplacé par Sym?V*. La fibre de ¢ : F — G(1,PV) au-dessus d’un point [I] = [PI] de G(1,PV) est
alors le noyau du morphisme naturel Sym?V* — Sym?" (|DM98]).
Considérons le diagramme suivant, ou I = {([l],z) € F(X) x X | € [} est un sous-schéma de

F(X) xp X

1

lprl

F(X)—>G(1,PV)

pr2

X~ PN

I — F(X) est un fibré en P'. C’est une restriction du fibré standard sur la grassmanienne.

Définition 1.1.4. Soit 2 € X. On définit F(X,z) associée a X par F(X,z) = pri o pr, ' (z).
F(X,x) a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X passant par z. C’est
un sous-schéma de F/(X).
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Remarque 1.1.5. Les droites passant par z dans PV (c’est-a-dire G(1,P"V;2)) sont paramétrées par un
hyperplan de PV, dont F(X,z) est un sous-schéma.

On énonce un lemme utile sur les faisceaux localements libres de rang fini sur P!,

Lemme 1.1.6. Tout faisceau localement libre de rang fini sur P! est isomorphe a une somme directe
de faisceaux inversibles (Donc, comme Pic P! = Z, a4 une somme directe de Opi(a;), avec unicité des
a;).(exercice 2.6 p 384 de [Har83|)

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel sur P'. Montrons tout d’abord que si s est une section
globale de E, qui n’est pas partout non nulle, cette section est multiple d'une section de E(—1). Supposons
que s s’annule en z € P! et notons que le degré du corps résiduel de x est necessairement 1 (k est
algébriquement clos). On considére f une section de O(1) s’annulant en x, qui correspond au polynéme
irréductible définissant x. Alors s/f est une section globale de E(—1).

On construit les O(—n) cherchés par récurrence sur n. Soit n fixé, et supposons que 'on a des sections
globales s; de E(n;), pour n; < n telles que les O(—n;).s; soient en somme directe dans E (comme
sous-faisceaux) que 'on notera F, et que H'(P', F(m)) = H(IP', E(m)) pour tout m < n. On choisit
des sections globales t; de E(n) qui engendrent un supplementaire de H°(P', F(n)) dans H(P', E(n)).
Montrons que les O(—n;).s; et les O(—n).t; sont en somme directe dans E, c’est-a-dire que les (%;), sont
linéairement indépendant dans E,/F, pour tout z. Supposons le contraire : on a alors une combinaison
linéaire a coefficients non tous nuls ¢ des #; et une section s de F(n) tels que t —s = 0 en x. Donc d’apres
ci-dessus t — s = f.r ou r appartient a HO(P', E(n — 1)) = H°(IP', F(n — 1)). Donc t = s + f.r est dans
HY(P', F(n — 1)) ce qui contredit la définition des ;. O

Soit [ une droite sur X, telle que X soit lisse le long de [ (N}, x est alors localement libre). On a alors,
par le lemme précédent, la décomposition suivante :

Nyx = Oiar) @ ... ® Oy(ay) avec a) = ... = ay

Définition 1.1.7. [ est dite libre si a,, > 0, c’est-a-dire si N}, x est engendré par ses sections globales.
Remarque 1.1.8. Si a, > —1, le schéma F(X) est lisse en [[| par le corollaire 1.2.6
Remarque 1.1.9. Si f est libre, on a Kx.l = — ) a; < —2, donc Ky n’est pas nef.

1.2 Propriétés de F(X)

Etudions dans un premier temps F(X). Nous allons faire des calculs explicites de vecteurs tangents
dans des coordonnées. On notera dans la suite E le k-espace vectoriel k[zg, ..., zn]4-

Calculons tout d’abord le rang de di¢ en un point ([I],hy) de F. On peut choisir des coordonnées

telles que I soit la droite engendrée par (1,0,...,0) et (0,1,0,...,0), et on notera I le plan de £V*! cor-
respondant dans G(2, kV*1). Les calculs dans G(1,PV) et G(2,kV*!) étant équivalent, on va se placer
au-dessus de G(2,kN*1). Tout plan I’ de kV*+! contenu dans un voisinage suffisamment petit U de []
dans G(2, kN *1) est engendré par deux points (uniques) (1,0, us, ...,un) et (0,1,v,...,vx5). On peut donc
utiliser (ug, ..., un,v2,...,vn) comme coordonnées locales dans U.
Remarque 1.2.1. Sur cet ouvert on connait les équations explicites qui définnissent F(X) dans G(1,PV).
En effet la droite {(1, ¢, ug+tve, ...,un+ton)|t € k} est contenue dans X si et seulement si G((1, ¢, u+tv)) =
0 pour tout t. Ce qui nous donne en développant au plus d + 1 équations explicites, et donc en particulier
que F(X) est de dimension au moins 2N — d — 3.

Une base de I'espace tangent TmG(Z, EN+1) nous est donnée par les dérivées partielles par rapport a
ces indéterminées, restreintes a I :
0 0 0 0
Quy i " Quy i dva i’ Do
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et les coordonnés d’un vecteur tangent en I’ dans cette bases seront notées (Us,...,Un, Vs, ..., Vy). Les
¢léments de E sont des polynomes de la forme (avec des multi-indices) : h = Z‘k‘:d axzX. On choisit les

z¥ pour base de E, et les 0/0ag sur TpE. Les coordonnées d'un vecteur tangent en hy dans cette base
seront notées Ay, ce qui nous donne une identification entre E et T E. Le vecteur correspondant & h sera
noté H.

Proposition 1.2.2. L’espace tangent T(m ho)(F) est Pespace :

oh

0
Oz; |l

{(UQ, - Un, Vo, ., VN,H) € Tm(G( kN+1)) X Tth | Z U'.’EU + ‘/;Zﬂl) + hﬂﬁ = 0}

Démonstration. Un point (ug, ..., un,ve,....,on,h) € U X E appartient & F' si et seulement si on a
h(A(1,0,ug,...,un) + (0,1, v9,...,u5)) = 0 pour tout couple (A, ) dans k. Donc un vecteur tangent

(U2’ ...,UN"/YQ, ...’VN,H) E T([ZLhO)(G(2,kN+1) X E)

sera tangent si et seulement si pour tout couple (A, u) dans k

0 0
0 = Z<Ui8—ui+ 5y >hO(A(l,O,UQ,...,UN)+H(0,1,'U2,...,'UN))

+ Z Ak—hg (1,0,u9, ..., un) + 1(0,1,v9,...,0N))

\k\ d
8hg
= 97, — (A (1,0,ug, ...,un) + p(0, 1,09, ..., vn)) (U A + Vi)
i=2
+ Z Ak)\ko,ukl()\uQ + ,U/UQ)kQ...()\UN + qu)kN
k|=d

Au point ([I], ko) on a de plus que u; = 0 et v; = 0 pour 4 > 2. Donc on trouve comme condition necessaire
et suffisante pour que (Us, ...,Upn, Va, ..., Vv, H) soit tangent a F en ([l], ho) :

N
Z SO0, O)(UA + Vi) + Y Ay 0,0 \0uf =0
—p Y ko+k1=d
pour tout (A, ) dans k. Ce qui est la formule de la proposition. [l

Comme 'application diy envoie (Us,...,Un, Vo, ..., Vi, H) sur H, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.3. Lerangdedy : Ty 1, ) (F') = Th,(F) est égal a la dimension de 'espace des polynomes
en zg, 1 de degré d qui peuvent s’écrire sous la forme :

>0

1=2

71,0, ...,0)(Uizo + Vizy)

avec (U, ...,Un, Vo, ..., V) arbitraires dans k.

On remarque que H(l, 0;(1)) est l'espace des polynomes homogénes de degré 1 sur I, et H°(I, O;(d))
I'espace des polynomes homogénes de degré d sur [ (donc =~ Ty, (E)). Le corollaire implique en particulier :
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Proposition 1.2.4. La différentielle di) en un point ([I], hy) deF est surjective si et seulement si le

morphisme

N

B: P H1,0,(1) = H(1,0,(d))

2

défini par
N
oh
(32a '75N) U($0a$170a"'70)5i

g

est surjectif.

Démonstration. On se contente de remarquer que lorsque (Us, ..., Uy, Va, ..., V) parcourt k2V—2
le polynome s; = U;zg + Vixy parcourt klzg,z1]y ~ HY(I,0;(1)) en entier, c’est-a-dire qu'on oublie
(partiellement) le choix d’une base de H%(I, 0;(1)) qui avait été fait. O

Le morphisme que ’on vient d’obtenir provient en fait naturellement de suites exactes sur les fibrés
normaux. Nous pourrons alors en donner une interprétation sans choisir de coordonnées.

Proposition 1.2.5. On suppose que X est lisse le long de la droite [ C X. Alors

N
Ny =~ o)
5
(Nx/pn)y = Oi(d)

N-2
Nyx ~ P Oi(ai)
i=1
avec 1 > a; > ... > ay_2. De plus, le morphisme 8 de la proposition 1.2.4 est 'application H"(«) :
HO(l, Nypn) = HO(l, (Nx/p~)pi) induite par la suite exacte suivante :
0— Nl/X — NZ/PN ﬂ) (NX/[P’N)U —0

Démonstration. Si on note X’ I'ensemble des points singuliers de X, on a alors le diagramme suivant
(les faisceaux sont sur X — X', qui est non vide car X est supposée réduite), ot 'étude de o’ nous donnera
le résultat :

0

0 Tx (Tpn) | x —— Nxpv —0

0

En effet, on a la suite exacte classique des fibrés tangents et normaux (sur X — X' qui est un sous-
schéma (pas forcémment fermé) lisse irréductible de la variété lisse PV au-dessus de k) : 0 — Tx —
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Tpn ® Ox — Nx/pyv — 0 (|[Har83| page 182). La suite exacte verticale est obtenue en passant au dual et
en se restreignant & X — X' dans la suite exacte 0 — Qpy — Opn(— 1)V — Opn — 0 ([Har83] théoréme
8.13 page 176) car PV est lisse.

Etudions o/ dans des coordonnées. Pour un s € X — X' fixé, posons ¢ un générateur de O, x(1). Le
noyau de ' en s est alors I'ensemble des (Upt, ..., Unt) de O x (1)N L tels que (Up, ..., Un) soit tangent a
X, c’est-a-dire tels que vao Ui gf = 0. Donc le noyau de I'application de Ox (1)¥*! dans Ox(d) définie
par :
oG

t

N
(Uot, cery UNt) — Z U,—
= 0%

coincide avec le noyau de o/. On peut donc trouver une identification entre Ny pn et Ox(d) tel que
les deux applications coincident. La fin de la preuve est donc la conséquence de la commutativité du
diagramme suivant :

(Tpn )y — Nyjpw

g

(Nx/pn)
La décomposition de Nj/x provient du lemme 1.1.6, et 'inégalité sur les degrés des a; de la suite exacte,
en tensorisant par O;(—2), puis en passant aux sections globales. O

Corollaire 1.2.6. Soit [ comme précédemment. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. I correspond a un point régulier de F(X) (c’est-a-dire F' et 9~ '(G) se coupent transversalement).
2. lapplication Nypx — (Ny pn )| induit une application surjective sur les sections globales.
3. H'(I,Nyx) =0

Démonstration. ’équivalence entre 1 et 2 est la version sans coordonnée de la proposition 1.2.4. La
longue suite exacte de cohomologie nous donne ’équivalence entre 2 et 3. U

Proposition 1.2.7.
Ty F(X) ~ H(I,Ny)x)
La suite exacte de la proposition 1.2.5, apreés tensorisation par O;(—1), s’écrit :

0)(~1
0= Nyy(—1) = 0N 122200, 0@ 1) 50
Donc en passant aux sections globales on obtient une application :

V-1 Ho(l Ou(d — 1))

7Y Qo AN ZA (8%)

On a supposé jusqu’ici que [ était la droite d’équation z9 = ... = xny = 0, et fixé les coordonnées en
conséquence. Lorsque les coordonnées sont déja fixées (ce qui est le cas par exemple pour 'hypersurface
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de Fermat étudiée dans la deuxiéme partie), il peut étre plus interessant de considérer I'application +/
suivante (ou 'on impose aucune condition sur les coordonnées), qui a méme image que 7 :

EN+ — HY%,0/(d - 1))

N
: 0G
Y (>\07---7>\N) — Z)\] (a—ZL']>l
=0

Proposition 1.2.8. Les applications 7 et  ont pour conoyau H'(l, N;/x (—1)).

Démonstration. La longue suite exacte de cohomologie s’écrit :
0= H°(l, Nyx (-1)) = H(L,O)N" 5 HO(L, Oy(d — 1)) = H' (I, Nyyx (1)) = H'(1,0))

Or H'(I,0;) = 0, ce qui nous donne le résultat. O

1.3 Propriétés de F(X, )
Etudions de méme F(X,x).

Remarque 1.3.1. On a des équations explicites relativement simples définissant F(X, z) dans H, on H
est un hyperplan fixé de PV ne contenant pas z (on peut supposer que H est un hyperplan de coordonnée,
par exemple (zy = 0)).

En effet F(X,z), comme sous-schéma de H, est défini par F(X,z) ={y € H |y € H et (z,y) C X}.
Donc un y de H appartient a F(X,x) si et seulement si G(x + ty) = 0 pour tout ¢, c’est-a-dire si et
seulement si G;(y) = 0 ou

Gily) = Z Z agCP 0P i=1,..,d

81=i \Jal=d et a>p

En effet G correspond & x € X ce qui est vrai par définition de z.

La proposition suivante permet de relier la dimension de F/(X) a celle de F(X, z) :

Proposition 1.3.2.
dimF(X) < dimF(X,z)+ N —2
L’égalité est atteinte pour = général.
Démonstration. On utilise les résultats de [Har83| ex 3.22 p. 95. L’application surjective I — X
a pour fibres les F(X,z) par définition. Donc dim! < dim F(X,z) + dimX = dimF(X,z) + N — 1,

et I'égalité est atteinte pour z général. Le morphisme (surjectif aussi) I — F(X) a pour fibre P!, donc
dim F(X) =dimI — 1. D'oa dim F(X) < dim F(X, z) + N — 2, et I’égalité est atteinte pour = général. O

Proposition 1.3.3.
TyF(X,z) ~ H°(I, Nyyx (1))

Démonstration. On suit la méme démarche qu’au paragraphe 1.2. On obtient alors que le rang de
dip(®) est égal a la dimension de I'espace des polynomes en zg,z; de degré d qui peuvent s’écrire sous la
forme



avec (Va,...,Vn) arbitraires dans k. C’est-a-dire la dimension de l'espace des polynomes en xg,z; de
degré d — 1 qui peuvent s’écrire sous la forme : Zfiz g—’;;(xo,xl,o, ..,0)V;. On remarque de méme que

HO(1,0;(d — 1)) est I'espace des polynomes homogénes de degré d — 1 sur [. On continue de méme. [

2 Hypersurfaces de Fermat

Définition 2.0.4. L’hypersurface de Fermat Xj‘(, est ’hypersurface de PV définie par 'équation

On étudie le schéma F(X4).

La détermination des droites contenues dans une hypersurface de Fermat de degré plus grand que N
dans PY pour N = 3 et 4 se trouve dans [AS91|. Le fait que la varieté des droites contenue dans une
quartique de Fermat de dimension 3 est de dimension 2 en caracteristique 3 se trouve dans [Col79|.

Proposition 2.0.5. L’hypersurface Xj‘(, est lisse si et seulement si la caractéristique de k est 0 ou ne
divise pas d.

On supposera désormais ces hypotheéses veérifiées. De plus on suppose que I'on a toujours N < d, (sauf
a la proposition 2.1.5). Dans le cas contraire on connait la dimension de F(X]‘{,) par la proposition 2.1.5.

2.1 Généralités
2.1.1 Description ensembliste

Définition 2.1.1 (droites standard). Soit Iy, ..., I, une partition de {0, ..., N}, oi1 I; contient au moins
deux éléments pour chaque j.

Soit 2 € PN tel que Zz’elj z¢ = 0 pour tout j (on a z € X%). On note zy, Pélément de PN qui vaut
z; en 4 si ¢ appartient a I; et 0 sinon.

On appelle droite standard de X% une droite contenue dans {(Azf, + ...+ A\pzy,) [ A € P

Remarque 2.1.2. Pour chaque z € H;Zngard -1, 00 a donc un sous-espace projectif de dimension

r—1{(\zn + ...+ Azr,) | A€ P71} inclu dans X§.

Proposition 2.1.3. Les droites standard forment une famille de droites de X]‘f, de dimension pure N — 3.
Démonstration. Pour chaque z € H;f:lX(djard 1,-1: le sous-espace { Nz, + o+ MNp,) | A e Pt}

de dimension r — 1 inclu dans X% contient une famille de dimension 2r — 4 de droites (c’est G(1,P"1)).
Or dim(H;:lX(dja]rd ijl) = Z;Zl(Card I;) =2 = N +1—2r. Les droites standard de X forment donc
une famille de droites de dimension N +1 —2r +2r —4 =N — 3. g

Proposition 2.1.4. Si k est de caractéristique nulle ou strictement plus grande que d, et d > N, toutes
les droites sont standard (pour N > 2).
Démonstration.
On démontre le résultat par récurrence sur N :
— Dans le cas N = 2, le schéma XQd est une courbe qui n’est pas une droite (d > 2), donc ne contient
aucune droite. En particulier, elles sont toutes standard.

-N—-1=N
On suppose | C Xj‘(, mais [ non inclus dans un hyperplan de coordonnées (sinon [ C Xj‘f,fl, et on a
le résultat). Donc on a I N (z; = 0) réduit & un point.
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Supposons que [ contienne un point avec 2 coordonnées nulles, par exemple le point (ag, ..., an 2,0, 0).
Comme [ C (zy = 0), on peut trouver un point de [ de la forme (b, ...,bx—1,1).
On considére alors la droite {' contenue dans Xj'f,fl passant par les points (ag,...,an_2,0) et
(bo, ..., by —2,w), OUl w est une racine d—ieéme de b‘]]l\,f1 +1. On applique ’hypothése de récurrence a I :
elle est nécessairement standard, c’est-a-dire de la forme {((A1 + tu1)zr, + ... + (Ar + tuy)zr,)|t € k}
pour A et u fixés dans P"~!. On peut supposer que N — 1 appartient & I,,. Donc A, = 0 . Il suffit donc
de construire y; et o qui conviennent pour /. On note z’y_; une racine d—iéme de x| = d et
on pose z'y = 1/p, et z, = z; sinon. Ce qui nous donne le résultat pour .
Sinon, on note :

A=(0,1,a9,...,an) €1

B = (1,0,b2, ...,bN) el

deux point de [. Comme | est contenue dans Xj‘{,, le point (¢,1,a9 + tby,...,an + tby) est dans
X]‘f, pour tout ¢ dans k. Comme sz“ # 0 (car d < p ou p = 0), on obtient le systéme suivant en
développant ’équation obtenue :

14+al+ .. +ad =0

bgagfl + ...+ b]\ra‘]i\f1 =0

agbgfl + ...+ a]\;b‘]i\f1 =0
1403+ .. +0% =0

A a; (I,j
On peut supposer que tous les a; et tous les b; sont non nuls, de méme pour tous les b bl
i 0j
. la; a; .
En effet si b% b]- = (0 pour un couple 4, 7, on peut remplacer B par un A+tB ot deux coordonnées
i 0j

sont nulles, ce qui nous donne le résultat.
Sinon, en prenant les N — 1 premiéres équations parmi les d — 1 équations centrales dans le systéme
précédent (d > N), on a :

by /asy bn/an ag
=0
(bg/ag)N*1 (bN/aN)N*1 a?\,

Donc le déterminant de cette équation, I1(b; /a;)I1;<;(b;/a; —b;/a;), est nul, ce qui est absurde. Donc
| est necessairement standard.
]

Proposition 2.1.5. Si N > d, on a dim F(X%) =2N —3 —d.

Remarque 2.1.6. Donc, dans le cas N > d, il y a des droites non standard.

Démonstration. Dans le cas N = d, on a dim F(Xﬁ) = N — 3 par la proposition précédente.

Si N > d, on coupe Xj‘(, par un hyperplan H de coordonnée (de sorte que Xj'f, N H est une hypersurface
de Fermat de H). On a alors F(X% N H) = F(X%) N F(H) comme sous-schémas de G(1,P").

Or F(H) ~ G(1,PN~1), donc est de dimension 2N — 4, c’est-a-dire de codimension 2 dans G(1,PV).
Comme F(H) est lisse et donc localement intersection compléte, dim F(X%) < F(X%_,) + 2. Par récur-
rence on obtient donc dim F(X%) < 2N —d — 3.

Par la remarque 1.2.1, on sait que dim F(X%) > 2N —d — 3. D’ou 'égalité. O
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2.1.2 Etude de Nl/X%

Proposition 2.1.7. Soit [ une droite standard de X]‘f, qui est générique dans son P"~'. On a :

ho(laNz/dev(*l)) = N-r—-1
WL Nxa) = 2N —r 1)

Démonstration.

Par la suite exacte de la proposition 1.2.5, on a deg L = 1—d, et rg (£) = N —2. Donc Riemann-Roch nous
donne : h%(1,£) = h'(l,L£) —d+ N — 1. De plus, par la proposition 1.2.8, on a h'(l, £) = dim(coker '),
ou :
EN+1 — HY(,0/(d — 1))

N
T ()‘Oa"'a)‘N) = dz)‘](mgil)\l

j=0

Calcul de dim(coker v') :
| est une droite standard de PV contenue dans Xj'f,, générique dans P"~! (ou Iy, ..., I, est une partition de
{0,..., N}). Elle a pour équation {((tyy + uz1)zq,, ..., (tyr + uzp)z1,) | t,u € k}, ot 2y, est dans X¢&, I

et y, z appartiennent a P"~! et sont généraux, donc en particulier on peut supposer les zj tous non nuls.
Calculons 4'(Ag, ...; An)-

Yo An) = dD Y Nty + uzy)t !

j=1li€l;
r d—1
_ d—1v v, d—1—v_d—1—v ad—1
= d E g C, t'yju z; g iy
7=1v=0 ’iGI]‘
d—1 r Y v
= d E E (—]> g )\imgflzgfl Cd-1gogyd-1-v
2
v=0 \j=1 77 e
Donc (Ag, ..., An) € ker' s’écrit, sous forme matricielle,
1 1 1 1 1 1 Agad 17471
AN - Y Y2 - Yr—1 Yr . Yr
21 21 29 Zr—1 Zr Zr

@) ) )

o ! o ! Y2 ! Yr—1 ! Yy ! Y ! dil d—1
r r r

Si on note A la matrice obtenue, son rang est le méme que celui de la matrice de Vandermonde as-
sociée, ¢’est-a-dire min(r,d), qui est 7 ici (I étant générique, on peut supposer les (y;/z;) tous distincts).
D’ou dim(kerv') = d —r.

La suite exacte de la proposition 1.2.5 nous donne comme précédemment deg L =N —1 —d et rg L =
N —1—1= N —2. Donc Riemann-Roch s’écrit h%(I, L) — h*(I,£) = 2N —d — 3.
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Soit B': HY(O;(1))N+! — H°(O;(d)) obtenu a partir de 8 de la méme facon que 7' a partir de y. Par un
raisonnement identique & celui tenu pour 4', on a h'(l, £) = dim(coker 8'). D’ou h°(Il, £) = 2N —2 —rg f3'.

Dans des coordonnées (I, .. .

,ZN) (Ofl li = M\t + uiu) s’écrit :

N
/Bl(Aﬂa'-'uANauﬂa"'auN ZAt‘FMz d)‘l

=0

r

ZZN d 1 d 1 d

ity %
j=11i€l;
d—1 T

+Zzuzdldl

j=1li€l;

Donc calculer le rang de ' correspond a calculer le rang de la matrice (d 4+ 1) x

simplifications) :
1 . 1 0
u Yr 1
21 Zr d—1
2 2
u yr 2 u

qui est min(d + 1,2r). Montrons donc que cette matrice définit une injection. On

0
——

(2r) suivante (aprés

va montrer que le

déterminant d’un mineur (carré de taille maximale) bien choisi est un polynome non trivial en les X; =
yi/ 7, et comme tout polyndéme non nul est génériquement non nul, on aura le résultat. Cherchons le

coefficient de X12d*2X22d*6X§d*10 e
d’indices). Ce coefficient sera non nul parce que X12d7

(on arréte le produit quand on est a court d’exposants ou & court
2 ne peut venir que des deux derniéres lignes, colonnes

letr+1; puis X22d76 vient des deux lignes précédentes, etc. On parcourt deux "droites de pente 2" dans
la matrice. Comme la hauteur (d + 1) est supérieure a la largeur (2 < N), il n'y a pas de probléme. [

Remarque 2.1.8. En reprenant la preuve ci-dessus on constate que l'on a plus généralement

ho(laNl/X;{,(—l))

Remarque 2.1.9. On a plus généralement, pour —1 < n <
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Proposition 2.1.10. Soit [ une droite standard de Xj'f, qui est générique dans son P71
On a, pourr =2 :

Nyxe ~O()N P @02~ d)
et pour r =3 :

_ d d
Nl/Xj‘(, ~ Ol(l)N ‘o O,(1 -~ 5) ® 02— 5)

si d est pair,
Nyxe =~ 0N @ 01 - ——)°

si d est impair.
Démonstration.

1. Casr =2
Par la proposition 1.2.5 on a la décomposition suivante de NZ/X]dV :

N—2
Nl/X]% ~ @ Oi(a;) avec 1Z2a1 > ... 2 an 2
i=1

On a donc

N—-2
H(I, Ny ya (1)) = @ H (1, Oy(a; — 1))
=1

P H(O(a 1))
{ila; =1}

:@k

{ila;=1)

Or hO(l,Nl/ng(—l)) =N-—-r—1=N-3,dou (ar,... ,an_2) = (1,...,1,a).
De plus

deg(Nl/X;iv(—l)) =N—-1—-d (par la suite exacte)
=N-3+a

d’ott @ = 2 —d. Donc Ny xa ~ O, (N3 @ 0)(2 - d)

2. Casr =3
On part de la méme décomposition Nl/X]dV ~ @Z]\SQ Oi(a;) avec 1>=ay > ... > an_9, et on consi-
dére les sections globales aprés décalage, en appliquant la proposition précédente : ho(l,Nl/X;iv) =
N — 4. Donc (aq,... ,an—2) = (1,...,1,a,b).
De méme, I’étude des sections globales de Nl/va (n), avec n partie entiére de % — 2, impose a et
b inférieurs & —n — 1. L’étude du degré de Nl/Xj(, donne a + b =3 — d, d’ou le résultat.

O

Proposition 2.1.11. On suppose p =0 ou p > d.

Les seules composantes génériquement réduites de F(Xj‘f,) correspondent alors au cas N impair et [
N+1
2

standard définie & partir d’une partition en sous-ensembles & deux éléments. Il y en a autant que de P ,

c’est-a-dire N(N —2)...3.1.
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Démonstration. Soit [ une droite générique de Xj‘{,. On a T[”F(Xj‘{,) ~ HU(l,Nl/X%) par la propo-
sition 1.2.7. Or dim F(Xj‘(,) = N — 3 par comptage des droites standard (p > d ou p = 0 donc toutes les
droites sont standard), et dim H(1, Nl/X;iv) =2(N —r —1) (proposition précédente).

Dire qu’il existe un point lisse est équivalent & dire qu’il existe un point lisse dans un ouvert dense
arbitraire. Donc on peut supposer ce point [ générique. Donc F(Xj‘(,) lisse en [I] si et seulement si
dimF(X§) = N — 3 = dim Ty F(XY) = 2(N —r — 1), clest-a-dire 2r = N + 1. Ce qui correspond
aux partitions de {0,... , N} en sous-ensembles a deux éléments. [l

2.2 F(X%H

On se place désormais en caractéristique p > 0, et on étudie Xﬁ;“. Il y a alors des droites non
standard, comme on le voie dans la proposition suivante. Cette étude nous donnera des informations sur
X% 1 pour d|(p" + 1), en particulier dans la partie 2.2.1.

Proposition 2.2.1. Pour d = p" + 1, il y a exactement d*(d — 3) droites non standard et 3d? droites
standard sur X¢.

Démonstration. On suppose [ C Xgl. La droite [ n’est pas incluse dans un hyperplan de coordonnées
car X est une courbe qui n’est pas une droite (d > 1). Donc on a [N (z; = 0) réduit 4 un point. on note :

A= (0,1,@2,&3) el

B = (1,0,b2,b3) el

deux point de [. Comme [ est contenue dans Xg, le point (¢, 1, ag + the, a3 + tb3) est dans Xg pour tout t
dans k. Comme d = p" + 1, on obtient le systéme suivant en développant I'équation obtenue :

1+ agT“ + a;gTH =0
(Jgr by + (lgr by =0
(J,ngr + (lgbgr =0

N

2r i 2r T
La deuxiéme équation est équivalente a ab b5 +ah b5 = 0. On a donc le systéme suivant :

27 2r T
a‘g (1113) bgr - 0
a9 as bg

Si le déterminant de cette matrice est non nul, on a necessairement by = bg = 0, or (1,0,0,0) n’appartient
pas a ng . Donc :

agagzr _ a2a;§2r
Dans le cas ol agag est nul, on obtient toutes les droites standard : si ay (respectivement ag) est nul, alors
bz (respectivement by) 'est aussi. Il y en a 3d?.
Dans le cas contraire, on a agzul = agzul avec ag (et donc ag) non nul. Donc as = wag ol w est une
racine p?” — 1-iéme de 'unité. Par symétrie des roles joués par b; et a; dans le premier systéme, on trouve

que l'on a de méme by = w'b3. En remplacant as et by dans ce méme systéme on trouve le systéme suivant :

T
JoP =1

‘s
wo'’? =1

39



On remarque que ces deux équations sont équvalentes, et que le choix d’un w impose celui de w’.
Les points A et B sont donc necessairement de la forme :

(0,1, wa, a)
1
(11 07 7Fb7 b)

oll w est une racine p?" — 1-iéme de I'unité. Et pour que [ soit contenue dans Xéi il faut et il suffit que A
et B soit dans X§.
Etudions juste le cas de A, celui de B étant symétrique. On doit donc avoir a solution de I’équation

1+ a® 4+ wa® = 0. Clest-a-dire w? # —1 (pour qu’il y ait une solution) et a? = —1/(1 + w?). Or, comme

WP+ = 1 implique w?”~1 =1,

Card {w € k| W =1 et WP £ —1} = Card {w € k| Wl = 1} — Card {w € kjo” ! = ~1}
— p2r 7pr 9

On a donc d choix possibles pour a, de méme pour b, et (d —1)? —d — 1 choix pour w, tout ces choix étant
indépendants. Donc il y a d?((d — 1)2 —d — 1) = d*(d — 3) droites non standard sur X¢. O

2.2.1 Unirationalité de X¢ pour djp” + 1

C’est la généralisation d’un résultat donné dans [Shi95] pour certaines valeurs de N. On suit ici la
démarche de [Deb01] (ex page 67).
Théoréme 2.2.2. Si N > 3 et d|(p” + 1), U'hypersurface X¢ est unirationnelle.

Pour démontrer ce théoréme, on va construire une application rationnelle dominante explicite

N-—1 g+1
Ak — Xy

oung=yp".
Proposition 2.2.3. Si N > 3, 'hypersurface X]q\,+1 est unirationnelle.

Démonstration. On pose donc ici d = ¢+ 1 = p" + 1. Soit w une racine d-ieme de —1. Un calcul
immédiat montre que I'hypersurface X ¢ contient la droite / passant par (1,w, 0, ...,0) et (0,0, 1,w,0, ...,0),
d’équation (¢, tw,1 —t¢, (1 — t)w,0, ..., 0).

Le pinceau d’hyperplans contenant la droite I d’équation —twzg + tx1 — wxr9 + x3 = 0, indexés par t € k,
induit une application rationnelle 7 : Xj'f, -3 A,lc. Elle est définie sur 'ouvert U = Xj'f, — H, ou H est

I'hyperplan {wXy — X1}, par :
< klt] — O(U) )
T Xo— X
t = L;(liu)Xg

Ce qui fait de k(X% ) une extension de k(t).
Etudions la fibre générique de m au-dessus de k(t'/?) :
Clest A= O(U) @ k(t"/7), ou t = 2X2-Xa ot

X1—wXp?
1
OW) = (k[ Xg, ... Xn1/(XE + ...+ X4
(U) = (k[Xo, ..., XN]/(XG + ... + N))[Xl_wXU]
c’est-a-dire X X
A=E[Xg. o Xnl/(XE 4+ 4 x4 [(E22 7231/
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Simplifions 1’équation Xﬁl + ...+ Xj‘f, = 0, en utilisant le fait que ¢ = et que 'on s’autorise & en

X1—wXp’
prendre la racine g-iéme :
4
SoXE = X§HXT+XE (X — X1 +wXo)d+ ) XS
i=0 i>4
= X+ X7+t (WX — X))+ w Xt (wXy — X1)7 + wI XJt(wXo — X1) + D X

i>4
= —wiX{ys — wXoyd + 5T 1Y L X108 + WXty + ) X/
i>4
= wI(XJt — X{)yo + w( Xt — Xo)yd + (1 + 207 )ys ™ +> " x¢f
i>4

d

= ylys +ysys + Z Y
i>4

Ou lon a effectué le changement de variable :

yn o= X!/ — X

y2 = —X1+wXp

Y3 = w(Xth — Xg) + (1 — tq_l_l)(ng — Xl)
¥y, = X; pouri > 4.

Le cas N = 3 est un peu particulier. En effet y9 se factorise dans I’équation de la fibre, c’est-a-dire que la
fibre est en fait la réunion de la droite [ et de la courbe d’équation y{ + ygflyg. Ce qui nous donne :

V' x Al ——=U——> X{

I e

1 ¢l 1
Ay Ay

q
L’application (y1,y2) — (y1,y2, —yfll) montre que V' = Spec (k[y1,y2,ys]/(y! + ygflyg)) est birationnel
2

a Az. D’ot une application dominante Ai -3 Xs‘f : ’hypersurface Xg est unirationnelle.
Dans le cas o N > 3, on a de méme, avec U’ = Spec (k[y1, ..., yn]/(yiy2 + yays + yZH + .o+ y?v+1)) :

AT AU U XY
\ l l / Y
iy
LN
Ak Ak
On vient donc de montrer que X]‘f, est unirationnelle. [l

On a en particulier démontré la proposition suivante :
Proposition 2.2.4. X?VH a un revétement purement inséparable de degré g qui est rationnel.

Démonstration.(du théoréme) Soit m € N tel que md = p" + 1. L’application X?VH —» X]‘f, induite
par X; — X" permet de se ramener au cas de la proposition 2.2.3. ]

2.2.2 Description de F(X]%TH)

On va montrer que ce schéma est lisse de dimension 2N — 6 (pour la connexité on peut regarder
[Bea90]). Pour cela, nous allons étudier F(X%, +1,x), dont on connait explicitement les équations. On se
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place en un point x € Xﬁ;“ fixé, et on peut supposer que zy = 1. On considére désormais F(Xﬁ,”“l,x)
comme un sous-schema de Uhyperplan H = {Xy = 0} ~ PN~! de PV,

Proposition 2.2.5. Le schéma F(Xl]i;_l_l,.’lj) est de dimension > N — 4, mais il n’est nulle part réduit.

Démonstration. F(Xﬁ,”“l,sc) est défini par les équations suivantes dans PY~! (d’aprés un calcul
direct fait dans la premiére partie) :

N—-1 —1 N—-1

T T T 1
D el yi= Y wyl =Y =0
i= i= i=0
Donc ici dim F(X2 ™ 2) >N —-1-3=N — 4.
D’autre part, ’espace tangent T[”F(X,x) est isomorphe ici a k=3 car le rang de la jacobienne est
inférieur ou égal a 2, donc dim Ty F(X, z) > dim F(X, z) : le schéma F (X, z) n’est nulle part réduit. [

Corollaire 2.2.6. Pour N > 4, 'hypersurface X]’(;H est recouverte par des droites.
Corollaire 2.2.7. Le schéma F(X%TH) est lisse de dimension 2N — 6.

Démonstration. Par la proposition 1.3.2; le schéma F(Xﬁ:“) est partout de dimension > 2N — 6.
Par la proposition 1.2.7, T[”F(X%TH) est isomorphe & HO(I, Nl/Xpr+1). Or par la proposition 1.2.5, on
N

N—-2

 ai=N-1-d

i=1
et a; < 1. De plus, par la proposition précédente, on sait qu’il y a au moins N — 3 a; égaux & 1. Donc
(a1,..,an—2) = (1,...,1,2 —d) (et 2 —d < 0). D’ou F(X%, 1) est lisse de dimension 2N — 6 et

Nyx ~O0,()N @02 - d)

Corollaire 2.2.8. Le schéma F(X%H,x) est de dimension exactement N — 4 pour x général.

2.2.3 Xﬁ;“ est recouverte par des droites pour N >4

Dans toute cette partie, on a N >4 (et r > 1).
Proposition 2.2.9. Xﬁ:“ est uniréglé par des droites, mais aucune n’est libre.

Démonstration. Par la proposition précédente, Ny x =~ O (N3 02 —d), or 2—d < 0, donc

r
1 . . .
Xﬁ, *1 je contient aucune courbe rationnelle libre. O

3 Appendice

On peut calculer directement 1'espace tangent a F'(X) en [[] par le foncteur des points associé a F'(X).
Le probléme est alors de montrer que le foncteur que 'on considére et le foncteur des points associé au
schéma défini & la premiére partie sont bien identique, c’est-a-dire que la représentabilité du schéma de
Hilbert. Pour plus de détails on pourra regarder [Kol96].

On peut considérer le foncteur des points associé a FI(X) :
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Proposition 3.0.10. Le foncteur des points associé & F(X) est :

{k — schémas} — Ens
F(X): T . sous-schémas de X xj T plats sur T
et dont le polynome de Hilbert des fibres est £ 4+ 1

Calculons 'espace tangent a F/(X) en tant que foncteur : Si {I} est un point de F'(X)(k), c’est la fibre
F =TyF(X) de F(X)(k[e]) (ou £ = 0) au-dessus de {I} :

F(X)(kle]) =<—F

lF(X)(w) l

F(X) (k) <—{1}

[ est un sous-schéma fermé de X, donc O; est un quotient de Ox. Donc F' est I'ensemble des k[e]-algebre
quotient de Oy, spec k[e] =~ Ox [e] plates sur k[e] qui redonnent O; aprés passage au quotient par €. C'est
les déformations de [/] dans X.

Proposition 3.0.11.
TyF(X) ~ H°(I, Ny x)

Démonstration.
FCHI,Nyx) :
Soit A € F. Comme A est plate sur k[e], et que ek[e] ~ k de fagon canonique, on a €A ~ O; canoniquement.
De plus, par définition, A/e ~ O;, donc A est une extension de la forme 0 — O, 5 A5 0,0,
Par ailleurs Ox|e] est une Ox-algeébre et A un quotient de Ox|e], d’ou une application Ox — A. Cette
application envoie 7, x, l'idéal définissant | dans Ox, dans €A. En effet en composant par I'application
A — €A on retrouve I'application Ox — Ox/Ij;x = O.
On a donc construit une application Z;, x — Op (O; = €A), qui envoie If/X sur 0, c’est-a-dire un élément
de ’ensemble Homo, (IZ/X/IlQ/X, 0) = Ho(l,Nl/X).
HO(I,NZ/X) C F:
Construisons I'inverse de I’application précédente. Soit f € H(1, Njyx ), qui se reléve en une application
f 2 x — 0. On considére I'algébre A quotient de Ox|e] par le faisceau d’idéaux engendré par (Idoy —
ef)(Zy/x). A convient et cette construction est inverse de la précédente. O
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Cinquiéme partie

Introduction au domaine de recherche
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1 Introduction

On s’interesse aux courbes sur les variétés algébrique entre autre parce que un morphisme f: X — Y a
fibres connexes avec Y normal (obtenu par exemple aprés la factorisation de Stein d’un morphisme propre)

/////

variété permet donc de mieux comprendre la géométrie de la variété étudiée.
Dans tout cet exposé on travail sur un corps k algébriquement clos non dénombrable. Les variétés
considérées sont lisses.

2 Géométrie des hypersurfaces

2.1 Surfaces réglées

Définition 2.1.1. Soit X une sous-variété de dimension n de PV . La variété X est dite réglée s’il existe
une variété Y de dimension n — 1 et une application birationnelle P! x ¥ — X. La variété X est dite
uniréglée s’il existe une variété Y de dimension n— 1 et une application rationnelle dominante P' xY — X

Remarque 2.1.2. De méme qu’une variété unirationnelle est dominée par une variété rationnelle, une
variété uniréglé est dominée par une variété réglée.

2.2 Droites

Les droites contenues dans une hypersurface X de PV de degré d sont des sous-espaces linéaire de P!V .
En particulier elles forment un sous-schéma fermé F(X) de G(1,P), que I'on peut étudier directement.

Par des calculs sur les ouverts de carte de G(1,P") on montre la proposition suivante (oi 'on a égalité
pour X général).

Proposition 2.2.1. dim F'(X) > 2N —d —3

Remarque 2.2.2. Plus le degré de ’hypersurface augmente, moins il y a de droites. En particulier pour
X générale et d > 2N — 3 il n’y a pas de droites sur X.

Exemple 2.2.3. Toute cubique lisse dans IP? contient 27 droites. Pour la cubique d’équations
3 3 3 3 3 _ _
Tog+ax]+ay+a3+ay =20 +21 +22+x3+x34 =0

(Dans P*, mais la seconde équation est linéaire) dite cubique diagonale de Clebsch, les 27 droites sont
réelles. On a donc bien une famille de droites de dimension 0.
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On a un résultat important, qui nous permet d’étudier la structure de F'(X).

Théoréme 2.2.4. Soit [ une droite contenue dans ’hypersurface X. On a alors :
Ty F(X) ~ H'(I, Nyx)

Remarque 2.2.5. Il suffit en fait d’avoir X lisse le long de [. Ce résultat est la conséquence d’un résultat
plus général sur l'espace tangent au schéma de Hilbert.

3 Variétés de Fano

On s’interesse ici a ’étude des variétés de Fano.

Définition 3.0.6. Un diviseur D sur une variété X est dit nef (pour “numerically effective”) si pour tout
sous-schéma integre Y de X de dimension r, D".Y > 0.

En fait il suffit de tester sur les courbes.

Proposition 3.0.7. Un diviseur D sur une variété X est nef si et seulement si son nombre d’intersection
avec toute courbe contenue dans X est positif ou nul.

Définition 3.0.8. Une variété de Fano est une variété projective lisse X dont le diviseur anti-canonique
— K x est ample.

En particulier, dans ce cas, Kx est aussi loin que possible d’étre nef : il est de degré négatif sur toute
courbe.

Exemple 3.0.9. L’espace projectif PV, les hypersurfaces de degré d inférieur a la dimension (ou les
intersections complétes avec dy + ... +ds < n).

En effet, lorsqu’on étudie les variétés, deux cas extrémes se présentent. D’une part les variétés de type
général, ou le diviseur canonique K x est ample. C’est le cas en particulier si le degré d de la variété est
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strictement inférieur a sa dimension. Lorsque 1’'on fixe la dimension, il y en a donc une infinité. D’autre
part les variétés de Fano. Lorsque 'on fixe la dimension, il n’y en a qu’un nombre fini de familles. Mais
on sait mieux les étudier.

Théoréme 3.0.10 (Miyaoka-Mori). Les variétés de Fano sont uniréglés en courbes rationnelles.

Remarque 3.0.11. Il n’existe pas pour l'instant de démonstration ne passant pas par la caractéristique
p > 0. En effet on utilise le morphisme de Frobenius, puis un lemme de “bend-and-break”.

Soit f : P! — X une courbe rationnelle de degré d' sur la variété X. Par le lemme 1.1.6, on a la

décomposition suivante de f*Ty :

N-2
fiTx ~ @ Oi(a;) avecd > a1 > ... > a, 1
i=1
f sera dite libre si a,,_1 > 0.

Théoréme 3.0.12. La variété X est uniréglé s’il existe une courbe libre sur X. La réciproque est vraie
en caractéristique 0.

Remarque 3.0.13. La réciproque est fausse en caractéristique p strictement positive. Kollar a construit
des exemples de variétés de Fano qui n’ont aucunes courbes rationnelles libres. Dans la proposition 2.2.9
on a montré que les hypersurfaces de Fermat de degré d = p” + 1 sont uniréglées par des droites, mais
qu’aucunes n’est libre.

Remarque 3.0.14. L’idée de la démonstration est que
T Morg(P', X) ~ H°(P', f*Tx)

Or si f est libre, le morphisme d’évaluation ev : P! x Morg(P!, X) a une différentielle surjective en f, et
donc ce morphisme est dominant.
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