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1 IntroductionDepuis Galois, nous savons qu'il existe une correspondance entre les les sous-corps du corps de décom-position M d'une équation algébrique sur un corps K, et les sous-groupes du groupe des K-automorphismesde M.Ritt et Kolchin ont développé, à partir des idées de Picard et Vessiot, une théorie similaire en consi-dérant l'extension attachée à une équation di�érentielle linéaire. Le but de cet exposé est d'expliciter et dedémontrer cette correspondance. Ceci nous permettra de plus de voir sous quelles conditions une équationdi�érentielle linéaire est résoluble par quadratures.Dans ce qui suit, les anneaux et les corps seront toujours supposés commutatifs.2 Préliminaires2.1 Dérivations et corps di�érentielsDé�nition 2.1.1. Soit A un anneau intègre, une application @ : A �! A est une dérivation si :8a; b 2 A @(a+ b) = @(a) + @(b) et 8a; b 2 A @(ab) = a@(b) + @(a)b .Le couple (A; @) est appelé anneau di�érentiel, et tout x de A véri�ant @(x) = 0 est une constante.Théorème 2.1.2. 1. Une dérivation @ sur un anneau intègre A admet une unique extension au corpsdes fractions K de A.2. L'ensemble des constantes sur K est un sous-corps de K.Démonstration : L'unicité est claire, car aa�1 = 1 implique @(a�1) = �a�1@(a)a�1. En posant@(ab ) = @(a)b�a@(b)b2 on dé�nit bien une dérivation sur K ( la dé�nition est valide car 8c 2 K @(ab ) = @(acbc ) ).La seconde assertion est immédiate. �Exemple 2.1.3. 1. La dérivation triviale : 8x 2 K @(x) = 0.Celle-ci est certes peu intéressante mais on remarque que c'est l'unique possible sur Q . Par ailleurs,tout corps peut être muni de la dérivation triviale : en ce sens la théorie des corps di�érentiels estune généralisation de la théorie classique.2. Soit (A; @) un anneau di�érentiel, notons A[xi] l'anneau des polynômes en une in�nité de variables(xi)i2N . On peut prolonger @ en une dérivation sur A[xi], qui sera déterminée de manière unique par :@xi = xi+1. On a ainsi fabriqué une indéterminée di�érentielle et on note Afxg l'anneau di�érentielobtenu, ainsi que A<x> son corps des fractions (la dérivation s'y étendant de manière unique parla proposition II.1). Plus généralement, si K et L sont deux corps di�érentiels tels que K � (L; @),et S un sous ensemble de L, on noteK<S> le plus petit sous-corps di�érentiel de L contenant K et S.Dé�nition 2.1.4. 1. Soient (K1; @1), et (K2; @2), deux corps di�érentiels. Une application ' : K1 �!K2 est un morphisme di�érentiel si ' est un morphisme de corps et ' � @1 = @2 � '. On dé�nit demême isomorphisme di�érentiel et automorphisme di�érentiel.2. (M;@1) est une extension di�érentielle de (K; @) si M est un surcorps de K et si @1jK = @.On notera C le corps des constantes de K et CM celui de M. On pourrait en fait montrer que touteK-extension peut être munie d'une structure di�érentielle compatible avec K (on peut trouver une dé-monstration dans [M.R68]). 7



Dé�nition 2.1.5. Soit y1; :::; yn 2 K corps di�érentiel, on appelle matrice Wronskienne de (y1; :::; yn) eton note Wr(y1; :::; yn) la matrice carré de d'ordre n (@i�1yj)i;j6n.Lemme 2.1.6. Soit (K; @) un corps di�érentiel et y1; : : : ; yn 2 K. On a : y1; : : : ; yn sont linéairementindépendants sur C si et seulement si le wronskien jWr(y1; : : : ; yn) 6= 0j.On déduit de ce lemme qu'une équation di�érentielle linéaire de degré n a au plus n solutions linéairementindépendantes dans une extension di�érentielle.Dé�nition 2.1.7. Soit (K; @) un corps di�érentiel et L(y) = Pn�1i=0 ai@iy + @ny = 0 une équation di�é-rentielle linéaire, avec pour tout i, ai dans K.Si (M;@1) est une extension di�érentielle de K, telle que CM = C et M = K<u1; : : : ; un> où les ui sontn solutions indépendantes de L(y) = 0 (*), alors M est appelée extension de Picard Vessiot de K associéeà (*).Remarquons dès à présent, certaine similitude entre la théorie de Galois classique et la théorie de Galoisdi�érentielle : dans la théorie classique, à une équation algébrique on associe son corps de décomposition,ici à une équation di�érentielle linéaire on associe son extension de Picard Vessiot. On indique, à titreculturel, le résultat suivant démontré dans [?] :Théorème 2.1.8. Si K est de caractéristique 0 et C algébriquement clos, l'extension de Picard-Vessiotde K associée à (*) existe et est unique à isomorphisme di�érentiel près.2.2 Le groupe de Galois di�érentielDé�nition 2.2.1. 1. Soit (M;@) l'extension de Picard Vessiot de (*). Le groupe de Galois di�éren-tiel de (*), (ou de (M/K)) est l'ensemble des K-automorphismes di�érentiels de M. On le noteGal@(M=K).2. Soit L une sous K-extension de M, posons �L := f' 2 Gal@(M=K) = '(a)=a 8a 2 Lg = Gal@(M=L),et pour H � Gal@(M=K) = G, posons �H := fa 2M = '(a)=a 8' 2 Hg =MH .Lemme 2.2.2. �L est un sous-groupe de G et �H est un sous-corps di�érentiel de M. De plus ���L = �L, et���H = �H.Dé�nition 2.2.3. Les sous K-extensions L de M (respectivement les sous-groupes H de Gal@(M=K))sont dits fermés si ��L = L, (respectivement si ��H = H).Malheureusement ceci laisse complètement de côté un point véritablement important : quel corps ousous-groupe est fermé ? A�n de pouvoir poursuivre notre étude, et notamment pouvoir répondre à cettequestion, nous devons maintenant introduire de nouveaux outils.3 Strucure algébrique du groupe de Galois di�érentiel3.1 La topologie de ZariskiDé�nition 3.1.1. Soit C un corps et n 2 N, un ensemble F 2 Cn est Zariski fermé (ou Z-fermé) si :9S � C[X1; : : : ;Xn] tel que F = Tf2S f�1(0): 8



Remarquons imm�ediatement que : \f2S f�1(0) = \f2<S> f�1(0) ; o�u < S > est l0id�eal engendr�e par S :De plus, C[X1; : : : ;Xn] étant noethérien, on se ramène au cas où S est �ni.Dé�nition 3.1.2. On dit qu'un espace topologique véri�e la condition de la chaîne descendante, si :si F1 � F2 � F3 � : : : est une suite décroissante de fermés, alors on Fn = Fn+1 pour tout n assez grand.Théorème 3.1.3. Les ensembles Zariski fermés dé�nissent une topologie sur Cn. On l'appelle la topologiede Zariski sur Cn. De plus, muni de cette topologie, Cn véri�e la condition de la chaîne descendante.Corollaire 3.1.4. Toute partie de Cn muni de la topologie de Zariski est l'union disjointe d'un nombre�ni d'ouverts fermés connexes (pour la topologie induite).Démonstration : Le résultat découle facilement de la propriété de la chaine descendante. �Exemple 3.1.5. 1. Si n = 1 les ensembles Zariski fermés sont : C, l'ensemble vide et les ensembles�nis.2. Si on considère GLn(C) comme sous ensemble de Cn2+1, c'est- à-dire,GLn(C) = f(A; a) 2 Cn2+1 = a:det(A) = 1g, alors GLn(C) est Z-fermé dans Cn2+1. De plus la mul-tiplication et l'inverse sont continus.Dé�nition 3.1.6. On dit qu'un sous-groupe G de GLn(C), en tant que sous ensemble de Cn2+1, est ungroupe algébrique linéaire s'il est fermé pour la topologie de Zariski.Lemme 3.1.7. Si G est un sous-groupe de GLn(C) (muni de la topologie de Zariski) et H un sous-groupeZ-fermé de G, alors le normalisateur de H, NG(H), est Z-fermé.Démonstration : Soit h 2 H et ' : G ! G , a 7! aha�1. '�1(H) est fermé car ' est continue et Hest fermé. AinsiT'�1(H) est fermée et de même l'ensemble fa = a�1Ha � Hg est fermé, d'où le résultat.�3.2 Deux lemmes algébriquesLemme 3.2.1. Soit K un corps di�érentiel de corps des constantes C algébriquement clos et L uneextension di�érentielle de K, de corps des constantes CL.1. soient (f�)�2I (I ensemble quelconque) et g des polynômes à n indéterminées sur K, alors : si8� 2 I f� = 0 et g 6= 0 a une solution dans CL, il existe déjà une solution dans C.2. Soit k1; : : : ; kr 2 CL, alors, si (k1; : : : ; kr) sont algébriquement dépendants sur K, ils le sont déjàsur C.Démonstration : Soit (u�) une base de K sur C, f� = Ph��u� où les h�� 2 C[X1; : : : ;Xn] sontuniques. Grace au wronskien, on constate que les (u�) restent linéairement indépendants sur CL, donc six 2 CL est tel que 8� f�(x) = 0, alors 8�; � h��(x) = 0. Posons alors J l'idéal engendré par les (h��),J 6= C[X1; ::;Xn], donc le théorème des zéros de Hilbert (cf [S.L93]) appliqué à J nous indique que lesh�� s'annulent déja sur C.Ecrivons g =P tu avec t 2 C[X1; : : : ;Xn] et supposons par l'absurde que :h��(x) = 0) g(x) = 0 sur C : Dans ce cas; 8 t(x) = 0donc le théorème des zéros de Hilbert nous dit que : si I est l'idéal engendré par les (h��), alors tr 2 Iavec (r) une suite d'entiers : toute solution du système dans CL annule g, contradiction.9



Pour la seconde partie : si f est telle que f(k1; : : : ; kr) = 0 sur K, alors f =Ph�u�, donc par l'argu-ment précédent : 8� h�(k1; : : : ; kr) = 0; d'où le résultat. �On notera dans la suite degtr(I=K) = n le degré de transcendance de I sur le corps K. On trouvera ladé�nition et les propriétés élémentaires dans [S.L93].Lemme 3.2.2. Soit K un corps et I un anneau intègre contenant K, de degré de transcendance n �ni surK, et soit P un idéal propre premier de I, alors le degré de transcendance de I/P sur K est strictementinferieur à celui de I sur K.Démonstration : degtr(I=K) = n. Soit u dans P, non dans K. u n'est pas algébrique sur K, car sinonu est inversible (I integre donc le terme constant de PmK(u) est non nul). On complète u en une base detranscendance (u = u1; : : : ; un) sur I. La surjection canonique � : I ! I=P est un homomorphisme d'al-gèbre qui induit une application de K[u1; :::; un][X] dans K[�(u2); :::; �(un)][X]. Pour y 2 I, � envoie unpolynôme anulateur de y sur un polynôme anulateur de �(y). Donc I/P algébrique sur K[�(u2); :::; �(un)],donc degtr(I=P ) 6 n� 1: �3.3 La structure algébrique de Gal@(M=K)Dé�nition 3.3.1. Soient M et L deux K-extensions di�érentielles. L'application � : M �! L, K-isomorphisme di�érentiel est un isomorphisme admissible si il existe un corps N qui est une extensiondi�érentielle de M et de L.Remarquons que si � est un isomorphisme admissible de M, extension de Picard-Vessiot de (*), dans L,alors pour tout i, L(�(ui)) = 0 donc, 8i �(ui) = Pnj=1 kijuj avec kij 2 CN (où N est une extensiondi�érentielle de M et L). Or � est bijectif donc (kij)i;j6n est dans GLn(CN ).Lemme 3.3.2. Soit (K,C) corps di�érentiel et M=K<u1; : : : ; un> une extension de Picard-Vessiot deK. Il existe S ensemble de polynômes de C[X1; : : : ;Xn2 ] tel que :1. Si � est un K-isomorphisme admissible de M, la matrice (kij)i;j6n associée est telle que(kij) 2 Tf2S f�1(0).2. Si N est une extension de M et (kij)i;j6n 2 GLn(CN ) \Tf2S f�1(0), il existe un K-isomorphismeadmissible � de M dans N, dont la matrice associée est (kij).Démonstration : Soit ' : yi 7! ui de Kfy1; :::; yng dans M l'évaluation, morphisme di�érentiel cano-nique, où y1; :::; yn sont des indéterminées di�érentielles. � = Ker ' est un idéal di�érentiel premier (carIm ' intègre) deKfy1; :::; yng: Soit  l'homomorphisme di�érentiel deKfy1; :::; yng dansM [ci;j ] dé�ni par (yi) =Pnj=1 ci;juj . Posons � =  (�) et S l'ensemble des polynômes de C[ci;j] obtenus en décomposantles éléments de � sur une base de M . On va montrer que S est l'ensemble cherché.1. Soit � un K-isomorphisme di�érentiel admissible de M (ui 7!Pnj=1 ki;juj). Le diagramme suivantcommute (où p(cij) = kij) : Kfy1; : : : ; yng ' // �� M� ��M [(ci;j)] p // LDonc, � étant envoyé sur 0 dans L, � l'est aussi, et par l'argument utilisé dans la démonstration du lemmeIII.2, S s'annule en (ki;j).2. Soit (kij)i;j6n 2 GLn(CN )\Tf2S f�1(0). On a Ker (') � Ker ( op ) donc, par propriété universelle,10



il existe �, K-homomorphisme di�érentiel de Kfu1; :::; ung dans Kf�u1; :::; �ung, avec �ui =Pnj=1 ki;juj.Il su�t de montrer que � est injectif : on pourra alors étendre au quotient M et conclure.Supposons donc � non injectif : (pour alléger les notations on écrira u = (u1; :::; un) et k = (ki;j)).On pose P = Ker� et on applique le lemme III.3 sur les degrés de transcendance :degtr(K<�u> =K) < degtr(K<u> =K). Or, par additivitée des degrés de transcendance on a :degtr(K<u> =K) + degtr(K<u; �u>=K<u>) = degtr(K<u; �u> =K<�u>) + degtr(K<�u> =K)D'où : degtr(K<u>(k)=K<u>) = degtr(K<u; �u> =K<u>)< degtr(K<u; �u> =K<�u>):car K<u; �u>= K<u> (k) : Wr(u)(kij) = Wr(�u). Or en appliquant le lemme III.2 aux ki;j 2 CN onen extrait une famille algébriquement libre maximale sur C, qui reste algébriquement libre sur K<u>.Donc degtr(C(k)=C) 6 degtr(K<u; �u> =K<u>); d'où l'égalité.De même, en remplaçant � et u par ��1 et �u,degtr(CK<�u>(k)=CK<�u>) = degtr(K<u; �u> =K<�u>). Et visiblement :degtr(CK<�u>(k)=CK<�u>) 6 degtr(C(k)=C). D'où la contradiction. �Nous pouvons maintenant énoncer un des résultats majeur de notre étude, qui découle immédiatementdu lemme précédent :THÉORÈME 3.3.1. Le groupe de Galois di�érentiel d'une extension de Picard-Vessiot est un groupealgébrique linéaire sur le corps des constantes.Avant de pouvoir plonger plus avant dans la théorie de Galois di�érentielle, et d'arriver à l'énoncé dela correspondance entre sous-groupes fermés et sous K-extensions fermées, nous devons étudier plus endétails les particularités introduites par le mot di�érentiel : plutot que de travailler directement surdes automorphismes, nous passons par l'intermédiaire d'isomorphismes admissibles. Selon I.Kaplansky,l'introduction de ces objets, et les complications qu'ils apportent, sont inévitables si l'on veut pouvoirtraiter le sujet à un niveau qui reste relativement élémentaire.4 Outils d'algèbre di�érentielle4.1 Extension d'idéaux premiersLemme 4.1.1. Soit I un idéal di�érentiel d'une Q-algèbre A, et soit a 2 A tel que 9n an 2 I. Alors(@a)2n�1 2 I. En particulier, pI est un idéal di�érentiel.Démonstration : On sait que @(an) = nan�1@(a) 2 I (idéal di�érentiel), donc, comme Q � A, on aan�1@(a) 2 I: On montre alors par récurrence, que : 8k an�k(@(a))2k�1 2 I, et on conclut en appliquantceci à n = k. �Lemme 4.1.2. Soit A un anneau di�érentiel, I idéal di�érentiel radical et S � A. Si ab 2 I, alorsa@(b) 2 I et @(a)b 2 I.De plus, si T = fx 2 A = xS � Ig, alors T est un idéal di�érentiel radical de A.Démonstration : Comme @(ab) = a@b + @(a)b 2 I, on a a@(a)b@b + (a@b)2 2 I; ainsi : (a@b)2 2 I etcomme I est radical a@b 2 I.De plus, T est clairement un idéal, il est di�érentiel par l'argument précédent, et I radical donne facilementT radical. �11



Remarquons que si A est un anneau commutatif et (Is)s2S une famille d'idéaux radicaux, alors Ts2S Isest un idéal radical. De plus, sur un anneau di�érentiel, une intersection quelconque d'idéaux di�érentielsest un idéal di�érentiel. Ainsi, si S � A, il existe un plus petit idéal radical di�érentiel contenant S :\I ideal rad diff�S I:On le note fSg:Lemme 4.1.3. Soit A un anneau di�érentiel, a 2 A et S � A, alors :1. afSg � faSg2. si T � A, alors fSgfTg � fSTg:Démonstration : Posons S1 = fx 2 A = ax 2 faSgg. C'est un idéal radical di�érentiel par le lemmeIV.2, et S � S1 ) fSg � S1 ) afSg � aS1 � faSg:De même, T1 = fx 2 A = xfTg � fSTgg est un idéal radical di�érentiel et contient S donc contient fSg:�Lemme 4.1.4. Soit A un anneau di�érentiel et T un sous ensemble multiplicativement clos de A. Soit Qun idéal radical, maximal sur l'ensemble des idéaux J tels que T \ J = ;, alors Q est premier.Démonstration : Supposons par l'absurde que : 9a; b 2 A ab 2 Q; a =2 Q et b =2 Q.fQ; ag et fQ; bg sont des idéaux di�érentiels radicaux contenant strictement Q. Ainsi, il existe t1 dansT \ fQ; ag et t2 dans T \ fQ; bg avec t1t2 2 (T \ fQ; ag)(T \ fQ; bg) � fQ; agfQ; bg � Q par le lemmeIV.3, d'où T \Q 6= ;; contradiction. �Théorème 4.1.5. Soit B un anneau di�érentiel et A un sous anneau di�érentiel de B. Soit I un idéaldi�érentiel radical de B tel que P = I \A est un idéal di�érentiel premier de A. Dans ce cas, I peut êtreétendu en un idéal di�érentiel premier de B, I1, avec I1 \A = P:Démonstration : Posons T = fx 2 A = x =2 Pg. Comme P est premier, T est multiplicativement clos.Soit I1 un idéal radical, maximal au sens du lemme IV.4, et contenant I (existe par le lemme de Zorn).Le lemme IV.4 donne alors : I1 est premier, I1 \A � P et contient I \A = P: �Théorème 4.1.6. Soit B un anneau di�érentiel, A un sous-anneau di�érentiel et I un idéal di�érentielradical de B tel que : (ab 2 I (a 2 A; b 2 B) ) (a 2 I ou b 2 I) ): Alors : I peut s'écrire comme uneintersection d'idéaux (I�) di�érentiels premiers de B tels que 8� I� \A = P (avec P = I \A).Démonstration : Notons que P est un idéal di�érentiel de A. Soit x 2 B x =2 I, on veut construireun idéal Ix di�érentiel premier de B, contenant I, tel que Ix \ A = P et tel que x =2 Ix: On aura alorsI = T Ix: Soit T = faxn = a 2 A a =2 P n 2 Ng; T est multiplicativement clos car P est premier, et parhypothèse T \ I = ;, donc il existe un idéal de B di�érentiel radical Ix maximal tel que Ix \ T = ; etcontenant I (par Zorn). Ainsi le lemme IV.4 implique que Ix est premier.De plus, 1 =2 P (sinon P=A, donc I = B : I = I�) donc x 2 T i.e x =2 Ix:En�n, soit a 2 Ix \A, d'où ax 2 Ix : si a 2 P c'est �ni, sinon ax 2 T \ Ix = ; ce qui est impossible, doncP = I \A � Ix \A � P: �4.2 Un lemme sur les anneaux de polynômesLemme 4.2.1. Soit K un corps et L une K-extension. Soit b un ensemble éventuellement in�niB = L[(Xi)i2b], A = K[(Xi)i2b], P un idéal de A, J idéal engendré par P dans B et I = pJ , alors :1. Si P est un idéal radical alors I \A = P .2. Si P est un idéal premier et si ab 2 I avec a 2 A b 2 B, alors a 2 P ou b 2 I.12



3. Si Car(K) = 0 et P 6= A, soit Y une des indéterminées et s 2 L s =2 K, alors Y � s =2 I.Démonstration : L est un K-espace vectoriel, si dimKL = 1 le lemme est trivial. On suppose désormaisdimKL > 2:Soit (u�)�2a une base de L sur K. On choisit deux éléments particuliers u1 et u2 de cette base. Quitteà multiplier par u�11 on suppose même que u1 = 1. Tout élément f de B s'écrit de manière uniqueP f�u�avec f�2A. Un tel f appartient à A si et seulement si f� = 0 pour � 6= 1. De plus J = fP p�u� = p� 2 Pg,donc J \A = P:1. On suppose que P est un idéal radical et que b 2 I \A. Alors 9n bn 2 J \A = P radical donc b 2 Pdonc P = I \A.2. Si P est premier et ab 2 I avec a 2 A et b 2 B, alors anbn 2 J . De plus, bn 2 B impliquebn =P f�u�, donc 8� anf� 2 P . Si a 2 P c'est �ni, sinon 8� f� 2 P , donc b 2 I.3. On suppose par l'absurde que Y � s 2 I. Alors 9m (Y � s)m 2 J . Posons doncI0 = ff 2 L[Y ] = f 2 Jg. C'est un idéal de L[Y ], donc principal : écrivons donc I0 = (f0). Comme(Y � s)m 2 I0, on a f0 = (Y � s)m.Si f0 2 L alors J = B et donc P = A impossible par hypothèse. Ainsi f0 = (Y � s)r ; r > 1. Dansla base (u�)�2a on peut prendre u2 = s. Mais f0 2 J donc (Y � s)r = P p�u� avec 8� p� 2 P . Ainsi8� p� 2 J , en particulier p1 2 J: Or p1 = Y r + 0Y r�1 + � � � (car (Y �s)r = Y r�rsY r�1+ � � � et s = u2).Le polynôme p1 appartenant à I0 on a p1 = f0f où f 2 L[Y ] et p1 et f0 sont unitaires de même degré,donc p1 = f0, donc rs = 0 et CarK = 0 : contradiction. �4.3 Les isomorphismes admissiblesOn peut maintenant énoncer les deux propositions concernant les isomorphismes admissibles.Théorème 4.3.1. Soit M un corps di�érentiel de caractéristique 0, K et L deux sous-corps di�érentielset S : K ! L un isomorphisme di�érentiel. Alors S peut être étendu en un isomorphisme admissible dé�nisur M.Démonstration : Soit (u�)�2a une base de M sur K. Par induction trans�nie sur a on se ramène auproblème suivant : étant donné u 2 M u =2 K, on cherche à dé�nir une extension de S à u, l'image de uétant dans une extension convenable de M.Soit Kfug l'anneau intègre obtenu en adjoignant u à K, et Kfyg l'anneau obtenu avec y une indé-terminée di�érentielle. '1 : Kfyg ! Kfug est un morphisme di�érentiel, P = Ker '1 est un idéaly 7�! u di�érentiel premier.Grace à S, on envoie P1 sur P idéal di�érentiel premier de Lfyg (car S surjectif). Soit alors J l'idéal deMfyg engendré par P : il est clairement di�érentiel, posons I = pJ . Le lemme IV.1 nous dit que I est unidéal (radical) di�érentiel de Mfyg, le lemme IV.5 nous donnant I \ Lfyg = P . En�n par la propositionIV.1 on peut étendre I en un idéal premier I1 de Mfyg satisfaisantLfyg \ I1 = P .Considérons � :Mfyg !Mfyg=I1 la surjection canonique on a :Kfyg S! Lfyg �! Lf�(y)gKer �jLfyg = I1 \ Lfyg = P , donc Ker �jLfyg � S = P1. On a ainsi l'isomorphisme :Kfug ' Kfyg=P1 ' �(Lfyg ' Lf�(y)gqui étend S. Par la proposition II.1 cet isomorphisme se prolonge de manière unique en un isomorphismedi�érentiel de K<u> sur L<�(y)> sous extension de M<�(y)>, d'où le résultat. �13



Théorème 4.3.2. Soit K un corps di�érentiel de caractéristique 0, M une extension de K, et soit s 2Met s =2 K. Alors il existe ' un K-isomorphisme admissible sur M qui bouge s (i.e tel que '(s) 6= s).Démonstration : Soit y une indéterminée di�érentielle et soit ' : Kfyg ! Kfsg morphisme di�érentielet P = Ker' (P 6= Kfyg car s 6= 0) y 7�! sSoit L =K < s> et J l'idéal di�érentiel de Lfyg engendré par P et I = pJ . I est un idéal di�érentielde Lfyg tel que I \Kfyg = P (car P est premier donc radical). Ainsi I peut être étendu en un idéal I1di�érentiel premier tel que I1 \Kfyg = P .� : Lfyg ! Lfyg=I1 On peut donc construire un K-isomorphisme admissible de K<s>y 7�! �(y) sur K<�(y)> envoyant s sur �(y).Remarquons que �(y) = s, y� s 2 I1. Le lemme IV.5 indique que nous sommes dans les hypothèses dela proposition IV.2, d'où : I est une intersection d'idéaux premiers Is tels que 8s Is \Kfyg = P Ainsi Iest l'intersection des idéaux de la forme I1 construit précédemment.Par l'absurde, supposons que pour tout I1, y � s 2 I1. Dans ce cas y � s 2 I ce qui est impossible parle lemme IV.5. On a donc construit un isomorphisme ayant les propriétés voulues, par la propositionprécédente on peut l'étendre en un K-isomorphisme admissible dé�ni sur M. �5 Le coeur de la théorie5.1 Préliminaires et complémentsDé�nition 5.1.1. Une extension di�érentielle M de K est dite normale sur K si MG = K avec G =Gal@(M=K).Théorème 5.1.2. Soit M un corps di�érentiel et G = Gal@(M=K) :1. Si H CG alors 8� 2 G �( �H) = �H:2. Si L est une sous K-extension di�érentielle de M telle que 8� 2 G �(L) = L, alors �L C G et G=�Lest le groupe des K-automorphismes di�érentiels de L qui peuvent être étendus à M.Démonstration : Soit � 2 G et x 2 �H, on veut montrer que �(x) 2 �H.H CG) 8' 2 H ��1'� 2 H ) ��1'�(x) = x ) '�(x) = �(x) ) �(x) 2 �H. De même ��1( �H) � �H,donc �( �H) = �H.Comme précédemment �LCG: L'application � : G! Gal@(L=K) , � 7! �jL est bien dé�nie par hypothèseet :Ker� = �L et Im� est l'ensemble des K-automorphismes di�érentiels de L pouvant être étendus à M. �Lemme 5.1.3. Soit L une sous K-extension di�érentielle de M, fermée et H le sous-groupe correspondant.Alors NG(H) = f� 2 G =�(L) = Lg:Démonstration : NG(H) = f� 2 G =8' 2 H �'��1 2 Hg, H = �L. Soit � 2 NG(�L) et x 2 L.On a 8' 2 �L ��1'� 2 �L donc 8' 2 �L '(�(x)) = �(x). Ainsi �(x) 2 ��L = L donc �(L) � L et pareillementpour ��1 d'où NG(�L) � f� 2 G = �(L) = Lg.Réciproquement, si � 2 G est tel que �(L) = L et si ' 2 �L, alors �(L) = L donc '�jL = �jL et��1'�jL = IdL d'où � 2 NG(�L). �Lemme 5.1.4. Soit L une sous K-extension di�érentielle fermée de M, normale sur K. Supposons de plusque NG(�L) est fermé et que tout K-automorphisme di�érentiel de L peut être étendu sur M. Alors �LCGet G=�L est exactement Gal@(L=K): 14



Démonstration : �LCG, NG(�L) = G; soit donc L1 le sous-corps correspondant à NG(�L). Si L1 = Kalors , comme NG(�L) est fermé, �L1 = NG(�L) = �K = G: Montrons donc que L1 = K. Par le lemme V.1on sait que NG(�L) = f� 2 G = �(L) = Lg, c'est à dire, car tout K-automorphisme peut être prolongé surM, on a : Gal@(L=K) = NG(�L): Or comme L est normale , si x 2 L x =2 K 9� 2 NG(�L), �(x) 6= x, i.eL1 = K.On a en�n G=�L ' Gal@(L=K) par la proposition V.1. �5.2 Normalité de l'extension de Picard-VessiotLemme 5.2.1. Soit (K,C) un corps di�érentiel avec C algébriquement clos, et M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons donnés z 2 M et fx�g�2I et fy�g�2I � M , et supposons qu'il existe �, un K-isomorphisme admissible de M, envoyant fx�g sur fy�g en déplaçant z. Alors il existe un K-automorphismede M réalisant la même chose.Démonstration : Soit � : M ! L � N; et CN le corps des constantes de N, �(ui) =P kijuj (*) aveckij 2 CN . Soit x; y 2M , x = P (u)Q(u) et y = R(u)S(u) où u = (u1; : : : ; un), on a :y = �(x), R(u)Q(�(u)) = P (�(u))S(u), injectant (*), on obtient un système d'équations polynômialesen k, à coe�cients dans M, et on a un tel système pour chaque �. De plus, par le lemme III.4 on akij 2 Tf2S f�1(0), et en�n on a l'inéquation �(z) 6= z et det(kij) 6= 0, or (kij) est une solution de cesystème dans CN ; donc par le lemme III.2 il existe une solution dans C, d'où l'automorphisme cherché.�THÉORÈME 5.2.1. Soit (K,C) comme précédemment, de caractéristique 0, alors : toute extension dePicard-Vessiot de K est normale.Démonstration : Soit G=AutK(M), on a M normale ,MG=K. Soit z 2M; z 62 K. La propositionIV.4 nous donne un isomorphisme admissible qui déplace z, et on conclut par le lemme précédent. �Théorème 5.2.2. Soit (K,C) comme précédemment, et M une extension de Picard-Vessiot de K, alors :Tout K-isomorphisme entre deux sous K-extensions de M peut être étendu en un K-automorphismedi�érentiel de M. En particulier, tout K-automorphisme de L, sous K-extension, peut être ainsi étendu.Démonstration : Soit � un K-isomorphisme di�érentiel de L1 dans L2, alors par la proposition IV.3,� peut être étendu en un K-isomorphisme admissible de M. On conclut avec le lemme . �5.3 Complétion de la théorie de Galois di�érentielleThéorème 5.3.1. Les sous-groupes algébriques linéaires de G = Gal@(M=K) sont Galois-fermés.Démonstration : Dans cette démonstration, si F est un polynôme de Mfy; zg et nF le nombre demonômes qui le composent, on dira que E est strictement plus court que F si nE < nF .Soit H un sous-groupe algébrique linéaire de G, montrons que H est Z-dense dans ��H par l'absurde (ce quientraîne le théorème). On fera la preuve dans le cas n=2, pour simpli�er la typographie et la lecture, lecas général étant similaire. Soit donc, M = K < u; v >.Supposons par l'absurde que 9f 2 C[Xi;j], f(H) = f0g et f( ��H) 6= f0g. Soit � A CB D � l'inverse de� u u0v v0 � 2 GL2(K), et F 2Mfy; zg dé�nie par :F (y; z) = f(Ay +By0; Az +Bz0; Cy +Dy0; Cz +Dz0)15



Si on prend � 2 H, de matrice (ki;j), on obtient :� �u �u0�v �v0 � = � k1;1 k1;2k2;1 k2;2 �� u u0v v0 �Ainsi (8� 2 H F (�u; �v) = 0, et 9�1 2 ��H F (�1u; �1v) 6= 0:) (*) Soit I = fF 2Mfy; zg = F v�erifie (�) g.I 6= ;, car F 2 I.On note E un élément de I ayant le nombre minimal de monômes. Comme M est un corps, on peutsupposer que l'un des coe�cients de E vaut 1. Pour � 2 H on appelle E� le poynôme obtenu en prenantl'image des coe�cients de E par � . On a donc :8� 2 H E� (�u; �v) = �E(��1�(u); ��1�(v)) = 0. Or E � E� est strictement plus court que E, donc8� 2 ��H (E �E� )(�u; �v) = 0:Si E 6= E� , il existe a 2 M tel que E � a(E �E� ) est strictement plus court que E et appartient à I, cequi est impossible, d'où : E = E� . Ainsi tous les coe�cients de E sont stables par � 2 H, donc sont dans�H: Or 8� 2 ��H 8x 2 �H �(x) = x, donc : 8� 2 ��H �E(u; v) = E(�u; �v) = 0, ce qui contredit l'hypothèse.�Finalement en rassemblant l'analyse précédente et la proposition on obtient le théorème principal dela théorie de Galois di�érentielle qui découle simplement de ce qui à été fait auparavant.THÉORÈME 5.3.1. Correspondance de Galois Soit K un corps di�érentiel de caractéristique 0, decorps des constantes C algébriquement clos. Soit M une extension de Picard Vessiot de K, alors :1. on a une correspondance bijective entre les sous K-extensions di�érentielles de M et les sous-groupeslinéaires algébriques de G = Gal@(M=K), donnée par � .2. Un sous-groupe fermé H de G est distingué dans G si et seulement si �H = L est normale sur K. Deplus dans ce cas, on a : G=H ' Gal@(L=K):6 Résolution par quadrature des équations di�érentielles linéairesNous allons désormais nous attacher à donner une jolie application de cette théorie : similairement àla notion de résolubilité par radicaux d'une équation algébrique, on a, pour les équations di�érentielleslinéaires, la notion de résolubilité par quadratures. On peut se demander si toutes les équations di�éren-tielles linéaires sont résolubles par quadratures, et, si non a-t-on un critère général nous permettant dedi�érentier celles qui le sont de celles qui ne le sont pas ?Il est remarquable de constater là encore la similitude avec la théorie de Galois classique : comme nousallons le montrer, le résultat provient de la résolubilité (ou non) d'un sous-groupe du groupe de Galois.Dé�nition 6.0.2. Soient K etM des corps di�érentiels. M est une extension de Liouville de K si il existeune tour de corps K = K0 � K1 � : : : � Kn =M telle que pour tout i on a Ki = Ki�1(ui), avec :1. @(ui)ui 2 Ki�1 (i.e ui = eR aipour un ai 2 Ki�1), ou2. @(ui) 2 Ki�1 (i.e ui = R ai pour un ai 2 Ki�1).Autrement dit, une extension de Liouville se construit par quadratures, et on a un critère pour quetoute solution d'une équation di�érentielle donnée soit liouvillienne (i.e appartienne à une extension deLiouville).THÉORÈME 6.0.2. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K ( corps di�érentiel de caractéristique0 et de corps des constantes algébriquement clos) de groupe de Galois G(M/K). M est contenue dans16



une extension �nie de K suivie d'une extension de Liouville si et seulement si la composante connexe del'identité, G(M=K)0, est un groupe résoluble.Notons que ce théorème ne nous donne pas d'algorithme nous permettant de savoir si une équation estou non résoluble par quadratures. La démonstration de ce théorème est le but du reste de cette partie.6.1 Etude des extensions de LiouvilleLe lemme VI.1 est un lemme technique évident qui nous servira tout le temps dans la suite. Le lemmeVI.2 étudie l'extension obtenue lorsqu'on ajoute une intégrale (cas(1) : u = R a ), et le lemme VI.3lorsqu'on ajoute l' exponentielle d'une intégrale (cas(2) : u = eR a). La proposition VI.2 donne un premierrésultat dans un cas particulier sur le sens direct du théorème VI.1 .Lemme 6.1.1. Soit K � L � M des corps di�érentiels. Supposons que L est une extension de Picard-Vessiot de K et que M a le même corps des constantes que K. Alors tout K-automorphisme di�érentielde M envoie L sur lui-même.Lemme 6.1.2. Soit (K;C) un corps di�érentiel de caractéristique 0 et u dans une extension de K,véri�ant @u = a 2 K, où a n'est pas une dérivée dans K. Alors u est transcendant sur K, K <u> estune extension de Picard-Vessiot de K, et G(K<u> =K) est isomorphe au groupe additif C.Démonstration :1. Supposons u algébrique : soit un + bun�1 + ::: = 0 minimal. En dérivant on obtient :naun�1 + @(b)un�1 + ::: = 0. Donc na + @b = 0, d'où a = @(�b=n) (on est en caractéristique 0) :contradiction.2. Montrons qu'il n'y a pas de nouvelles constantes :b1un + b2un�1 + ::: est une constante entraîne @(b1)un + (nb1a+ @b2)un�1 + ::: = 0. Or u n'estpas algébrique donc @b1 = 0 et a = �(@b2)=(nb1) = �@(b2=nb1) : contradiction. Soit f(u)=g(u)une constante, où f=g est une fraction de K(X), g de degré minimum (parmi les f 0=g0 tels quef 0(u)=g0(u) = f(u)=g(u)), et g unitaire. D'après ci-dessus, f non constant entraîne g non constant.L'élément f(u)=g(u) est une contante, et donc égale à (@f(u))=(@g(u)), ce qui contredit la minimalitéde g.3. Soit L : @(y) � a = 0 et � 2 G(K<u> =K). Comme �u dé�nit �, et doit être solution de L, on a@(�u� u) = 0, donc �u = u+ c avec c 2 C. Réciproquement : soit c 2 C, et � le K-automorphisme(algébrique) de K<u> induit par u 7! u+ c. On a :@��(P �iui) =P(@(�i)(u+ c)i + i�ia(u+ c)i�1) = �(P @(�i)ui + i�iaui�1) = � � @(P�iui).Donc � 2 G(K<u> =K). �Lemme 6.1.3. Soit (K;C) un corps di�érentiel et u dans une extension de K, véri�ant @u � au = 0,a 2 K. Supposons que K<u> a le même corps des constantes que K. Alors K<u> est une extensionde Picard-Vessiot de K, et G(K<u> =K) est isomorphe à un sous-groupe de C�.Démonstration : Si v est une solution de @y � ay = 0, @(v=u) = 0. Donc v = cu avec c 2 C (ou, plussimplement, les (ki;j) qui dé�nissent � sont dans GL1(C) = C�). Le reste est immédiat. �Théorème 6.1.4. Soit M une extension de Liouville de K, sans nouvelles constantes. Alors G(M=K)est résoluble.Démonstration : Soit G = G(M=K), et K = K1 � K2 � ::: � Kn =M la tour dé�nissant l'extensionde Liouville. Les lemmes VI.2 ou VI.3 donnent K2 extension de Picard-Vessiot de K. Donc par le lemmeVI.1, tout élément de G envoie K2 sur lui-même. Si H2 = �K2, La proposition V.1(2) nous donne H2 CGet G=H2 ' G(K2=K1). Or par les lemmes VI.2 ou VI.3 G(K2=K1) est abélien, donc G=H2 aussi. Par unerécurrence immédiate sur n, G est résoluble. �17



6.2 Deux lemmes sur les groupes algébriques linéairesDans cette partie, C est un corps algébriquement clos. On étudie les propriétés des groupes algébriqueslinéaires connexes. Ces deux lemmes servent à la démonstration du théorème VI.2(de Lie-Kolchin).Lemme 6.2.1. Dans un sous-groupe algébrique connexe de GLn(C), tout élément qui n'est pas dans lecentre a une classe de conjugaison in�nie.Démonstration. Soit G un tel sous-groupe, et x 2 G ayant une classe de conjugaison �nie.Posons ' : G! faxa�1 = a 2 Gg = Fni=1fyig, avec '(a) = axa�1. Les '�1(yi) forment une partitionde G. De plus '�1(yi) fermé (image reciproque d'un fermé par ' continue) ouvert (complémentaire d'uneunion �nie de fermés) dans G connexe. Donc x 2 Z(G). �Lemme 6.2.2. Si G est un sous-groupe algébrique connexe de GLn(C), alors le groupe dérivé D(G) estconnexe.Démonstration.NotonsDk les produits de k commutateurs, on a alorsDk � Dk+1 etD(G) = SkDk.Il su�t donc de montrer Dk connexe. Supposons Dk�1 connexe.Pour a2; ::; ak; b1; ::; bk �xés, l'application ' : � 7! ��1b�11 �b1a�12 b�12 a2b2:::a�1k b�1k akbk est continue. Laréunion des images de G par ' lorsque les ai et les bi parcourent G est égale à Dk, et '(G) est connexe.Or '(G) \Dk�1 6= ; (car '(b1) 2 Dk�1) et Dk�1 est connexe donc Dk l'est aussi �6.3 Trigonalisation simultanée d'automorphismesLe théorème VI.2 est un résultat fondamental pour la théorie des extensions de Picard-Vessiot et deLiouville. La proposition VI.3, que l'on peut démontrer directement, le relie au corps de la théorie.THÉORÈME 6.3.1. (de Lie-Kolchin) Soit G un sous-groupe résoluble de GLn(C), où C est un corpsalgébriquement clos. Si G est connexe (pour la topologie de Zariski), les éléments de G peuvent êtretrigonalisés simultanément.Démonstration : On décompose cette (longue) démonstration en 6 étapes.1. Supposons que G (muni de sa représentation canonique) n'est pas irréductible : il existe W sous-espace vectoriel, de dimension p, de Cn stable par G. On prend une base de W que l'on complèteen une base de Cn : A = � B �0 B0 � 8A 2 GMontrons que l'application ' : A 7! B est continue (la topologie utilisée est toujours la topologiede Zariski). Soit Pk;l(Xi;j) = Xk;l 2 C[(Xi;j)], pour 1 6 k; l 6 p ; et F = Tf2S f�1(0) un fermé deGL(W ). Alors '�1(F ) = f(xi;j) = (Pk;l((xi;j)i;j)k;l) 2 Fg = f(xi;j) = 8f 2 S f((Pk;l((xi;j)i;j))k;l) = 0g.Or f((Pk;l((xi;j)i;j))k;l) 2 C[(Xi;j)], donc '�1(F ) fermé de GLn(C). Donc ' est continue, ce quientraîne fB = A 2 Gg est connexe. Par récurrence, on peut donc se ramener à une forme triangulairebloc, où les blocs sont irréductibles.2. On suppose désormais G irréductible. D(G) est connexe car G est connexe par le lemme VI.5. Parrécurrence sur la longueur de la tour de décomposition (G est résoluble), on peut supposer D(G)sous forme triangulaire.3. Soit W le sous-espace vectoriel de Cn engendré par les vecteurs propres de D(G). W 6= 0 car D(G)triangulaire.Soit � 2 W , on a 8T 2 D(G) T (�) = c(T )�, d'où (8S 2 G)(8T 2 D(G)) S�1TS(�) = c(S�1TS)�18



car D(G) C G. Donc 8T 2 D(G) T (S(�)) = c(S�1TS)S(�). Donc pour tout S 2 G S(�) 2 W , cequi entraîne que W est stable par G. G irréductible impose alors W = Cn. D(G) est donc diagonal.4. Tout élément de D(G) est donc une matrice diagonale. Ses conjugués dans G, étant dans D(G), sontdonc diagonaux. Les seuls conjugués possibles sont alors ceux obtenus en permutant les racines dupolynôme caractéristique sur la diagonale. Donc chaque élément de D(G) a une classe de conjugaison�nie dans G. Par le lemme VI.4, D(G) � Z(G).5. Soit T 2 D(G), c une racine de son polynôme caractéristique, et W le sous-espace propre associé.Comme T commute à tout élément de G, W est invariant par G. Donc W = Cn, ce qui entraîneD(G) � f�Id = � 2 C�g.6. Les commutateurs ont tous leur déterminant égal à 1, donc D(G) � f�Id = � 2 �n(C)g. Or �n(C)est �ni, donc D(G) est �ni. Or par le lemme VI.5, D(G) est connexe, donc D(G) = 1. D'où G estcommutatif, et dans le cas commutatif, on connaît déjà le résultat. �Théorème 6.3.1. Soit M une extension di�érentielle de K telle que ��K = K.Supposons queu1; :::; un 2M véri�ent : 8� 2 G(M=K) �ui = ai;iui + :::+ ai;nun (�)(i = 1::n) (c'est à dire (ui)i basede trigonalisation de G) avec aij 2 CM . Alors K<u1; :::; un> est une extension de Liouville de K.Démonstration. On peut supposer un non nul.L'équation (*) pour i=n donne �un = an;nun, donc@(un)=un est invariant sous � (c'est à dire 2 ��K). Donc @(un)=un 2 K : l'ajout de un à K est du typeexp R a. En divisant (*) pour i=1...n-1 par �un et en dérivant, on obtient :�(@� uiun�) = ai;ian;n@� uiun�+ :::+ ai;n�1an;n @� uiun�:D'où, par récurrence sur n, on peut ajouter les @� uiun� puis les ui=un qui sont alors des intégrales. DoncK<u1; :::; un> est une extension de Liouville. �6.4 Démonstration du théorème VI.1Désormais le corps di�érentiel K est de caractéristique 0 et de corps des constantes algébriquementclos. Nous allons maintenant démontrer le théorème principal (VI.1). Le sens (inclu dans une extensionde Liouville =) G0 résoluble) ne nécessite que 2 lemmes, dont un lemme (le VI.7) sur la structure desgroupes algébriques linéaires.Lemme 6.4.1. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K, et N = M < z > une extension de Msans nouvelles constantes. Posons L = K < z >. Alors N est une extension de Picard-Vessiot de L etG(N=L) ' �L \M est un sous-groupe algébrique de G(M=K).Démonstration. Si M = K < u1; : : : ; un >, alors N est engendrée par les ui sur L, et n'a pas denouvelles constantes. Donc N est une extension de Picard-Vessiot de L. Le lemme VI.1 montre que toutK-automorphisme di�érentiel de N envoie M sur lui-même. D'où un homomorphisme de G(N=L) dansG(M=K) (la restriction). Si � est un élément du noyau, � laisse �xe M et L, donc aussi le corps engendrépar M [L, c'est à dire N , d'où l'injectivité. Soit H l'image, H est algébrique par le théorème ? ? . De plusH laisse �xe L \M exactement (par dé�nition). Donc H = �L \M . �Lemme 6.4.2. Soit G un sous-groupe de GLn(C), H un sous-groupe fermé de G. Supposons que ou bien(1) H est d'indice �ni dans G, ou bien (2) H CG et G=H abélien. Si la composante connexe de l'identitédans H, H0, est résoluble, Alors G0 est résoluble. 19



Démonstration :1. Montrons que G0 est un sous-groupe d'indice �ni dans G : (G0)�1 � G0 et, si g 2 G0, gG0 � G0par connexité (intersection non vide). Donc G0 est un sous-groupe de G. Par le corollaire III.1, Gest réunion d'un nombre �ni n de composantes connexes Gi (qui sont donc ouvertes et fermées).Soit (xi)i=1::n une suite d'éléments de G, chacun dans une composante connexe. On a alors G =Sni=1 xiG0, car x�1i Gi ouvert fermé dans le connexe G0. Donc G0 est d'indice �ni. Montrons queH0 = G0 : Fx2G=H x = G donc G0 = Fx2G=H(x \G0) avec H0 = G0 \H. Donc, G=H étant �ni,H0 est fermé (car H l'est) ouvert (complémentaire d'une union �nie de fermés) dans G0 connexe.2. G=H abélien entraîne D(G) � H. Or G0 � G, donc D(G0) � H. Par le lemme VI.4, D(G0) estconnexe. Donc D(G0) � H0, ce qui entraîne G0 résoluble. �Théorème 6.4.3. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons M � N , où N est uneextension de Liouville généralisée (suite d'extensions de types (1), (2), ou algébriques �nies) de K, sansnouvelles constantes. Alors G(M=K)0 est résoluble.Démonstration. On procède par récurrence sur le nombre d'étapes dans la chaîne de K à N.Soit K<u> la première étape. Alors par hypothèse de récurrence G(M <u> =K <u>)0 est résoluble.Par le lemme VI.6, ce groupe est isomorphe au sous-groupe H de G correspondant à K<u> \M .Supposons u algébrique sur K. Alors Card(homK�alg(K<u>;K<u>)) 6 [K<u>: K] (théorème de De-dekind). Or G(K<u> =K) = Gal@(K<u> =K) � homK�alg(K<u>;K<u>)),donc Card(G(K<u> =K)) est �ni. Par le théorème V.1.(2) (L = M \K<u>) G=H � G(L=K). DoncH est d'indice �ni.Supposons u de la forme (1) ou (2). Par le lemme VI.2 ou VI.3,K<u> est une extension de Picard-Vessiotde K avec un groupe de Galois commutatif. Donc tous les sous-corps di�érentiels sont normaux sur K.En particulier, M \K<u> est normal, et G(M \K<u>) est abélien. Dans les deux cas, le lemme VI.7permet de conclure. �La réciproque utilise tous les résultats démontrés aux paragraphes précédents du VI.Théorème 6.4.4. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons que G(M=K)0 est résoluble.Alors M peut être obtenue par une extension �nie suivie d'une extension de Liouville.Démonstration. Soit H = G(M=K)0, et L = �H le corps intermédiaire associé. L est alors une exten-sion normale, et H = �L = ��H. Le fait que M est une extension de Liouville de L vient de l'enchaînementdu théorème VI.2 et de la proposition VI.2. �6.5 Application à l'équation de Riccati(K;C) est un corps di�érentiel de caractéristique 0, et C est algébriquement clos. Pour a 2 K �xé,on étudiera l'équation de Riccati @t = t2 + a, à partir de l'équation @2(y) + ay = 0 (1). On notera Ml'extension de Picard-Vessiot associée à (1).Par la Correspondance de Galois (théorème V.2), étudier les sous K-extensions de M revient à étudierla structure de G(M=K). Donc, pour démontrer la proposition VI.5, but de ce paragraphe, nous allonsauparavant obtenir un résultat sur les sous-groupes algébriques de SL2(C).Lemme 6.5.1. Soit G un sous-groupe de SL2 (C). Si G est algébrique et G0 est résoluble, ou bien G est�ni, ou bien G0 est diagonalisable et [G :G0]6 2, ou bien G est trigonalisable.20



Démonstration. Si G0 est diagonalisable, ses éléments sont des matrices diagonales ayant pourcoe�cients a et a�1. G0 est fermé donc algébrique, donc G0 veri�e des équations polynômiales Pi. a estalors dans l'intersection des racines des Pi, qui est �nie si les Pi sont non tous nuls.Si G0 est �ni, G est �ni car [G :G0] �ni (demonstration du lemme VI.7(1)). Sinon, G0 est l'ensemble desmatrices diagonales de SL2(C). Par un calcul identique à celui du théorème VI.2(3), les vecteurs propresde G0 sont stables par G (G0CG). Donc tout élément de G permute les vecteurs de la base ou les laissent�xes : [G :G0]6 2.Si G0 n'est pas diagonalisable, G0 est trigonalisable (théorème VI.2), donc G0 a un unique sous-espacepropre. Il est donc invariant par G. Donc G est trigonalisable. �Théorème 6.5.2. Soit M l'extension de Picard-Vessiot de K pour l'équation @2(y) + ay = 0 (1). Suppo-sons que M est une extension �nie de K suivi d'une extension de Liouville , mais n'est pas de dimention�nie sur K. Alors l'équation @t = t2 + a a une solution dans une extension quadratique de KDémonstration. Le wronskien correspondant à l'équation (1) veri�e @W = 0, doncW 2 CM = C � K.De plus, pour tout � 2 G(M=K), �W = det(�)W (voir la démonstration du lemme III.4.(2)). Donc� 2 �K<W > (= �K ici) si et seulement si � 2 SL2(C). Donc G = G(M=K) est un sous-groupe de SL2(C).De plus, G0 est resoluble par le théorème VI.1[M : K] est in�ni donc G �ni est exclu. Dans les deux autres cas du lemme précédent, il existe uneextension quadratique L de K telle que �L soit trigonalisable. Donc il existe une solution u non nulle de(1) telle que : 8� 2 �L�(u) = c�u, où c� 2 C. Donc @uu appartient à L, car M est normale sur L. Posonst = �@(u)=u, t véri�e alors l'équation de Riccati. D'où le théorème. �Il existe une généralisation de la théorie que nous avons présentée aux équations aux dérivées partielles.Celle-ci est développée dans [Pom83], les groupes algébriques linéaires étant remplacés par des "semi-groupes de Lie", mais ceci n'est plus du tout élémentaire.
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Troisième partieExposé au cours de Y. Laszlo :La suite exacte d'homotopie pour un morphismepropre et séparable

22



On étudie �1(Xy), où Xy est la �bre géométrique de X ! Y propre. k est un corps, �xé.1 Morphismes séparablesDé�nition 1.0.3. Un schéma X sur k est dit séparable si pour toute extension K de k X 
k K estréduite.Un morphisme de schéma f : X ! Y est dit séparable si X est plat sur Y et si 8y 2 Y la �breX 
Y k(y) est séparable sur k(y).Proposition 1.0.4. Soit X un schéma sur k.X est séparable si et seulement si X est réduit et si, pour tout x générique dans une composanteirréductible de X, k(x) est une extension séparable de k.Remarque 1.0.5. Si k est parfait, X séparable , X réduit.La séparabilité est stable par changements de base, et par composition modulo des hypothèses de�nitude convenables. Par exemple :Proposition 1.0.6. Si X est séparable sur Y et X 0 étale sur X, alors X 0 est séparable sur Y .2 La suite exacte d'homotopieProposition 2.0.7. [admise] Soit f : X ! Y un morphisme propre et séparable, avec Y localementn÷thérien , et considèrons sa factorisation de Stein X f 0�! Y 0 ! Y (où f 0�OX = OY 0 , Y 0 �ni sur Y etisomorphe à Spec f�OX).Alors Y 0 est un revêtement étale de Y .Démonstration. Il su�t de montrer que q : Y 0 ! Y est étale, ce qui est un problème purement local.On peut donc supposer Y = Spec A.On peut supposer que A est local et complet :En e�et, si Y1 ! Y est un changement de base plat, alors on a, par le théorème des fonctions formelles :f 0Y1�(OX 
OY OY1) ��! f�(OX 
OY OY1)Ce qui signi�e que (f 0Y1 ; qY1) est la factorisation de Stein de fY1 . Donc on peut e�ecter un le changementde base. De plus, il su�t de regarder au-dessus de Spec OY;y pour montrer que q est étale au-dessus de y(stabilité par changement de base).Donc on e�ectue le changement de base Spec OY;y ! Y : on peut supposer A local. De même, on peutsupposer A complet. �Théorème 2.0.8. Soit f : X ! Y un morphisme propre séparable, avec Y localement n÷thérien etconnexe, et supposons que f�OX = OY . Soit y 2 Y , k(y) une clôture algébrique de k(y), et Xy =Xy 
k(y) k(y) (�bre géométrique). Soit X 0 un revêtement étale connexe de X et X 0y = X 0y 
k(y) k(y).Pour qu'il existe un revêtement étale Y 0 de Y et un X�isomorphisme X 0 ��! X �Y Y 0, il faut et il su�tque X 0y admette une section sur Xy.Remarque 2.0.9. f�OX = OY implique que les �bres sont géométriquement connexes, et réciproquementpar la proposition 2.0.7. f est en fait sa propre factorisation de Stein.23



Démonstration. Comme h : X 0 ! X ! Y est propre séparable, on a par la proposition 2.0.7 lafactorisation de Stein X 0 ! Y 0 ! Y , où Y 0 = Spec (h�OX0) et Y 0 ! Y est un revêtement étale.De plus, par la propriété universelle du produit �bré on a un Y�morphisme canonique X 0 ! X �Y Y 0.Il su�t de prouver que c'est un isomorphisme.Or Y 0 est un revêtement étale de Y , donc X �Y Y 0 revêtement étale de X (stabilité par changement debase). Donc, comme X 0 est un revêtement étale de X, et donc est de type �ni et non rami�é, X 0 ! X�Y Y 0est également étale 1. X 0wwooooooooooooooo ��� h0vvXf �� X 00 = X �Y Y 0p1oo f 0 ��Y Spec (h�OX0) = Y 0ooLemme : X �Y Y 0 est connexe.Démonstration. Y 0 est connexe comme image de X 0 connexe.Supposons que X �Y Y 0 n'est pas connexe :On aura Y 0 = Spec A, X �Y Y 0 = Spec B = Spec (A
OY OX), et X �Y Y 0 non connexe correspond àB = B1 �B2 avec Bi 6= f0g.Comme f�OX = OY , on a f�B = A. Donc A = f�(B1)� f�(B2) avec f�(Bi) 6= f0g (car 1f�(Bi) 6= 0).D'où contradiction : X �Y Y 0 est connexe. �Donc, pour prouver que � : X 0 ! X �Y Y 0 est un isomorphisme, il su�t de voir que son �degré deprojection� en un point de X �Y Y 0 est égal à 1. Notons � : Xy ! X 0y.On e�ectue le changement de base Spec k(y)! Y . On a alors :X 0y}}{{{{{{{{{ ���Xyf ��
� 33X 00yp1oo f 0 ��k(y) Y 0yooPosons X 00 = X �Y Y 0.Il su�t de montrer que rg � = 1 en un point de X 00y. Comme Y 0 ! Y est un revêtement étale, Y 0y =Lni=1 ki avec ki = k(y). D'où :X 00y = Xy �k(y) Y 0y = nMi=1 Xyi avec Xyi = Xy� est un revêtement étale et Xy est connexe, donc �(Xy) est une composante connexe Z de X 0y. Donc�(Z) doit être un certain Xyi .1Soit X et X 0 des schémas de type �ni sur un schéma Y , et g : X 0 ! X un Y�morphisme. Si X 0 est non rami�é et Xest étale, alors g est étale. 24



Alors p1 : X 00y ! Xy est isomorphisme de Xyi sur Xy. Il s'ensuit que Z ��p1�� Xyi sont inverses l'une del'autre.Le nombre de composantes connexes de X 0y est égal au nombre de points géométrique de Y 0 sur Y , c'est-à-dire n.Il s'ensuit que le nombre de composantes connexes de X 0y et X 00y sont identiques.Donc � est un isomorphisme. �Corollaire 2.0.10. Avec les notations précédentes pour f : X ! Y et Xy, et a un point géométrique deXy, a son image dans X et b son image dans Y . Alors on a la suite exacte (de groupes) suivante :�1(Xy; a) '�! �1(X; a)  �! �1(Y; b)! 1Démonstration.Surjectivité de  :il su�t de montrer que si Y 0 ! Y est un revêtement étale connexe, alors son relèvement X 0 = X�Y Y 0 ! Xen est un aussi.On a déjà X 0 ! X revêtement étale par stabilité par changement de base, et :f 0�(OX0) = f 0�(OX 
OY OY 0)= f�(OX)
OY OY 0= OY 0Donc les �bres de f 0 sont connexes.Donc X 0 est aussi connexe. � ' = 0 :Il su�t de montrer que si Y 0 ! Y est un revêtement étale, le revêtement étale Y 0 �Y Xy ! Xy estcomplètement décomposé.Or Y 0 �Y k(y) =L�nie k(y), et donc Y 0 �Y Xy ' X �Y (Y 0 �Y k(y)) =L�nieXy.ker � Im' :Soit g : X 0 ! X un revêtement étale connexe de X, g : X 0y ! Xy admettant une section � au-dessus deXy. Le théorème 2.0.8 nous donne le résultat. �On peut supprimer les hypothèses f�OX = OY et Y connexe :Corollaire 2.0.11. On note �0(Xy; a), �0(X; a), �0(Y; b) les ensembles pointés des composantes connexesdes schémas Xy, X, Y .Alors si f : X ! Y est propre et séparable, on a la suite exacte suivante :�1(Xy; a)! �1(X; a)! �1(Y; b)! �0(Xy; a)! �0(X; a)! �0(Y; b)! (1)Démonstration. On suppose pour commencer que X et Y sont connexes. On a la factorisation deStein de f X f 0�! Y 0 = Spec (f�OX) q�! Y . On applique le corrolaire 2.0.10 à f 0 :�1(Xy; a)! �1(X; a)! �1(Y 0; y0)! 1où y0 2 Y 0 est l'image de a 2 X.On sait que �1(Y 0; y0)! �1(Y; b) est injective et que l'ensemble quotient �1(Y; b)=�1(Y 0; y0) est isomorphe25



à l'ensemble des points géométriques de Y 0 au-dessus de y, qui est isomorphe à �0(Xy; a). D'où la suiteexacte : �1(Xy; a)! �1(X; a)! �1(Y; b)! �0(Xy; a)! 1 �Corollaire 2.0.12. Soit k algébriquement clos, X;Y deux k�schémas connexes, on suppose X propre etY localement n÷thérien .Soit a un point géométrique de X, b un point géométrique de Y à valeur dans la même extension algé-briquement close K de k. Considérons le point géométrique c = (a; b) de X�k Y . Alors l'homomorphisme�1(X �k Y; c)! �1(X; a) � �1(Y; b) est un isomorphisme.Démonstration.Supposons K = k.Soit Z = X �k Y et f : Z ! Y la projection. Soit y la localité de b. on peut supposer X réduit (quitte àremplacer X par Xred, qui a même �1), donc séparable sur k.Donc Z est séparable sur k. X connexe donc Z est à �bres géométriquement connexes. La �bre de Z enb est canoniquement isomorphe à X 
k K = X.D'autre part, comme le composé X ! Z ! X est l'identité, on trouve que �1(X; a)! �1(Z; c) est injectif.On a donc, avec la proposition 2.0.10, la suite exacte :1! �1(X; a)! �1(Z; c)! �1(Y; b)! 1et aussi la suite exacte canonique :1! �1(X; a)! �1(X; a)� �1(Y; b)! �1(Y; b)! 1Donc (lemme des 5) l'homomorphisme canonique �1(Z; c)! �1(X; a) � �1(Y; b) est un isomorphisme.Cas général :On va trouver un isomorphisme �1(Z; c)! �1(X
kK; a)��1(Y; b). On a le résultat par le lemme suivant :�Lemme 2.0.13. Soit X propre connexe sur k algébriquement clos, k0 une extension algébriquent closede k, a0 un point géométrique de X 
k k0 et a son image dans X. Alors l'homomorphisme canonique�1(X 
k k0; a0)! �1(X; a) est un isomorphisme.Démonstration.La surjectivité est équivalente au fait que si X 0 est un revêtement étale connexe de X, alors X 
k k0 estégalement connexe. Ce qui est vrai car k est algébriquement clos.L'injectivité est équivalente au fait que tout revêtement étale connexe de X 
k k0 est isomorphe à l'imageinverse d'un revêtement étale de X. �Corollaire 2.0.14. Soit k un corps algébriquement clos, X et Y deux schémas localement n÷thériensur k, Z = X �k Y leur produit, Z 0 un revêtement étale de Z. Pour tout point y 2 Y rationnel surk, soit iy : Spec (k) ! Y le morphisme canoniquement associé, jy = IdX �k iy le morphisme X ! Zcorrespondant. Soit en�n X 0y le revêtement étale de X image inverse de Z 0 par jy. On suppose Y connexe,et X ou Y propre sur k. Alors les revêtements X 0y de X sont tous isomorphes.26



Quatrième partieMémoire de DEA :Études des droites sur les hypersurfaces de Fermat

27



On étudie ici les droites sur les hypersurfaces de PN , à partir du chapitre 2.4. de [Deb01]. La premièrepartie étudie le cas général, en se basant sur [BVdV78]. Puis, à l'aide des propriétés trouvées, on étudiele cas des hypersurfaces de Fermat.Dans toute la suite, on travaille sur un corps k algébriquement clos. Tous les sous-schémas considéréssont des sous-schémas fermés.1 PréliminairesOn se place dans un premier temps dans un cadre général.Notation 1.0.15. Dans toute cette partie, on note G un polynôme homogène de degré d > 0 �xé, et Xl'hypersurface de PN dé�nie par G.1.1 Notations et dé�nitionsOn suit dans cette partie la construction de [BVdV78].Notons k[x0; :::; xN ]d l'ensemble des polynômes homogènes de degré d.Soit F = f([l]; h) 2 G (1;PN )� k[x0; :::; xN ]d j hjl = 0g la variété d'incidence.C'est un sous schéma de G (1;PN )� k[x0; :::; xN ]d, qui est un �bré vectoriel sur G (1;PN ) :F'��  // k[x0; :::; xN ]dG (1;PN )Dé�nition 1.1.1. On dé�nit la variété de Fano F (X) associée à X par F (X) = ' �  �1(G).Elle a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X.En e�et l'application ' est juste une projection et  �1(G), qui a une structure naturelle de schéma,est contenu dans G (1;PN ) � fGg. Donc F (X) a bien une structure de schéma, celle de  �1(G). On lacalculera explicitement au paragraphe 1.2.Remarque 1.1.2. F (X) a une structure de schéma projectif, car c'est un sous-schéma de la grassma-nienne G (1;PN ) ' G (2; kN+1 ), donc elle se plonge dans un Pn par le plongement de Plücker.Remarque 1.1.3. Il peut être intéressant de ne pas choisir de coordonnées dans PN a priori, c'est-à-direde voir PN comme un PV avec V un espace vectoriel de dimension N +1 sur k. Dans ce cas k[x0; :::; xN ]dest remplacé par SymdV �. La �bre de ' : F ! G (1;PV ) au-dessus d'un point [l] = [Pl] de G (1;PV ) estalors le noyau du morphisme naturel SymdV � ! Symdl� ([DM98]).Considèrons le diagramme suivant, où I = f([l]; x) 2 F (X) � X j x 2 lg est un sous-schéma deF (X) �k X : Ipr1�� pr2 // X � // PNF (X) � // G (1;PN )I ! F (X) est un �bré en P1. C'est une restriction du �bré standard sur la grassmanienne.Dé�nition 1.1.4. Soit x 2 X. On dé�nit F (X;x) associée à X par F (X;x) = pr1 � pr�12 (x).F (X;x) a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X passant par x. C'estun sous-schéma de F (X). 28



Remarque 1.1.5. Les droites passant par x dans PN (c'est-à-dire G (1;PN ;x)) sont paramétrées par unhyperplan de PN , dont F (X;x) est un sous-schéma.On énonce un lemme utile sur les faisceaux localements libres de rang �ni sur P1.Lemme 1.1.6. Tout faisceau localement libre de rang �ni sur P1 est isomorphe à une somme directede faisceaux inversibles (Donc, comme Pic P1 = Z, à une somme directe de OP1(ai), avec unicité desai).(exercice 2.6 p 384 de [Har83])Démonstration. Soit E un �bré vectoriel sur P1. Montrons tout d'abord que si s est une sectionglobale de E, qui n'est pas partout non nulle, cette section est multiple d'une section de E(�1). Supposonsque s s'annule en x 2 P1, et notons que le degré du corps résiduel de x est necessairement 1 (k estalgébriquement clos). On considère f une section de O(1) s'annulant en x, qui correspond au polynômeirréductible dé�nissant x. Alors s=f est une section globale de E(�1).On construit les O(�n) cherchés par récurrence sur n. Soit n �xé, et supposons que l'on a des sectionsglobales si de E(ni), pour ni < n telles que les O(�ni):si soient en somme directe dans E (commesous-faisceaux) que l'on notera F , et que H0(P1; F (m)) = H0(P1; E(m)) pour tout m < n. On choisitdes sections globales tj de E(n) qui engendrent un supplementaire de H0(P1; F (n)) dans H0(P1; E(n)).Montrons que les O(�ni):si et les O(�n):tj sont en somme directe dans E, c'est-à-dire que les (tj)x sontlinéairement indépendant dans Ex=Fx pour tout x. Supposons le contraire : on a alors une combinaisonlinéaire à coe�cients non tous nuls t des tj et une section s de F (n) tels que t� s = 0 en x. Donc d'aprèsci-dessus t� s = f:r où r appartient à H0(P1; E(n � 1)) = H0(P1; F (n � 1)). Donc t = s+ f:r est dansH0(P1; F (n� 1)) ce qui contredit la dé�nition des tj . �Soit l une droite sur X, telle que X soit lisse le long de l (Nl=X est alors localement libre). On a alors,par le lemme précédent, la décomposition suivante :Nl=X = Ol(a1)� : : :�Ol(an) avec a1 > : : : > anDé�nition 1.1.7. l est dite libre si an > 0, c'est-à-dire si Nl=X est engendré par ses sections globales.Remarque 1.1.8. Si an > �1, le schéma F (X) est lisse en [l] par le corollaire 1.2.6Remarque 1.1.9. Si f est libre, on a KX :l = �P ai 6 �2, donc KX n'est pas nef.1.2 Propriétés de F (X)Étudions dans un premier temps F (X). Nous allons faire des calculs explicites de vecteurs tangentsdans des coordonnées. On notera dans la suite E le k-espace vectoriel k[x0; :::; xN ]d.Calculons tout d'abord le rang de d en un point ([l]; h0) de F . On peut choisir des coordonnéestelles que l soit la droite engendrée par (1; 0; :::; 0) et (0; 1; 0; :::; 0), et on notera l le plan de kN+1 cor-respondant dans G (2; kN+1). Les calculs dans G (1;PN ) et G (2; kN+1) étant équivalent, on va se placerau-dessus de G (2; kN+1). Tout plan l0 de kN+1 contenu dans un voisinage su�samment petit U de [l]dans G (2; kN+1 ) est engendré par deux points (uniques) (1; 0; u2; :::; uN ) et (0; 1; v2; :::; vN ). On peut doncutiliser (u2; :::; uN ; v2; :::; vN ) comme coordonnées locales dans U .Remarque 1.2.1. Sur cet ouvert on connait les équations explicites qui dé�nnissent F (X) dans G (1;PN ).En e�et la droite f(1; t; u2+tv2; :::; uN+tvN)jt 2 kg est contenue dansX si et seulement siG((1; t; u+tv)) =0 pour tout t. Ce qui nous donne en développant au plus d+1 équations explicites, et donc en particulierque F (X) est de dimension au moins 2N � d� 3.Une base de l'espace tangent T[l0]G (2; kN+1) nous est donnée par les dérivées partielles par rapport àces indéterminées, restreintes à l0 : @@u2 jl0 ; :::; @@uN jl0 ; @@v2 jl0 ; :::; @@vN jl029



et les coordonnés d'un vecteur tangent en l0 dans cette bases seront notées (U2; :::; UN ; V2; :::; VN ). Leséléments de E sont des polynômes de la forme (avec des multi-indices) : h =Pjkj=d akxk. On choisit lesxk pour base de E, et les @=@ak sur ThE. Les coordonnées d'un vecteur tangent en h0 dans cette baseseront notées Ak, ce qui nous donne une identi�cation entre E et ThE. Le vecteur correspondant à h seranoté H.Proposition 1.2.2. L'espace tangent T([l];h0)(F ) est l'espace :((U2; :::; UN ; V2; :::; VN ;H) 2 T[l](G (2; kN+1 ))� Th0E j NXi=2 @h0@xi jl(Uix0 + Vix1) + h0jl = 0)Démonstration. Un point (u2; :::; uN ; v2; :::; vN ; h) 2 U � E appartient à F si et seulement si on ah(�(1; 0; u2 ; :::; uN ) + �(0; 1; v2; :::; vN )) = 0 pour tout couple (�; �) dans k. Donc un vecteur tangent(U2; :::; UN ; V2; :::; VN ;H) 2 T([l];h0)(G (2; kN+1 )�E)sera tangent si et seulement si pour tout couple (�; �) dans k0 = NXi=2 �Ui @@ui + Vi @@vi�h0(�(1; 0; u2; :::; uN ) + �(0; 1; v2; :::; vN ))+ Xjkj=dAk @@akh0(�(1; 0; u2; :::; uN ) + �(0; 1; v2; :::; vN ))= NXi=2 @h0@xi (�(1; 0; u2; :::; uN ) + �(0; 1; v2; :::; vN ))(Ui�+ Vi�)+ Xjkj=dAk�k0�k1(�u2 + �v2)k2 :::(�uN + �vN )kNAu point ([l]; h0) on a de plus que ui = 0 et vi = 0 pour i > 2. Donc on trouve comme condition necessaireet su�sante pour que (U2; :::; UN ; V2; :::; VN ;H) soit tangent à F en ([l]; h0) :NXi=2 @h0@xi (�; �; 0; :::; 0)(Ui�+ Vi�) + Xk0+k1=dAk0;k1;0;:::;0�k0�k1 = 0pour tout (�; �) dans k. Ce qui est la formule de la proposition. �Comme l'application d envoie (U2; :::; UN ; V2; :::; VN ;H) sur H, nous avons le corollaire suivant :Corollaire 1.2.3. Le rang de d : T([l];h0)(F )! Th0(E) est égal à la dimension de l'espace des polynômesen x0; x1 de degré d qui peuvent s'écrire sous la forme :NXi=2 @h0@xi (x0; x1; 0; :::; 0)(Uix0 + Vix1)avec (U2; :::; UN ; V2; :::; VN ) arbitraires dans k.On remarque que H0(l;Ol(1)) est l'espace des polynômes homogènes de degré 1 sur l, et H0(l;Ol(d))l'espace des polynômes homogènes de degré d sur l (donc ' Th0(E)). Le corollaire implique en particulier :30



Proposition 1.2.4. La di�érentielle d en un point ([l]; h0) deF est surjective si et seulement si lemorphisme � : NM2 H0(l;Ol(1))! H0(l;Ol(d))dé�ni par (s2; :::; sN )! NXi=2 @h0@xi (x0; x1; 0; :::; 0)siest surjectif.Démonstration. On se contente de remarquer que lorsque (U2; :::; UN ; V2; :::; VN ) parcourt k2N�2,le polynôme si = Uix0 + Vix1 parcourt k[x0; x1]1 ' H0(l;Ol(1)) en entier, c'est-à-dire qu'on oublie(partiellement) le choix d'une base de H0(l;Ol(1)) qui avait été fait. �Le morphisme que l'on vient d'obtenir provient en fait naturellement de suites exactes sur les �brésnormaux. Nous pourrons alors en donner une interprétation sans choisir de coordonnées.Proposition 1.2.5. On suppose que X est lisse le long de la droite l � X. AlorsNl=PN ' NM2 Ol(1)(NX=PN)jl ' Ol(d)Nl=X ' N�2Mi=1 Ol(ai)avec 1 > a1 > : : : > aN�2. De plus, le morphisme � de la proposition 1.2.4 est l'application H0(�) :H0(l; Nl=PN)! H0(l; (NX=PN)jl) induite par la suite exacte suivante :0! Nl=X ! Nl=PN ��! (NX=PN)jl ! 0Démonstration. Si on note X 0 l'ensemble des points singuliers de X, on a alors le diagramme suivant(les faisceaux sont sur X�X 0, qui est non vide car X est supposée réduite), où l'étude de �0 nous donnerale résultat : 0��OX��OX(1)N+1�� �0 %%LLLLLLLLLL0 // TX // (TPN)jX //�� NX=PN // 00En e�et, on a la suite exacte classique des �brés tangents et normaux (sur X � X 0 qui est un sous-schéma (pas forcémment fermé) lisse irréductible de la variété lisse PN au-dessus de k) : 0 ! TX !31



TPN 
OX ! NX=PN ! 0 ([Har83] page 182). La suite exacte verticale est obtenue en passant au dual eten se restreignant à X�X 0 dans la suite exacte 0! 
PN ! OPN(�1)N+1 ! OPN ! 0 ([Har83] théorème8.13 page 176) car PN est lisse.Etudions �0 dans des coordonnées. Pour un s 2 X �X 0 �xé, posons t un générateur de Os;X(1). Lenoyau de �0 en s est alors l'ensemble des (U0t; :::; UN t) de Os;X(1)N+1 tels que (U0; :::; UN ) soit tangent àX, c'est-à-dire tels que PNi=0 Ui @G@xi = 0. Donc le noyau de l'application de OX(1)N+1 dans OX(d) dé�niepar : (U0t; :::; UN t)! NXi=0 Ui @G@xi tcoïncide avec le noyau de �0. On peut donc trouver une identi�cation entre NX=PN et OX(d) tel queles deux applications coïncident. La �n de la preuve est donc la conséquence de la commutativité dudiagramme suivant : (TPN)jl // %%KKKKKKKKKK Nl=PN��(NX=PN)jlLa décomposition de Nl=X provient du lemme 1.1.6, et l'inégalité sur les degrés des ai de la suite exacte,en tensorisant par Ol(�2), puis en passant aux sections globales. �Corollaire 1.2.6. Soit l comme précédemment. Les propriétés suivantes sont équivalentes :1. l correspond à un point régulier de F (X) (c'est-à-dire F et  �1(G) se coupent transversalement).2. l'application Nl=PN ! (NX=PN)jl induit une application surjective sur les sections globales.3. H1(l; Nl=X) = 0Démonstration. l'équivalence entre 1 et 2 est la version sans coordonnée de la proposition 1.2.4. Lalongue suite exacte de cohomologie nous donne l'équivalence entre 2 et 3. �Proposition 1.2.7. T[l]F (X) ' H0(l; Nl=X )La suite exacte de la proposition 1.2.5, après tensorisation par Ol(�1), s'écrit :0! Nl=X(�1)! ON�1l �
Ol(�1)������! Ol(d� 1)! 0Donc en passant aux sections globales on obtient une application : : 8><>: kN�1 ! H0(l;Ol(d� 1))(�2; :::; �N ) 7! NXj=2 �j � @G@xj�jlOn a supposé jusqu'ici que l était la droite d'équation x2 = ::: = xN = 0, et �xé les coordonnées enconséquence. Lorsque les coordonnées sont déjà �xées (ce qui est le cas par exemple pour l'hypersurface32



de Fermat étudiée dans la deuxième partie), il peut être plus interessant de considérer l'application 0suivante (où l'on impose aucune condition sur les coordonnées), qui a même image que  :0 : 8><>: kN+1 ! H0(l;Ol(d� 1))(�0; :::; �N ) 7! NXj=0 �j � @G@xj�jlProposition 1.2.8. Les applications 0 et  ont pour conoyau H1(l; Nl=X(�1)).Démonstration. La longue suite exacte de cohomologie s'écrit :0! H0(l; Nl=X(�1))! H0(l;Ol)N�1 �! H0(l;Ol(d� 1))! H1(l; Nl=X(�1))! H1(l;Ol)Or H1(l;Ol) = 0, ce qui nous donne le résultat. �1.3 Propriétés de F (X; x)Étudions de même F (X;x).Remarque 1.3.1. On a des équations explicites relativement simples dé�nissant F (X;x) dans H, où Hest un hyperplan �xé de PN ne contenant pas x (on peut supposer que H est un hyperplan de coordonnée,par exemple (xN = 0)).En e�et F (X;x), comme sous-schéma de H, est dé�ni par F (X;x) = fy 2 H j y 2 H et (x; y) � Xg.Donc un y de H appartient à F (X;x) si et seulement si G(x + ty) = 0 pour tout t, c'est-à-dire si etseulement si Gi(y) = 0 oùGi(y) = Xj�j=i0@ Xj�j=d et �>� a�C��x���1A i = 1; :::; dEn e�et G0 correspond à x 2 X ce qui est vrai par dé�nition de x.La proposition suivante permet de relier la dimension de F (X) à celle de F (X;x) :Proposition 1.3.2. dimF (X) 6 dimF (X;x) +N � 2L'égalité est atteinte pour x général.Démonstration. On utilise les résultats de [Har83] ex 3.22 p. 95. L'application surjective I ! Xa pour �bres les F (X;x) par dé�nition. Donc dim I 6 dimF (X;x) + dimX = dimF (X;x) + N � 1,et l'égalité est atteinte pour x général. Le morphisme (surjectif aussi) I ! F (X) a pour �bre P1, doncdimF (X) = dim I � 1. D'où dimF (X) 6 dimF (X;x) +N � 2, et l'égalité est atteinte pour x général. �Proposition 1.3.3. T[l]F (X;x) ' H0(l; Nl=X(�1))Démonstration. On suit la même démarche qu'au paragraphe 1.2. On obtient alors que le rang ded (x) est égal à la dimension de l'espace des polynômes en x0; x1 de degré d qui peuvent s'écrire sous laforme x1 NXi=2 @h0@xi (x0; x1; 0; :::; 0)Vi33



avec (V2; :::; VN ) arbitraires dans k. C'est-à-dire la dimension de l'espace des polynômes en x0; x1 dedegré d � 1 qui peuvent s'écrire sous la forme : PNi=2 @h0@xi (x0; x1; 0; :::; 0)Vi. On remarque de même queH0(l;Ol(d� 1)) est l'espace des polynômes homogènes de degré d� 1 sur l. On continue de même. �2 Hypersurfaces de FermatDé�nition 2.0.4. L'hypersurface de Fermat XdN est l'hypersurface de PN dé�nie par l'équationxd0 + : : : + xdN = 0On étudie le schéma F (XdN ).La détermination des droites contenues dans une hypersurface de Fermat de degré plus grand que Ndans PN pour N = 3 et 4 se trouve dans [AS91]. Le fait que la varieté des droites contenue dans unequartique de Fermat de dimension 3 est de dimension 2 en caracteristique 3 se trouve dans [Col79].Proposition 2.0.5. L'hypersurface XdN est lisse si et seulement si la caractéristique de k est 0 ou nedivise pas d.On supposera désormais ces hypothèses véri�ées. De plus on suppose que l'on a toujours N 6 d, (saufà la proposition 2.1.5). Dans le cas contraire on connait la dimension de F (XdN ) par la proposition 2.1.5.2.1 Généralités2.1.1 Description ensemblisteDé�nition 2.1.1 (droites standard). Soit I1; :::; Ir une partition de f0; :::; Ng, où Ij contient au moinsdeux éléments pour chaque j.Soit x 2 PN tel que Pi2Ij xdi = 0 pour tout j (on a x 2 XdN ). On note xIj l'élément de PN qui vautxi en i si i appartient à Ij et 0 sinon.On appelle droite standard de XdN une droite contenue dans �(�1xI1 + :::+ �rxIr) j � 2 Pr�1	.Remarque 2.1.2. Pour chaque x 2 �rj=1XdCard Ij�1, on a donc un sous-espace projectif de dimensionr � 1 �(�1xI1 + :::+ �rxIr) j � 2 Pr�1	 inclu dans XdN .Proposition 2.1.3. Les droites standard forment une famille de droites de XdN de dimension pure N�3.Démonstration. Pour chaque x 2 �rj=1XdCard Ij�1, le sous-espace f(�1xI1 + ::: + �rxIr) j � 2 Pr�1gde dimension r � 1 inclu dans XdN contient une famille de dimension 2r � 4 de droites (c'est G(1;Pr�1)).Or dim(�rj=1XdCard Ij�1) =Prj=1(Card Ij) � 2 = N + 1 � 2r. Les droites standard de XdN forment doncune famille de droites de dimension N + 1� 2r + 2r � 4 = N � 3. �Proposition 2.1.4. Si k est de caractéristique nulle ou strictement plus grande que d, et d > N , toutesles droites sont standard (pour N > 2).Démonstration.On démontre le résultat par récurrence sur N :� Dans le cas N = 2, le schéma Xd2 est une courbe qui n'est pas une droite (d > 2), donc ne contientaucune droite. En particulier, elles sont toutes standard.� N � 1) NOn suppose l � XdN mais l non inclus dans un hyperplan de coordonnées (sinon l � XdN�1, et on ale résultat). Donc on a l \ (xi = 0) réduit à un point.34



Supposons que l contienne un point avec 2 coordonnées nulles, par exemple le point (a0; :::; aN�2; 0; 0).Comme l ( (xN = 0), on peut trouver un point de l de la forme (b0; :::; bN�1; 1).On considère alors la droite l0 contenue dans XdN�1 passant par les points (a0; :::; aN�2; 0) et(b0; :::; bN�2; !), où ! est une racine d�ième de bdN�1+1. On applique l'hypothèse de récurrence à l0 :elle est nécessairement standard, c'est-à-dire de la forme f((�1 + t�1)xI1 + :::+ (�r + t�r)xIr)jt 2 kgpour � et � �xés dans Pr�1. On peut supposer que N�1 appartient à Ir. Donc �r = 0 . Il su�t doncde construire �0r et x0Ir qui conviennent pour l. On note x0N�1 une racine d�ième de xdN�1���dr , eton pose x0N = 1=�r et x0i = xi sinon. Ce qui nous donne le résultat pour l.Sinon, on note : A = (0; 1; a2; :::; aN ) 2 lB = (1; 0; b2; :::; bN ) 2 ldeux point de l. Comme l est contenue dans XdN , le point (t; 1; a2 + tb2; :::; aN + tbN ) est dansXdN pour tout t dans k. Comme Ckn 6= 0 (car d < p ou p = 0), on obtient le système suivant endéveloppant l'équation obtenue : 1 + ad2 + :::+ adN = 0b2ad�12 + :::+ bNad�1N = 0:::a2bd�12 + :::+ aN bd�1N = 01 + bd2 + :::+ bdN = 0On peut supposer que tous les ai et tous les bi sont non nuls, de même pour tous les ����ai ajbi bj ����.En e�et si ����ai ajbi bj ���� = 0 pour un couple i; j, on peut remplacer B par un A+ tB où deux coordonnéessont nulles, ce qui nous donne le résultat.Sinon, en prenant les N � 1 premières équations parmi les d� 1 équations centrales dans le systèmeprécédent (d > N), on a :0@ b2=a2 ::: bN=aN:::(b2=a2)N�1 ::: (bN=aN )N�1 1A0@ ad2:::adN 1A = 0Donc le déterminant de cette équation, �(bi=ai)�i<j(bi=ai�bj=aj), est nul, ce qui est absurde. Doncl est necessairement standard. �Proposition 2.1.5. Si N > d, on a dimF (XdN ) = 2N � 3� d.Remarque 2.1.6. Donc, dans le cas N > d, il y a des droites non standard.Démonstration. Dans le cas N = d, on a dimF (XNN ) = N � 3 par la proposition précédente.Si N > d, on coupe XdN par un hyperplan H de coordonnée (de sorte que XdN \H est une hypersurfacede Fermat de H). On a alors F (XdN \H) = F (XdN ) \ F (H) comme sous-schémas de G (1;PN ).Or F (H) ' G (1;PN�1 ), donc est de dimension 2N � 4, c'est-à-dire de codimension 2 dans G (1;PN ).Comme F (H) est lisse et donc localement intersection complète, dimF (XdN ) 6 F (XdN�1) + 2. Par récur-rence on obtient donc dimF (XdN ) 6 2N � d� 3.Par la remarque 1.2.1, on sait que dimF (XdN ) > 2N � d� 3. D'où l'égalité. �35



2.1.2 Étude de Nl=XdNProposition 2.1.7. Soit l une droite standard de XdN qui est générique dans son Pr�1. On a :h0(l; Nl=XdN (�1)) = N � r � 1h0(l; Nl=XdN ) = 2(N � r � 1)Démonstration.Soit L = Nl=XdN (�1)Par la suite exacte de la proposition 1.2.5, on a degL = 1�d, et rg (L) = N�2. Donc Riemann-Roch nousdonne : h0(l;L) = h1(l;L) � d+N � 1. De plus, par la proposition 1.2.8, on a h1(l;L) = dim(coker 0),où : 0 : 8><>: kN+1 ! H0(l;Ol(d� 1))(�0; :::; �N ) 7! d NXj=0 �j(xd�1j )jlCalcul de dim(coker 0) :l est une droite standard de PN contenue dans XdN , générique dans Pr�1 (où I1; :::; Ir est une partition def0; :::; Ng). Elle a pour équation f((ty1 + uz1)xI1 ; :::; (tyr + uzr)xIr) j t; u 2 kg, où xIj est dans XdCard Ij ,et y; z appartiennent à Pr�1 et sont généraux, donc en particulier on peut supposer les zj tous non nuls.Calculons 0(�0; :::; �N ).0(�0; :::; �N ) = d rXj=1Xi2Ij �i(tyj + uzj)d�1xd�1i= d rXj=1 d�1Xv=0Cd�1v tvyvjud�1�vzd�1�vj Xi2Ij �ixd�1i= d d�1Xv=00@ rXj=1�yjzj�vXi2Ij �ixd�1i zd�1j 1ACd�1v tvud�1�vDonc (�0; :::; �N ) 2 ker 0 s'écrit, sous forme matricielle,0BBBBBBBBBB@
1 � � � 1 1 � � � 1 1 � � � 1y1z1 � � � y1z1 y2z2 � � � yr�1zr�1 yrzr � � � yrzr... ... ... ... ... ...� y1z1�v � � � �y1z1�v �y2z2�v � � � � yr�1zr�1�v �yrzr�v � � � � yrzr�v... ... ... ... ... ...� y1z1�d�1 � � � �y1z1�d�1 �y2z2�d�1 � � � �yr�1zr�1�d�1 �yrzr�d�1 � � � � yrzr�d�1

1CCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBB@

�0xd�10 zd�11............�Nxd�1N zd�1r
1CCCCCCCCCCA = 0

Si on note A la matrice obtenue, son rang est le même que celui de la matrice de Vandermonde as-sociée, c'est-à-dire min(r; d), qui est r ici (l étant générique, on peut supposer les (yj=zj) tous distincts).D'où dim(ker 0) = d� r.Soit L = Nl=XdNLa suite exacte de la proposition 1.2.5 nous donne comme précédemment degL = N � 1 � d et rg L =N � 1� 1 = N � 2. Donc Riemann-Roch s'écrit h0(l;L)� h1(l;L) = 2N � d� 3.36



Soit �0 : H0(Ol(1))N+1 ! H0(Ol(d)) obtenu à partir de � de la même façon que 0 à partir de . Par unraisonnement identique à celui tenu pour 0, on a h1(l;L) = dim(coker �0). D'où h0(l;L) = 2N�2�rg �0.Dans des coordonnées �0(l0; : : : ; lN ) (où li = �it+ �iu) s'écrit :�0(�0; : : : ; �N ; �0; : : : ; �N ) = NXi=0(�it+ �iu)(xdi )jl= rXj=1Xi2Ij �ixd�1i zd�1j ud+ d�1Xv=10@ rXj=1�yjzj�vXi2Ij �ixd�1i zd�1j+ rXj=1 vd� v �yjzj�v�1Xi2Ij �ixd�1i zd�1j 1ACd�1v tvud�v+ rXj=1Xi2Ij �ixd�1i yd�1j tdDonc calculer le rang de �0 correspond à calculer le rang de la matrice (d + 1) � (2r) suivante (aprèssimpli�cations) : 0BBBBBBBBBBBBBBBBB@
1 � � � 1 0 � � � 0y1z1 � � � yrzr 1d�1 � � � 1d�1�y1z1�2 � � � �yrzr�2 2d�2 y1z1 � � � 2d�2 yrzr... ... ... ...� y1z1�v � � � �yrzr �v vd�v �y1z1�v�1 � � � vd�v � yrzr�v�1... ... ... ...� y1z1�d�1 � � � �yrzr �d�1 d�22 � y1z1�d�2 � � � d�22 �yrzr �d�20 � � � 0 (d� 1)� y1z1�d�1 � � � (d� 1)� yrzr �d�1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAqui est min(d + 1; 2r). Montrons donc que cette matrice dé�nit une injection. On va montrer que ledéterminant d'un mineur (carré de taille maximale) bien choisi est un polynôme non trivial en les Xi =yi=zi, et comme tout polynôme non nul est génériquement non nul, on aura le résultat. Cherchons lecoe�cient de X2d�21 X2d�62 X2d�103 : : : (on arrête le produit quand on est à court d'exposants ou à courtd'indices). Ce coe�cient sera non nul parce queX2d�21 ne peut venir que des deux dernières lignes, colonnes1 et r+1 ; puis X2d�62 vient des deux lignes précédentes, etc. On parcourt deux "droites de pente 2" dansla matrice. Comme la hauteur (d+ 1) est supérieure à la largeur (2r 6 N), il n'y a pas de problème. �Remarque 2.1.8. En reprenant la preuve ci-dessus on constate que l'on a plus généralementh0(l; Nl=XdN (�1)) = N �min(r; d) � 1 et h0(l; Nl=XdN ) = 2N �min(d+ 1; 2r)� 2).Remarque 2.1.9. On a plus généralement, pour �1 6 n 6 d=2�1 : h0(l; Nl=XdN (n)) = (n+2)(N�r�1).37



Proposition 2.1.10. Soit l une droite standard de XdN qui est générique dans son Pr�1.On a, pour r = 2 : Nl=XdN ' Ol(1)N�3 �Ol(2� d)et pour r = 3 : Nl=XdN ' Ol(1)N�4 �Ol(1� d2)�Ol(2� d2)si d est pair, Nl=XdN ' Ol(1)N�4 �Ol(1� d� 12 )2si d est impair.Démonstration.1. Cas r = 2Par la proposition 1.2.5 on a la décomposition suivante de Nl=XdN :Nl=XdN ' N�2Mi=1 Ol(ai) avec 1 > a1 > : : : > aN�2On a donc H0(l; Nl=XdN (�1)) = N�2Mi=1 H0(l;Ol(ai � 1))= Mfijai=1gH0(l;Ol(ai � 1))= Mfijai=1g kOr h0(l; Nl=XdN (�1)) = N � r � 1 = N � 3, d'où (a1; : : : ; aN�2) = (1; : : : ; 1; a).De plus deg(Nl=XdN (�1)) = N � 1� d (par la suite exacte)= N � 3 + ad'où a = 2� d. Donc Nl=XdN ' Ol(1)N�3 �Ol(2� d)2. Cas r = 3On part de la même décomposition Nl=XdN 'LN�2i=1 Ol(ai) avec 1 > a1 > : : : > aN�2, et on consi-dère les sections globales après décalage, en appliquant la proposition précédente : h0(l; Nl=XdN ) =N � 4. Donc (a1; : : : ; aN�2) = (1; : : : ; 1; a; b).De même, l'étude des sections globales de Nl=XdN (n), avec n partie entière de d�12 � 2, impose a etb inférieurs à �n� 1. L'étude du degré de Nl=XdN donne a+ b = 3� d, d'où le résultat. �Proposition 2.1.11. On suppose p = 0 ou p > d.Les seules composantes génériquement réduites de F (XdN ) correspondent alors au cas N impair et lstandard dé�nie à partir d'une partition en sous-ensembles à deux éléments. Il y en a autant que de PN+12 ,c'est-à-dire N(N � 2):::3:1. 38



Démonstration. Soit l une droite générique de XdN . On a T[l]F (XdN ) ' H0(l; Nl=XdN ) par la propo-sition 1.2.7. Or dimF (XdN ) = N � 3 par comptage des droites standard (p > d ou p = 0 donc toutes lesdroites sont standard), et dimH0(l; Nl=XdN ) = 2(N � r � 1) (proposition précédente).Dire qu'il existe un point lisse est équivalent à dire qu'il existe un point lisse dans un ouvert densearbitraire. Donc on peut supposer ce point l générique. Donc F (XdN ) lisse en [l] si et seulement sidimF (XdN ) = N � 3 = dimT[l]F (XdN ) = 2(N � r � 1), c'est-à-dire 2r = N + 1. Ce qui correspondaux partitions de f0; : : : ; Ng en sous-ensembles à deux éléments. �2.2 F (Xpr+1N )On se place désormais en caractéristique p > 0, et on étudie Xpr+1N . Il y a alors des droites nonstandard, comme on le voie dans la proposition suivante. Cette étude nous donnera des informations surXpr+1N pour dj(pr + 1), en particulier dans la partie 2.2.1.Proposition 2.2.1. Pour d = pr + 1, il y a exactement d3(d � 3) droites non standard et 3d2 droitesstandard sur Xd3 .Démonstration. On suppose l � Xd3 . La droite l n'est pas incluse dans un hyperplan de coordonnéescar Xd2 est une courbe qui n'est pas une droite (d > 1). Donc on a l\ (xi = 0) réduit à un point. on note :A = (0; 1; a2; a3) 2 lB = (1; 0; b2; b3) 2 ldeux point de l. Comme l est contenue dans Xd3 , le point (t; 1; a2 + tb2; a3 + tb3) est dans Xd3 pour tout tdans k. Comme d = pr + 1, on obtient le système suivant en développant l'équation obtenue :1 + apr+12 + apr+13 = 0apr2 b2 + apr3 b3 = 0a2bpr2 + a3bpr3 = 01 + bpr+12 + bpr+13 = 0La deuxième équation est équivalente à ap2r2 bpr2 + ap2r3 bpr3 = 0. On a donc le système suivant : ap2r2 ap2r3a2 a3 ! bpr2bpr3 ! = 0Si le déterminant de cette matrice est non nul, on a necessairement b2 = b3 = 0, or (1; 0; 0; 0) n'appartientpas à Xd3 . Donc : a3ap2r2 = a2ap2r3Dans le cas où a2a3 est nul, on obtient toutes les droites standard : si a2 (respectivement a3) est nul, alorsb3 (respectivement b2) l'est aussi. Il y en a 3d2.Dans le cas contraire, on a ap2r�12 = ap2r�13 avec a2 (et donc a3) non nul. Donc a2 = !a3 où ! est uneracine p2r � 1-ième de l'unité. Par symétrie des rôles joués par bi et ai dans le premier système, on trouveque l'on a de même b2 = !0b3. En remplaçant a2 et b2 dans ce même système on trouve le système suivant :!0!pr = �1!!0pr = �139



On remarque que ces deux équations sont équvalentes, et que le choix d'un ! impose celui de !0.Les points A et B sont donc necessairement de la forme :(0; 1; !a; a)(1; 0;� 1!pr b; b)où ! est une racine p2r � 1-ième de l'unité. Et pour que l soit contenue dans Xd3 il faut et il su�t que Aet B soit dans Xd3 .Étudions juste le cas de A, celui de B étant symétrique. On doit donc avoir a solution de l'équation1 + ad + !dad = 0. C'est-à-dire !d 6= �1 (pour qu'il y ait une solution) et ad = �1=(1 + !d). Or, comme!pr+1 = �1 implique !p2r�1 = 1,Card n! 2 kj !p2r�1 = 1 et !pr+1 6= �1o = Card n! 2 kj !p2r�1 = 1o� Card �! 2 kj!pr+1 = �1	= p2r � pr � 2On a donc d choix possibles pour a, de même pour b, et (d�1)2�d�1 choix pour !, tout ces choix étantindépendants. Donc il y a d2((d� 1)2 � d� 1) = d3(d� 3) droites non standard sur Xd3 . �2.2.1 Unirationalité de XdN pour djpr + 1C'est la généralisation d'un résultat donné dans [Shi95] pour certaines valeurs de N . On suit ici ladémarche de [Deb01] (ex page 67).Théorème 2.2.2. Si N > 3 et dj(pr + 1), l'hypersurface XdN est unirationnelle.Pour démontrer ce théorème, on va construire une application rationnelle dominante expliciteA N�1k 9 9 KXq+1Noù q = pr.Proposition 2.2.3. Si N > 3, l'hypersurface Xq+1N est unirationnelle.Démonstration. On pose donc ici d = q + 1 = pr + 1. Soit ! une racine d-ième de �1. Un calculimmédiat montre que l'hypersurface XdN contient la droite l passant par (1; !; 0; :::; 0) et (0; 0; 1; !; 0; :::; 0),d'équation (t; t!; 1� t; (1� t)!; 0; :::; 0).Le pinceau d'hyperplans contenant la droite l d'équation �t!x0 + tx1 � !x2 + x3 = 0, indexés par t 2 k,induit une application rationnelle � : XdN 9 9 K A 1k . Elle est dé�nie sur l'ouvert U = XdN � H, où H estl'hyperplan f!X0 �X1g, par : � : � k[t] ! O(U)t 7! !X2�X3X1�!X0 �Ce qui fait de k(XdN ) une extension de k(t).Étudions la �bre générique de � au-dessus de k(t1=q) :C'est A = O(U)
k k(t1=q), où t = !X2�X3X1�!X0 , etO(U) = (k[X0; :::;XN ]=(Xd0 + :::+XdN ))[ 1X1 � !X0 ]c'est-à-dire A = k[X0; :::;XN ]=(Xd0 + :::+XdN )[(!X2 �X3X1 � !X0 )1=q]40



Simpli�ons l'équation Xd0 + ::: +XdN = 0, en utilisant le fait que t = !X2�X3X1�!X0 , et que l'on s'autorise à enprendre la racine q-ième :4Xi=0 Xdi = Xd0 +Xd1 +Xd2 + (t!X0 � tX1 + !X2)d +Xi>4 Xdi= Xd0 +Xd1 + tq+1(!X0 �X1)q+1 + !X2tq(!X0 �X1)q + !qXq2 t(!X0 �X1) +Xi>4 Xdi= �!qXq0y2 � !X0yq2 + yq+12 + tq+1yq+12 + !X2tqyq2 + !qXq2 ty2 +Xi>4 Xdi= !q(Xq2 t�Xq0)y2 + !(X2tq �X0)yq2 + (1 + tq+1)yq+12 +Xi>4 Xdi= yq1y2 + y3yq2 +Xi>4 ydiOù l'on a e�ectué le changement de variable :y1 = X2t1=q �X0y2 = �X1 + !X0y3 = !(X2tq �X0) + (1� tq+1)(!X0 �X1)yi = Xi pour i > 4:Le cas N = 3 est un peu particulier. En e�et y2 se factorise dans l'équation de la �bre, c'est-à-dire que la�bre est en fait la réunion de la droite l et de la courbe d'équation yq1 + yq�12 y3. Ce qui nous donne :V 0 � A 1k�� // U�� � // Xd3�~~~ ~ ~ ~A 1k q:1 // A 1kL'application (y1; y2) 7! (y1; y2;� yq1yq�12 ) montre que V 0 = Spec (k[y1; y2; y3]=(yq1 + yq�12 y3)) est birationnelà A 2k . D'où une application dominante A 3k 9 9 KXd3 : l'hypersurface Xd3 est unirationnelle.Dans le cas où N > 3, on a de même, avec U 0 = Spec (k[y1; :::; yN ]=(yq1y2 + yq2y3 + yq+14 + :::+ yq+1N )) :A N�1k //___ !!CCCCCCCC U 0 //�� U�� � // XdN�~~~ ~ ~ ~A 1k q:1 // A 1kOn vient donc de montrer que XdN est unirationnelle. �On a en particulier démontré la proposition suivante :Proposition 2.2.4. Xq+1N a un revêtement purement inséparable de degré q qui est rationnel.Démonstration.(du théorème) Soit m 2 N tel que md = pr + 1. L'application Xq+1N � XdN induitepar Xi 7! Xmi permet de se ramener au cas de la proposition 2.2.3. �2.2.2 Description de F (Xpr+1N )On va montrer que ce schéma est lisse de dimension 2N � 6 (pour la connexité on peut regarder[Bea90]). Pour cela, nous allons étudier F (Xpr+1N ; x), dont on connait explicitement les équations. On se41



place en un point x 2 Xpr+1N �xé, et on peut supposer que xN = 1. On considère désormais F (Xpr+1N ; x)comme un sous-schema de l'hyperplan H = fXN = 0g ' PN�1 de PN .Proposition 2.2.5. Le schéma F (Xpr+1N ; x) est de dimension > N � 4, mais il n'est nulle part réduit.Démonstration. F (Xpr+1N ; x) est dé�ni par les équations suivantes dans PN�1 (d'après un calculdirect fait dans la première partie) :N�1Xi=0 xpri yi = N�1Xi=0 xiypri = N�1Xi=0 ypr+1i = 0Donc ici dimF (Xpr+1N ; x) > N � 1� 3 = N � 4.D'autre part, l'espace tangent T[l]F (X;x) est isomorphe ici à kN�3 car le rang de la jacobienne estinférieur ou égal à 2, donc dimT[l]F (X;x) > dimF (X;x) : le schéma F (X;x) n'est nulle part réduit. �Corollaire 2.2.6. Pour N > 4, l'hypersurface Xpr+1N est recouverte par des droites.Corollaire 2.2.7. Le schéma F (Xpr+1N ) est lisse de dimension 2N � 6.Démonstration. Par la proposition 1.3.2, le schéma F (Xpr+1N ) est partout de dimension > 2N � 6.Par la proposition 1.2.7, T[l]F (Xpr+1N ) est isomorphe à H0(l; Nl=Xpr+1N ). Or par la proposition 1.2.5, ona N�2Xi=1 ai = N � 1� det ai 6 1. De plus, par la proposition précédente, on sait qu'il y a au moins N � 3 ai égaux à 1. Donc(a1; :::; aN�2) = (1; :::; 1; 2 � d) (et 2� d < 0). D'où F (Xpr+1N ) est lisse de dimension 2N � 6 etNl=X ' Ol(1)N�3 �Ol(2� d) �Corollaire 2.2.8. Le schéma F (Xpr+1N ; x) est de dimension exactement N � 4 pour x général.2.2.3 Xpr+1N est recouverte par des droites pour N > 4Dans toute cette partie, on a N > 4 (et r > 1).Proposition 2.2.9. Xpr+1N est uniréglé par des droites, mais aucune n'est libre.Démonstration. Par la proposition précédente, Nl=X ' Ol(1)N�3 � Ol(2 � d), or 2 � d < 0, doncXpr+1N ne contient aucune courbe rationnelle libre. �3 AppendiceOn peut calculer directement l'espace tangent à F (X) en [l] par le foncteur des points associé à F (X).Le problème est alors de montrer que le foncteur que l'on considère et le foncteur des points associé auschéma dé�ni à la première partie sont bien identique, c'est-à-dire que la représentabilité du schéma deHilbert. Pour plus de détails on pourra regarder [Kol96].On peut considérer le foncteur des points associé à F (X) :42



Proposition 3.0.10. Le foncteur des points associé à F (X) est :F (X) : fk � schémasg ! EnsT 7! � sous-schémas de X �k T plats sur Tet dont le polynôme de Hilbert des �bres est t+ 1 �Calculons l'espace tangent à F (X) en tant que foncteur : Si flg est un point de F (X)(k), c'est la �breF = T[l]F (X) de F (X)(k["]) (où "2 = 0) au-dessus de flg :F (X)(k["])F (X)(')�� F��? _ooF (X)(k) flg? _ool est un sous-schéma fermé de X, donc Ol est un quotient de OX . Donc F est l'ensemble des k["]-algèbrequotient de OX�kSpec k["] ' OX ["] plates sur k["] qui redonnent Ol après passage au quotient par ". C'estles déformations de [l] dans X.Proposition 3.0.11. T[l]F (X) ' H0(l; Nl=X )Démonstration.F � H0(l; Nl=X) :Soit A 2 F . Comme A est plate sur k["], et que "k["] ' k de façon canonique, on a "A ' Ol canoniquement.De plus, par dé�nition, A=" ' Ol, donc A est une extension de la forme 0! Ol �"�! A! Ol ! 0.Par ailleurs OX ["] est une OX-algèbre et A un quotient de OX ["], d'où une application OX ! A. Cetteapplication envoie Il=X , l'idéal dé�nissant l dans OX , dans "A. En e�et en composant par l'applicationA! "A on retrouve l'application OX ! OX=Il=X ' Ol.On a donc construit une application Il=X ! Ol (Ol ' "A), qui envoie I2l=X sur 0, c'est-à-dire un élémentde l'ensemble HomOl(Il=X=I2l=X ;Ol) = H0(l; Nl=X).H0(l; Nl=X) � F :Construisons l'inverse de l'application précédente. Soit f 2 H0(l; Nl=X), qui se relève en une applicationf : Il=X ! Ol. On considère l'algèbre A quotient de OX ["] par le faisceau d'idéaux engendré par (IdOX �"f)(Il=X). A convient et cette construction est inverse de la précédente. �
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Cinquième partieIntroduction au domaine de recherche

44



1 IntroductionOn s'interesse aux courbes sur les variétés algébrique entre autre parce que un morphisme f : X ! Y à�bres connexes avec Y normal (obtenu par exemple après la factorisation de Stein d'un morphisme propre)est caractérisé à isomorphisme près par les courbes qu'il contracte. La connaissance de ces courbes sur lavariété permet donc de mieux comprendre la géométrie de la variété étudiée.Dans tout cet exposé on travail sur un corps k algébriquement clos non dénombrable. Les variétésconsidérées sont lisses.2 Géométrie des hypersurfaces2.1 Surfaces régléesDé�nition 2.1.1. Soit X une sous-variété de dimension n de PN . La variété X est dite réglée s'il existeune variété Y de dimension n � 1 et une application birationnelle P1 � Y ! X. La variété X est diteuniréglée s'il existe une variété Y de dimension n�1 et une application rationnelle dominante P1�Y ! X.Remarque 2.1.2. De même qu'une variété unirationnelle est dominée par une variété rationnelle, unevariété uniréglé est dominée par une variété réglée.2.2 DroitesLes droites contenues dans une hypersurface X de PN de degré d sont des sous-espaces linéaire de PN .En particulier elles forment un sous-schéma fermé F (X) de G (1;PN ), que l'on peut étudier directement.Par des calculs sur les ouverts de carte de G (1;PN ) on montre la proposition suivante (où l'on a égalitépour X général).Proposition 2.2.1. dimF (X) > 2N � d� 3Remarque 2.2.2. Plus le degré de l'hypersurface augmente, moins il y a de droites. En particulier pourX générale et d > 2N � 3 il n'y a pas de droites sur X.Exemple 2.2.3. Toute cubique lisse dans P3 contient 27 droites. Pour la cubique d'équationsx30 + x31 + x32 + x33 + x34 = x0 + x1 + x2 + x3 + x4 = 0(Dans P4, mais la seconde équation est linéaire) dite cubique diagonale de Clebsch, les 27 droites sontréelles. On a donc bien une famille de droites de dimension 0.
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On a un résultat important, qui nous permet d'étudier la structure de F (X).Théorème 2.2.4. Soit l une droite contenue dans l'hypersurface X. On a alors :T[l]F (X) ' H0(l; Nl=X )Remarque 2.2.5. Il su�t en fait d'avoir X lisse le long de l. Ce résultat est la conséquence d'un résultatplus général sur l'espace tangent au schéma de Hilbert.3 Variétés de FanoOn s'interesse ici à l'étude des variétés de Fano.Dé�nition 3.0.6. Un diviseur D sur une variété X est dit nef (pour �numerically e�ective�) si pour toutsous-schéma integre Y de X de dimension r, Dr:Y > 0.En fait il su�t de tester sur les courbes.Proposition 3.0.7. Un diviseur D sur une variété X est nef si et seulement si son nombre d'intersectionavec toute courbe contenue dans X est positif ou nul.Dé�nition 3.0.8. Une variété de Fano est une variété projective lisse X dont le diviseur anti-canonique�KX est ample.En particulier, dans ce cas, KX est aussi loin que possible d'être nef : il est de degré négatif sur toutecourbe.Exemple 3.0.9. L'espace projectif PN , les hypersurfaces de degré d inférieur à la dimension (ou lesintersections complètes avec d1 + :::+ ds 6 n).En e�et, lorsqu'on étudie les variétés, deux cas extrèmes se présentent. D'une part les variétés de typegénéral, où le diviseur canonique KX est ample. C'est le cas en particulier si le degré d de la variété est46



strictement inférieur à sa dimension. Lorsque l'on �xe la dimension, il y en a donc une in�nité. D'autrepart les variétés de Fano. Lorsque l'on �xe la dimension, il n'y en a qu'un nombre �ni de familles. Maison sait mieux les étudier.Théorème 3.0.10 (Miyaoka-Mori). Les variétés de Fano sont uniréglés en courbes rationnelles.Remarque 3.0.11. Il n'existe pas pour l'instant de démonstration ne passant pas par la caractéristiquep > 0. En e�et on utilise le morphisme de Frobenius, puis un lemme de �bend-and-break�.Soit f : P1 ! X une courbe rationnelle de degré d0 sur la variété X. Par le lemme 1.1.6, on a ladécomposition suivante de f�TX :f�TX ' N�2Mi=1 Ol(ai) avec d0 > a1 > : : : > an�1f sera dite libre si an�1 > 0.Théorème 3.0.12. La variété X est uniréglé s'il existe une courbe libre sur X. La réciproque est vraieen caractéristique 0.Remarque 3.0.13. La réciproque est fausse en caractéristique p strictement positive. Kollàr a construitdes exemples de variétés de Fano qui n'ont aucunes courbes rationnelles libres. Dans la proposition 2.2.9on a montré que les hypersurfaces de Fermat de degré d = pr + 1 sont uniréglées par des droites, maisqu'aucunes n'est libre.Remarque 3.0.14. L'idée de la démonstration est queT[f ]Mord(P1;X) ' H0(P1; f�TX)Or si f est libre, le morphisme d'évaluation ev : P1 �Mord(P1;X) a une di�érentielle surjective en f , etdonc ce morphisme est dominant.
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