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On étudie ici les droites sur les hypersurfaces de PV, a partir du chapitre 2.4. de [Deb01]. La premiére
partie étudie le cas général, en se basant sur [BVAV78|. Puis, a 'aide des propriétés trouvées, on étudie
le cas des hypersurfaces de Fermat.

Dans toute la suite, on travaille sur un corps k algébriquement clos. Tous les sous-schémas considérés
sont des sous-schémas fermés.

1 Préliminaires
On se place dans un premier temps dans un cadre général.

Notation 1.0.1. Dans toute cette partie, on note G un polyndéme homogéne de degré d > 0 fixé, et X
I'hypersurface de PV définie par G.

1.1 Notations et définitions

On suit dans cette partie la construction de [BVAVTS].
Notons k[zg, ..., zn]|q I'ensemble des polynoémes homogenes de degreé d.
Soit F' = {([l],h) € G(1,PY) x k[zo, ...,xn]q | hyy = 0} la variété d’incidence.
C’est un sous schéma de G(1,PV) x k[xg, ..., xx]q, qui est un fibré vectoriel sur G(1,PV) :

F

|+

G(1,PN)

k‘[.’L‘(), ...,l’N]d

Définition 1.1.1. On définit la variété de Fano F(X) associée & X par F(X) = p o9~ 1(G).
Elle a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X.

En effet Papplication ¢ est juste une projection et 1! (G), qui a une structure naturelle de schéma,
est contenu dans G(1,PY) x {G}. Donc F(X) a bien une structure de schéma, celle de »~!(G). On la
calculera explicitement au paragraphe 1.2.

Remarque 1.1.2. F(X) a une structure de schéma projectif, car c’est un sous-schéma de la grassmanienne
G(1,PN) ~ G(2, kN *1), donc elle se plonge dans un P” par le plongement de Pliicker.

Remarque 1.1.3. Il peut étre intéressant de ne pas choisir de coordonnées dans PV a priori, ¢’est-a-dire
de voir PV comme un PV avec V un espace vectoriel de dimension N + 1 sur k. Dans ce cas Elxo, ..., TN]d
est remplacé par Sym?V*. La fibre de ¢ : F — G(1,PV) au-dessus d’un point [I] = [PI] de G(1,PV) est
alors le noyau du morphisme naturel Sym?V* — Sym?" ([DM98]).
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Considérons le diagramme suivant, ou I = {([l],z) € F(X) x X | x € I} est un sous-schéma de
F(X) x5, X :
I
lprl

F(X)—— G(1,PN)

pr2

X PN

I — F(X) est un fibré en PL. C’est une restriction du fibré standard sur la grassmanienne.

Définition 1.1.4. Soit x € X. On définit F(X,z) associée & X par F(X,z) = pri o pry ' (z).
F(X,z) a une structure naturelle de schéma et indexe les droites contenues dans X passant par z. C’est
un sous-schéma de F(X).

Remarque 1.1.5. Les droites passant par = dans PV (c’est-a-dire G(1,P"V;z)) sont paramétrées par un
hyperplan de PV, dont F(X,z) est un sous-schéma.

On énonce un lemme utile sur les faisceaux localements libres de rang fini sur P!,

Lemme 1.1.6. Tout faisceau localement libre de rang fini sur P! est isomorphe a une somme directe
de faisceaux inversibles (Donc, comme Pic P! = Z, 4 une somme directe de Op:(a;), avec unicité des
a;).(exercice 2.6 p 384 de [Har83])

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel sur P'. Montrons tout d’abord que si s est une section
globale de E, qui n’est pas partout non nulle, cette section est multiple d’une section de E(—1). Supposons
que s s’annule en z € P!, et notons que le degré du corps résiduel de x est necessairement 1 (k est
algébriquement clos). On considére f une section de O(1) s’annulant en x, qui correspond au polynome
irréductible définissant . Alors s/f est une section globale de E(—1).

On construit les O(—n) cherchés par récurrence sur n. Soit n fixé, et supposons que 'on a des sections
globales s; de E(n;), pour n; < n telles que les O(—n;).s; soient en somme directe dans F (comme
sous-faisceaux) que I'on notera F, et que HY(P!, F(m)) = H°(P', E(m)) pour tout m < n. On choisit
des sections globales t; de F(n) qui engendrent un supplementaire de H°(P!, F(n)) dans H°(P!, E(n)).
Montrons que les O(—n;).s; et les O(—n).t; sont en somme directe dans E, c’est-a-dire que les (¢;), sont
linéairement indépendant dans E,/F, pour tout x. Supposons le contraire : on a alors une combinaison
linéaire a coefficients non tous nuls ¢ des ¢; et une section s de F'(n) tels que t —s = 0 en x. Donc d’apreés
ci-dessus t — s = f.r o r appartient & HO(P', E(n — 1)) = H°(P!, F(n — 1)). Donc t = s + f.r est dans
HO(P!, F(n — 1)) ce qui contredit la définition des ¢;. O

Soit [ une droite sur X, telle que X soit lisse le long de I (IV;,x est alors localement libre). On a alors,
par le lemme précédent, la décomposition suivante :

Nyx =0O(a1) © ... ® Oan) avec a1 = ... = ap
Définition 1.1.7. [ est dite libre si a,, > 0, c’est-a-dire si N;,x est engendré par ses sections globales.
Remarque 1.1.8. Si a,, > —1, le schéma F(X) est lisse en [I] par le corollaire 1.2.6

Remarque 1.1.9. Si f est libre, on a Kx.l = — > a; < —2, donc Kx n’est pas nef.



1.2 Propriétés de F(X)

Etudions dans un premier temps F(X). Nous allons faire des calculs explicites de vecteurs tangents
dans des coordonnées. On notera dans la suite E le k-espace vectoriel k[zg, ..., xn]4.

Calculons tout d’abord le rang de diy en un point ([I],hg) de F. On peut choisir des coordonnées
telles que [ soit la droite engendrée par (1,0, ...,0) et (0,1,0,...,0), et on notera [ le plan de kVN*! cor-
respondant dans G(2, kN *1). Les calculs dans G(1,PV) et G(2,kVN*1) étant équivalent, on va se placer
au-dessus de G(2,kV*1). Tout plan I’ de kN1 contenu dans un voisinage suffisamment petit U de []
dans G(2, kN*1) est engendré par deux points (uniques) (1,0, ug, ...,un) et (0,1, v, ...,vx). On peut donc
utiliser (ug, ..., un,ve, ..., vn) comme coordonnées locales dans U.

Remarque 1.2.1. Sur cet ouvert on connait les équations explicites qui définnissent F(X) dans G(1,PV).
En effet la droite {(1, ¢, ug+tvs, ..., uny +toy)|t € k} est contenue dans X si et seulement si G((1,¢, u+tv)) =
0 pour tout t. Ce qui nous donne en développant au plus d 4+ 1 équations explicites, et donc en particulier
que F(X) est de dimension au moins 2N —d — 3.

Une base de I'espace tangent T[Z—,]G(2, ENF1) nous est donnée par les dérivées partielles par rapport a

ces indéterminées, restreintes a I’ :

9 9 9 9
Qug i’ Qun i Qua i’ Dun

et les coordonnés d'un vecteur tangent en I’ dans cette bases seront notées (Us,...,Un, Va, ..., V). Les
éléments de F sont des polynomes de la forme (avec des multi-indices) : h = Z|k|: d axr. On choisit les

K pour base de E, et les 0/0ax sur T, E. Les coordonnées d'un vecteur tangent en hy dans cette base
seront notées Ay, ce qui nous donne une identification entre E et Ty E. Le vecteur correspondant & h sera
noté H.

Proposition 1.2.2. L’espace tangent Ty ho)(F) est l'espace :

N
oh
{(U27 [RX3) UN7 V27 [EE3) VN7H) € ]—'[_}(G(27 kN+1)) X ThOE ‘ Z a—moﬂ(UZxO + V;xl) + hO|Z = 0}
i=2 "
Démonstration. Un point (ug, ..., un,v2,...,un,h) € U x E appartient a F' si et seulement si on a
h(A(1,0,uz,...,un) + 1(0,1,v9,...,ux)) = 0 pour tout couple (A, u) dans k. Donc un vecteur tangent
Uz, 0, Un, Vay oo Vi, H) € Ty 00 (G2, KN ) X E)

sera tangent si et seulement si pour tout couple (A, ) dans k

N

0 0
0 = Z <UZ8—UZ + ‘/7,8_1)Z> hO()‘(l’Ovu27 ,UN) + M(O’ 1, v, "'aUN))

=2
+ Z Ak%ho()\(l, 0, U, ...y UN) + ,U(O, 1, V2, ..., ’UN))

|k|=d
N

Ohg
= %(A(lv 0) U, .- UN) + M(Ov 1) V25 ey UN))(UZ)‘ + vau)

i=2 "
+ Z AN LR (Nug + pwg) k2 (A + oy )Y

|k|=d



Au point ([I], ho) on a de plus que u; = 0 et v; = 0 pour ¢ > 2. Donc on trouve comme condition necessaire

et suffisante pour que (Us,...,Un, Va, ..., VN, H) soit tangent & F en ([l], ho) :

N
oh.
8—;()\,%0, s 0)(Us A+ Vi) + Z Apo k.0, 0N pF =0
i=2 v ko+k1=d
pour tout (A, u) dans k. Ce qui est la formule de la proposition. O

Comme Dapplication di envoie (Us,...,Un, Va,..., VN, H) sur H, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.3. Le rang de dy : T ho)(F) — T, (E) est égal ala dimension de 'espace des polynomes
en xg,r1 de degré d qui peuvent s’écrire sous la forme :

N, oo
81137;

(x0, 21,0, ...,0)(Uizo + Viz1)
=2

avec (U, ...,Un, Va, ..., V) arbitraires dans k.

On remarque que HY(1,0;(1)) est I'espace des polynomes homogeénes de degré 1 sur 1, et HO(1,0;(d))
Iespace des polynémes homogenes de degré d sur [ (donc ~ T}, (E)). Le corollaire implique en particulier :

Proposition 1.2.4. La différentielle d¢) en un point ([l],hg) deF est surjective si et seulement si le

morphisme
N

B:EPH1OI(1) — HO(I, O(d))

défini par

. Ohg
(52, ..., SN) — Z 8x-(m0’$1’0""’0)5i

2

est surjectif.

Démonstration. On se contente de remarquer que lorsque (Us,...,Un, Va, ..., Vi) parcourt k*N—2
le polynoéme s; = Ujzg + Viwy parcourt k[zg,z1]1 ~ HO?(I,0;(1)) en entier, c’est-a-dire qu’on oublie
(partiellement) le choix d’une base de HO(1,0;(1)) qui avait été fait. O

Le morphisme que 'on vient d’obtenir provient en fait naturellement de suites exactes sur les fibrés
normaux. Nous pourrons alors en donner une interprétation sans choisir de coordonnées.

Proposition 1.2.5. On suppose que X est lisse le long de la droite | C X. Alors

N
Nyev =~ EPou)
2
(Nxpv)p =~ Oi(d)

N—2
Nyx =~ P o)
i=1

avec 1 > a1 > ... > an_o. De plus, le morphisme 3 de la proposition 1.2.4 est 'application H%(a) :
HO(Z7NZ/PN) — HO(, (Nx/pv)p1) induite par la suite exacte suivante :

0— Nyx — Nypw = (Nxpv)y — 0
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Démonstration. Si on note X’ ’ensemble des points singuliers de X, on a alors le diagramme suivant
(les faisceaux sont sur X — X', qui est non vide car X est supposée réduite), ot ’étude de o’ nous donnera
le résultat :

0

0 Tx (Tpn )| x — Nx/pv —0

0

En effet, on a la suite exacte classique des fibrés tangents et normaux (sur X — X’ qui est un sous-
schéma (pas forcemment fermé) lisse irréductible de la variété lisse PV au-dessus de k) : 0 — Tx —
Tpn ® Ox — Ny pnv — 0 ([Har83] page 182). La suite exacte verticale est obtenue en passant au dual et
en se restreignant 4 X — X’ dans la suite exacte 0 — Qpy — Opn (=1)VF! — Opny — 0 ([Har83| théoréme
8.13 page 176) car PV est lisse.

Etudions /' dans des coordonnées. Pour un s € X — X’ fixé, posons ¢t un générateur de Oy x(1). Le
noyau de o’ en s est alors I'ensemble des (Upt, ..., Unt) de Os x (1)V+1 tels que (Up, ..., Un) soit tangent a
X, c’est-a-dire tels que vazo Uig—g = 0. Donc le noyau de 'application de Ox (1)N*! dans Ox(d) définie
par :

N
(Uot, ..., Unt) — ZUZ-SG

=0

t

Ty

coincide avec le noyau de o’. On peut donc trouver une identification entre N x/pN et Ox(d) tel que
les deux applications coincident. La fin de la preuve est donc la conséquence de la commutativité du
diagramme suivant :

(Tpn )i Nypn
(Nx/pv))i
La décomposition de N;,x provient du lemme 1.1.6, et I'inégalité sur les degrés des a; de la suite exacte,
en tensorisant par O;(—2), puis en passant aux sections globales. ]

Corollaire 1.2.6. Soit [ comme précédemment. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. I correspond & un point régulier de F(X) (c’est-a-dire F et ¢ ~1(G) se coupent transversalement).
2. l'application N;pn — (Ny /PN)IZ induit une application surjective sur les sections globales.
3. H'(I,N;x) =0

Démonstration. ’équivalence entre 1 et 2 est la version sans coordonnée de la proposition 1.2.4. La
longue suite exacte de cohomologie nous donne 1’équivalence entre 2 et 3. O



Proposition 1.2.7.
TyF(X) ~ H°(I, Ny x)

La suite exacte de la proposition 1.2.5, aprés tensorisation par O;(—1), s’écrit :

1 a®0l(_1) Ol(d _ 1) — 0

0— NZ/X(_l) — OlN_
Donc en passant aux sections globales on obtient une application :

EN-1 — Ho(l O)(d—1))

T gy Ay Z)\ <8x]>

On a supposé jusqu’ici que ! était la droite d’équation zo = ... = zy = 0, et fixé les coordonnées en
conséquence. Lorsque les coordonnées sont déja fixées (ce qui est le cas par exemple pour I'hypersurface
de Fermat étudiée dans la deuxiéme partie), il peut étre plus interessant de considérer I’application ~/
suivante (ou ’on impose aucune condition sur les coordonnées), qui a méme image que 7 :

N — Ho(l Oi(d—-1))

T G ZA <ax]>

Proposition 1.2.8. Les applications 7/ et v ont pour conoyau Hl(l,Nl/X(—l)).

Démonstration. La longue suite exacte de cohomologie s’écrit :
0— H°(,Nyyx(=1)) = H(L,OpN ™" & HO(1, 0y(d — 1)) — H' (I, Nyyx (=1)) — H'(1,0))

Or HY(1,0;) = 0, ce qui nous donne le résultat. O

1.3 Propriétés de F (X, z)
Etudions de méme F(X,x).

Remarque 1.3.1. On a des équations explicites relativement simples définissant F'(X,z) dans H, on H
est un hyperplan fixé de PV ne contenant pas 2 (on peut supposer que H est un hyperplan de coordonnée,
par exemple (zy = 0)).

En effet F(X, ), comme sous-schéma de H, est défini par F(X,z) ={y€ H |y € H et (z,y) C X}.
Donc un y de H appartient a F(X,z) si et seulement si G(x + ty) = 0 pour tout ¢, c’est-a-dire si et
seulement si G;(y) = 0 ou

Gi(y) = Z Z agCBx=P i=1,...d

8/=i \lol=d et a>p

En effet Gy correspond a = € X ce qui est vrai par définition de x.

La proposition suivante permet de relier la dimension de F/(X) a celle de F(X,z) :
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Proposition 1.3.2.
dimF(X) < dim F(X,z)+ N — 2

L’égalité est atteinte pour x général.

Démonstration. On utilise les résultats de [Har83] ex 3.22 p. 95. L’application surjective I — X
a pour fibres les F(X,z) par définition. Donc dim7 < dim F(X,z) + dim X = dim F(X,z) + N — 1,
et I’égalité est atteinte pour z général. Le morphisme (surjectif aussi) I — F(X) a pour fibre P!, donc
dim F(X) = dim I — 1. D’ot dim F(X) < dim F(X, z) + N — 2, et I’égalité est atteinte pour x général. O

Proposition 1.3.3.
TyF(X,z) ~ H(I, Nyyx(-1))

Démonstration. On suit la méme démarche qu’au paragraphe 1.2. On obtient alors que le rang de
dp@) est égal a la dimension de l'espace des polyndmes en xg, ;1 de degré d qui peuvent s’écrire sous la

forme
N

oh
Tl Z 8—33(‘)(3:071;1’ 0) [EX) 0)‘/7,

i=2

avec (Va,...,Vy) arbitraires dans k. C’est-a-dire la dimension de l’espace des polynomes en xg,x; de
degré d — 1 qui peuvent s’écrire sous la forme : Zf; %(mo,ml,O, ..,0)V;. On remarque de méme que

HO(1,0;(d — 1)) est I’espace des polynomes homogénes de degré d — 1 sur I. On continue de méme. [

2 Hypersurfaces de Fermat

Définition 2.0.4. L’hypersurface de Fermat Xf\l, est 'hypersurface de PV définie par I’équation

a:g + .+ a:‘]iv =0

On étudie le schéma F(X$).

La détermination des droites contenues dans une hypersurface de Fermat de degré plus grand que N
dans PV pour N = 3 et 4 se trouve dans [AS91]. Le fait que la varieté des droites contenue dans une
quartique de Fermat de dimension 3 est de dimension 2 en caracteristique 3 se trouve dans [Col79|.

Proposition 2.0.5. L’hypersurface Xf{, est lisse si et seulement si la caractéristique de k est 0 ou ne
divise pas d.

On supposera désormais ces hypothéses vérifiées. De plus on suppose que 'on a toujours N < d, (sauf
& la proposition 2.1.5). Dans le cas contraire on connait la dimension de F(X%) par la proposition 2.1.5.

2.1 Généralités
2.1.1 Description ensembliste

Définition 2.1.1 (droites standard). Soit Iy, ..., I, une partition de {0,..., N}, oi I; contient au moins
deux éléments pour chaque j.

Soit z € PV tel que Zielj zd = 0 pour tout j (on a z € X]‘%,). On note z;, 'élément de PN qui vaut
x; en 1 si ¢ appartient & I; et 0 sinon.

On appelle droite standard de Xf{, une droite contenue dans {()\13:11 +.o.+Nz) | A e IP”"_l}.



Remarque 2.1.2. Pour chaque z € H;:lXéa,rd -1, on a donc un sous-espace projectif de dimension
r—1{( Mz + ...+ Naxp,) | A € P71} inclu dans X§,.

Proposition 2.1.3. Les droites standard forment une famille de droites de X]‘%, de dimension pure N — 3.

Démonstration. Pour chaque x € H§=1X€l}ard 1,1, le sous-espace {\z + o+ Nzp) | A€ PP
de dimension r — 1 inclu dans X% contient une famille de dimension 2r — 4 de droites (c’est G(1,P"~1)).
Or dim(H’;:lX%ard Ij_l) = i—1(Card I;) =2 = N + 1 — 2r. Les droites standard de X4 forment donc
une famille de droites de dimension N +1 —2r4+2r —4 =N — 3. O

Proposition 2.1.4. Si k est de caractéristique nulle ou strictement plus grande que d, et d > N, toutes
les droites sont standard (pour N > 2).

Démonstration.

On démontre le résultat par récurrence sur N :

— Dans le cas N = 2, le schéma X§l est une courbe qui n’est pas une droite (d > 2), donc ne contient
aucune droite. En particulier, elles sont toutes standard.

-N—-1=N
On suppose [ C X]‘%, mais [ non inclus dans un hyperplan de coordonnées (sinon [ C X ff,_l, et on a
le résultat). Donc on a I N (z; = 0) réduit & un point.
Supposons que [ contienne un point avec 2 coordonnées nulles, par exemple le point (ay, ...,an—2,0,0).
Comme ! C (xy = 0), on peut trouver un point de [ de la forme (bo, ...,bny—1,1).
On considére alors la droite !’ contenue dans Xf{,_l passant par les points (ag,...,an—2,0) et
(boy .-y bN—2,w), o1l w est une racine d—iéme de b]d\f_1 +1. On applique ’hypothése de récurrence a I’ :
elle est nécessairement standard, c’est-a-dire de la forme {((A1 + tp1)zr, + ... + (A\r + tuy)xr,)|t € k}
pour \ et p fixés dans P"~!. On peut supposer que N — 1 appartient & I,.. Donc A, = 0 . Il suffit donc
de construire p, et a:’Ir qui conviennent pour /. On note .’L‘/N_l une racine d—iéme de ajjd\,_l — d, et
on pose 'y = 1/, et x} = x; sinon. Ce qui nous donne le résultat pour [.
Sinon, on note :

A= (O, 1, aq, ...,aN) el
B =(1,0,bg,....,bx5) €1

deux point de [. Comme [ est contenue dans Xj‘f,, le point (¢,1,a9 + tbe,...,an + tby) est dans
X¢ pour tout ¢ dans k. Comme CF = 0 (car d < p ou p = 0), on obtient le systéme suivant en
développant ’équation obtenue :

14+a+..+a& =0

bpad™t .+ byakt =0

agbg_1+...+aNb§lV_1 =0
L+ +.. 404 =0

On peut supposer que tous les a; et tous les b; sont non nuls, de méme pour tous les ZZ Z] .
i Y5
En effet si ZZ Z] = 0 pour un couple ¢, j, on peut remplacer B par un A+tB ou deux coordonnées
i Yj

sont nulles, ce qui nous donne le résultat.



Sinon, en prenant les N — 1 premiéres équations parmi les d — 1 équations centrales dans le systéme
précédent (d > N), on a :

bg/ag bN/aN ag
=0
(bg/ag)N_l (bN/CLN)N_l aﬁl\,

Donc le déterminant de cette équation, IT1(b; /a;)I1;<;(b;/a; —bj/a;), est nul, ce qui est absurde. Donc
[ est necessairement standard.

O

Proposition 2.1.5. Si N > d, on a dim F(X¢) = 2N -3 —d.
Remarque 2.1.6. Donc, dans le cas N > d, il y a des droites non standard.

Démonstration. Dans le cas N = d, on a dim F(X%) = N — 3 par la proposition précédente.
Si N > d, on coupe X]‘%, par un hyperplan H de coordonnée (de sorte que X f{, N H est une hypersurface
de Fermat de H). On a alors F(X% N H) = F(X%)N F(H) comme sous-schémas de G(1,P").
Or F(H) ~ G(1,PN=1), donc est de dimension 2N — 4, c’est-a-dire de codimension 2 dans G(1,PV).
Comme F(H) est lisse et donc localement intersection compléte, dim F(X%) < F(X%_,) + 2. Par récur-
rence on obtient donc dim F(X%) < 2N —d — 3.
Par la remarque 1.2.1, on sait que dim F(X%) > 2N — d — 3. D’ou l'égalité. O

2.1.2 Etude de Nyxa
Proposition 2.1.7. Soit [ une droite standard de X]C\l, qui est générique dans son P*~1. On a :

W, Nyxa(-1)) = N-r—1
ho(LNz/X]dV) = 2(N-r—-1)

Démonstration.
Soit £ = Nl/XJ‘f,(_l)
Par la suite exacte de la proposition 1.2.5, on a deg £ = 1—d, et rg (£) = N —2. Donc Riemann-Roch nous
donne : h°(1,£) = h'(I,£) —d + N — 1. De plus, par la proposition 1.2.8, on a h'(l,£) = dim(coker /),
ou :

ENTL S HO(L,Oy(d - 1))

N
T Qoo dn) = dZAj(fE?_l)u
i=0

Calcul de dim(coker /) :

[ est une droite standard de PV contenue dans Xj‘f,, générique dans P"~! (ou I, ..., I, est une partition de
{0,..., N}). Elle a pour équation {((ty1 + uz1)xr,, ..., (tyr +uz.)xr.) | t,u € k}, ot 7, est dans X¢. 4 I
et y, z appartiennent a P"~! et sont généraux, donc en particulier on peut supposer les zj tous non nuls.



Calculons 7/ (Ao, ...; AN).

’Y/()\Ow"v/\N) = dZZ)\i(tyj+uzj)d—lx§l—1

j=1i€l;
r d—1
:dE E OdltvvdlvdlUE:)\xdl
7j=1v=0 i€l
d—1 r
— d§ : § : < > § :)\ .’Ed 1 ;i 1 Cf)l_ltv’u,d_l_v
v=0 \j=1 i€l
Donc (Mg, ..., An) € ker+ s’écrit, sous forme matricielle,
1 1 1 1 1 1 )\xdldl
u y v Yr—1 yr . ur
Z1 zZ1 z2 Zr—1 Zr Zr

s\ 4! W\ (4 w4 7\t s\ 4! d:l i
A e EAS gz N r—2 Ir N A - -
(Zl) (Zl) (Zg) (Zr—l) (ZT) (Zr) >\N:L‘N zr

Si on note A la matrice obtenue, son rang est le méme que celui de la matrice de Vandermonde as-

sociée, c’est-a-dire min(r, d), qui est 7 ici (I étant générique, on peut supposer les (y;/z;) tous distincts).
D’ou dim(kery) =d —r.

Soit L = Nl/X%
La suite exacte de la proposition 1.2.5 nous donne comme précédemment deg L = N —1—d et rg L =
N —1—1= N —2. Donc Riemann-Roch s’écrit h°(1, L) — h'(I,£L) = 2N —d — 3.
Soit 3 : HO(O;(1))N*+1 — H°(0;(d)) obtenu a partir de 3 de la méme fagon que 4’ & partir de ~. Par un
raisonnement identique & celui tenu pour 4/, on a h'(l, £) = dim(coker 3'). D’out h%(I, L) = 2N —2—rg 3.
Dans des coordonnées ' (lp,...,In) (o l; = At + piu) s’écrit :

N

BNy AN 055 iv) = > (Nt 4 paw) ()
i=0

T
_ Ld=1_d-1 d
—E E pixy Z U

j=1iel;

+§ ]z;l< >Z'“Z —1,d-1

S,

i€l

i Z — <y]> Z )\ixgl—lz;i—l Og—ltvud—v
icl;
+ZZ“Z d—1 d 14

j=li€l;
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Donc calculer le rang de 3’ correspond & calculer le rang de la matrice (d + 1) x (2r) suivante (apres

simplifications) :
1 1 0 0
u . Yr - -
21 Zr d—1 d—1
2 2
u . yr 2y 2 ur
21 Zr d—2 =1 d—2 zp

qui est min(d + 1,2r). Montrons donc que cette matrice définit une injection. On va montrer que le
déterminant d’un mineur (carré de taille maximale) bien choisi est un polynéme non trivial en les X; =
yi/zi, et comme tout polynéme non nul est génériquement non nul, on aura le résultat. Cherchons le
coefficient de X12d_2X22d_6X§d_10 ... (on arréte le produit quand on est & court d’exposants ou a court
d’indices). Ce coefficient sera non nul parce que X 12d_2 ne peut venir que des deux derniéres lignes, colonnes
letr+1; puis ng_G vient des deux lignes précédentes, etc. On parcourt deux "droites de pente 2" dans
la matrice. Comme la hauteur (d + 1) est supérieure a la largeur (2r < N), il n’y a pas de probléme. O

Remarque 2.1.8. En reprenant la preuve ci-dessus on constate que ’on a plus généralement
RO(1, Nyjxa (=1)) = N —min(r,d) — 1 et ho(z,Nl/X]dV) = 2N — min(d + 1,2r) — 2).

Remarque 2.1.9. On a plus généralement, pour —1 < n < d/2—1: hO(l, Nyxa (n)) = (n+2)(N—-r—1).

Proposition 2.1.10. Soit [ une droite standard de Xf{, qui est générique dans son P71,
On a, pour r =2:

Nyxg = O (N3 @02 - d)
et pour r =3 :

_ d d
Nyxe = 0N o 0y(1 - 3 @0I2-3)

si d est pair,
Nyxg = O )Nt e 0,1 - —=)?

si d est impair.

Démonstration.

1. Casr=2
Par la proposition 1.2.5 on a la décomposition suivante de NZ/X% :

N-2

Nl/X;{, ~ @ Oi(a;) avec 1>a;>... 2 an—2
i=1

11



On a donc

HO(I, Ny e (-1)) = @ H(1, Oy(a; — 1))

N

Or ho(l,Nl/X%(—l)) =N-r—1=N -3, dou (ay,...,any—2) =(1,...,1,a).
De plus

deg(Nl/X]dV(—l)) =N—-1—d (par la suite exacte)
=N-3+a

d'ott a =2 —d. Donc Ny xq = Oy(1)N "% & Oy(2 — d)

2. Casr=3
On part de la méme décomposition Nl/X% ~ @Z]\:f Oj(a;) avec 1>a; > ... > an_q2, et on consi-
dére les sections globales aprés décalage, en appliquant la proposition précédente : ho(l,Nl /X4 ) =
N — 4. Donc (ay,...,an—2) =(1,...,1,a,b).
De méme, I’étude des sections globales de Nl/X% (n), avec n partie entiére de d;21 — 2, impose a et
b inférieurs & —n — 1. L’étude du degré de Nl/X;{, donne a + b =3 —d, d’ou le résultat.

O

Proposition 2.1.11. On suppose p =0 ou p > d.
Les seules composantes génériquement réduites de F' (Xf\l,) correspondent alors au cas N impair et [

standard définie & partir d’une partition en sous-ensembles & deux éléments. Il y en a autant que de ]P’%,
c’est-a~dire N(N — 2)...3.1.

Démonstration. Soit [ une droite générique de Xj‘f,. On a T[l]F(X]‘f,) ~ HO(, Nl/X;{,) par la propo-
sition 1.2.7. Or dim F(X]‘%,) = N — 3 par comptage des droites standard (p > d ou p = 0 donc toutes les
droites sont standard), et dim H°(l, NZ/X%) =2(N —r —1) (proposition précédente).

Dire qu’il existe un point lisse est équivalent & dire qu’il existe un point lisse dans un ouvert dense
arbitraire. Donc on peut supposer ce point [ générique. Donc F(X]‘f,) lisse en [I] si et seulement si
dimF(X%) = N -3 = dim Ty F(X%) = 2(N —r — 1), c’est-a~dire 2r = N 4 1. Ce qui correspond
aux partitions de {0,..., N} en sous-ensembles & deux éléments. ]

2.2 F(XZth

On se place désormais en caractéristique p > 0, et on étudie Xﬁ; o y a alors des droites non
standard, comme on le voie dans la proposition suivante. Cette étude nous donnera des informations sur
X% 1 pour d|(p” + 1), en particulier dans la partie 2.2.1.

12



Proposition 2.2.1. Pour d = p" + 1, il y a exactement d*(d — 3) droites non standard et 3d? droites
standard sur X?‘f.

Démonstration. On suppose [ C Xg. La droite ! n’est pas incluse dans un hyperplan de coordonnées
car X est une courbe qui n’est pas une droite (d > 1). Donc on a [N (z; = 0) réduit & un point. on note :

A= (O,l,ag,ag) el
B = (1,0,b2,b3) el

deux point de {. Comme [ est contenue dans Xg, le point (¢, 1, as + the, as + tbs) est dans X?fl pour tout t
dans k. Comme d = p” + 1, on obtient le systéme suivant en développant I’équation obtenue :

1+ay T af T =0
agrbg + agrbg =0
agbgr + agbgr =0

L+ ey =0

27 (s 2r s
La deuxiéme équation est équivalente a ab b5 +al b = 0. On a donc le systéme suivant :

27 2r s
@ %) =0
a9 as bg

Si le déterminant de cette matrice est non nul, on a necessairement by = b3 = 0, or (1,0,0,0) n’appartient
pas a4 X¢ . Donc :
27 2r
azah = axal
Dans le cas ou agag est nul, on obtient toutes les droites standard : si ay (respectivement ag) est nul, alors
bz (respectivement bo) I’est aussi. Il y en a 3d2.
2r 2r
Dans le cas contraire, on a ag 1= ag L avec ay (et donc ag) non nul. Donc as = wasz ot w est une
racine p?" — 1-iéme de l'unité. Par symétrie des roles joués par b; et a; dans le premier systéme, on trouve
que l'on a de méme by = w'b3. En remplacant as et by dans ce méme systéme on trouve le systéme suivant :
'
WP =1
a
ww'? =1
On remarque que ces deux équations sont équvalentes, et que le choix d’un w impose celui de w'.
Les points A et B sont donc necessairement de la forme :

(0,1, wa, a)
1
(1) 07 _Fbv b)

ol w est une racine p>” — 1-iéme de l'unité. Et pour que [ soit contenue dans X§l il faut et il suffit que A
et B soit dans Xgl.

Etudions juste le cas de A, celui de B étant symétrique. On doit donc avoir a solution de I’équation
1+ a? +wa? = 0. Clest-a-dire w? # —1 (pour qu'il y ait une solution) et a? = —1/(1 + w?). Or, comme
wP" 1 = —1 implique wP” 1 = 1,

Card {w € k| WP =1 e WPt # —1} = Card {w € k| W1 = 1} — Card {w € k|wP Tt = -1}

—_ p2r _ pr -9
On a donc d choix possibles pour a, de méme pour b, et (d —1)2 —d — 1 choix pour w, tout ces choix étant
indépendants. Donc il y a d?((d — 1) —d — 1) = d3(d — 3) droites non standard sur X§. O
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2.2.1 Unirationalité de X¢ pour d|p" + 1

C’est la généralisation d’un résultat donné dans [Shi95] pour certaines valeurs de N. On suit ici la
démarche de [Deb01] (ex page 67).

Théoréme 2.2.2. Si N > 3 et d|(p” + 1), I'hypersurface X¢ est unirationnelle.

Pour démontrer ce théoréme, on va construire une application rationnelle dominante explicite
A]kv -1 X]q\,+1

ouqg=7p".

Proposition 2.2.3. Si N > 3, 'hypersurface X]q\,Jrl est unirationnelle.

Démonstration. On pose donc ici d = ¢+ 1 = p" + 1. Soit w une racine d-iéme de —1. Un calcul
immeédiat montre que 'hypersurface X}%, contient la droite [ passant par (1,w,0, ...,0) et (0,0,1,w,0,...,0),
d’équation (¢,tw,1 —t, (1 —t)w,0,...,0).

Le pinceau d’hyperplans contenant la droite [ d’équation —twzg + tx1 — wze + x3 = 0, indexés par t € k,
induit une application rationnelle 7 : Xj{, -— A,lg. Elle est définie sur I'ouvert U = Xf{, — H, ou H est

Ihyperplan {wXy — X1}, par :
kt] —  O()
™ ¢ wXo—X3

=X oX,

Ce qui fait de k(X% ) une extension de k(t).
Etudions la fibre générique de 7 au-dessus de k(t!/9) :
Cest A= O(U) @ k(t'/7), ot t = %, et

1
o) = (k[Xo, ... Xn]/(X& + ... + X¢N[———
(U) = (KXo, o XNV (XG4 o X8 e
c’est-a-dire X
A= k[Xg, o, Xn]/(XE + ... + XE)[(222 31/
X0 XN/ (XE ot X)) )
Simplifions I’équation Xg + ...+ Xf{, = 0, en utilisant le fait que t = ‘jgfi;igg, et que 'on s’autorise & en
prendre la racine g-iéme :
4
dYOX! = X§+ X+ X§ + (twXo — tX1 +wXo)?+ Y X
i=0 i>4
= X§+X{ + 17 (wXo — X)) + wXot?(wXo — X1)? + wIXTHwXo — X1) + > X{
i>4
= —wiXly, — wXoyd +y§ T 1T WXty + WXty + ) XY
i>4
= WI(X§t — X$)y2 + w(Xat? — Xo)yd + (1 -+t )yd ™ + 3~ x¢
i>4

=yl +ysyd+ vt
i>4

Ou 'on a effectué le changement de variable :

yi = Xoth1— X

y2 = —X1+wXp

Y3 = w(Xth — X()) + (1 — tq+1)(wX0 — Xl)
y; = X; pouri > 4.
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Le cas N = 3 est un peu particulier. En effet y, se factorise dans ’équation de la fibre, c’est-a-dire que la
fibre est en fait la réunion de la droite [ et de la courbe d’équation y{ + yg_lyg. Ce qui nous donne :

V' x Al —U—— X}¥
I e
7o
Al g1 Alll
k k

q — . .
L’application (y1,y2) — (y1,y2, — qll) montre que V' = Spec (k[y1,y2,ys]/ (v + v4 L43)) est birationnel
Y2

a A%. D’ot une application dominante Ai -3 X?‘f : ’hypersurface Xgl est unirationnelle
Dans le cas o N > 3, on a de meéme, avec U’ = Spec (k[y1, ..., yn]/(yTy2 + yays + yZ +..+ yq+1)) :

Aiv_l— — >U’—>Uk—>deV
\ l l/ ) s
/T
»
Al —= A}
On vient donc de montrer que X ff, est unirationnelle. O

On a en particulier démontré la proposition suivante :
Proposition 2.2.4. X]qu a un revétement purement inséparable de degré g qui est rationnel.

Démonstration.(du théoréme) Soit m € N tel que md = p" + 1. L’application Xqul — X% induite
par X; — X" permet de se ramener au cas de la proposition 2.2.3. g

2.2.2 Description de F(X%H)

On va montrer que ce schéma est lisse de dimension 2N — 6 (pour la connexité on peut regarder

[Bea90]). Pour cela, nous allons étudier F' (Xﬁ: +1,J)), dont on connait explicitement les équations. On se

place en un point x € X}:,TH fixé, et on peut supposer que xy = 1. On considére désormais F(X%H,:c)

comme un sous-schema de hyperplan H = {Xy = 0} ~ PN~1 de PV,
Proposition 2.2.5. Le schéma F(X]’QTH, x) est de dimension > N — 4, mais il n’est nulle part réduit.

Démonstration. F(Xﬁ; 1 2) est défini par les équations suivantes dans PV~ (d’apres un calcul
direct fait dans la premiére partie) :

T 1
o yi= > wyl Zy”+

Donc ici dim F(X2 ™ 2) > N -1-3=N -4,
D’autre part, ’espace tangent TmF(X,:L“) est isomorphe ici & V73 car le rang de la jacobienne est
inférieur ou égal a 2, donc dim Tjy F(X, z) > dim (X, z) : le schéma F(X,z) n’est nulle part réduit. [J

Corollaire 2.2.6. Pour N > 4, I'hypersurface X ﬁ; 1 est recouverte par des droites.
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Corollaire 2.2.7. Le schéma F(Xﬁ,mrl) est lisse de dimension 2N — 6.

Démonstration. Par la proposition 1.3.2, le schéma, F(Xﬁ,mrl) est partout de dimension > 2N — 6.
Par la proposition 1.2.7, TU]F(X]’:,TH) est isomorphe & H°(I, N,, .,r+1). Or par la proposition 1.2.5, on

/X%
N—2
Y ai=N-1-d
i=1
et a; < 1. De plus, par la proposition précédente, on sait qu’il y a au moins N — 3 a; égaux a 1. Donc
(a1y..yan—2) =(1,...,1,2 —d) (et 2—d < 0). D’ou F(X%H) est lisse de dimension 2N — 6 et
Nyx =~ 01" e 02 - d)

Corollaire 2.2.8. Le schéma F(X]{,TH, x) est de dimension exactement N — 4 pour x général.

2.2.3 Xﬁ;“ est recouverte par des droites pour N > 4
Dans toute cette partie, on a N >4 (et r > 1).
Proposition 2.2.9. Xﬁ:“ est uniréglé par des droites, mais aucune n’est libre.

Démonstration. Par la proposition précédente, Ny x =~ O, (N3 @ 02 —d), or 2—d < 0, donc

T4+1 . . )
X %Jr ne contient aucune courbe rationnelle libre. O

3 Appendice

On peut calculer directement ’espace tangent a F'(X) en [I] par le foncteur des points associé a F'(X).
Le probléme est alors de montrer que le foncteur que ’on considére et le foncteur des points associé au
schéma défini a la premiére partie sont bien identique, c’est-a-dire que la représentabilité du schéma de
Hilbert. Pour plus de détails on pourra regarder [Kol96].

On peut considérer le foncteur des points associé a F(X) :

Proposition 3.0.10. Le foncteur des points associé a F'(X) est :

{k — schémas} — Ens
F(X): T . sous-schémas de X xj T plats sur T’
et dont le polynéme de Hilbert des fibres est ¢ + 1

Calculons 'espace tangent & F'(X) en tant que foncteur : Si {I} est un point de F(X)(k), c’est la fibre
F =TyF(X) de F(X)(k[e]) (on e* = 0) au-dessus de {I} :

F(X)(kle]) =—F

lF(X)@) l

FX) (k) =—{1}

[ est un sous-schéma fermé de X, donc O; est un quotient de Ox. Donc F est l'ensemble des k[e]-algebre
quotient de Ox y, spec k[e] = Ox [€] plates sur k[e] qui redonnent O; aprés passage au quotient par . C’est
les déformations de [I] dans X.
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Proposition 3.0.11.
TyF(X) ~ H°(I, Ny x)

Démonstration.
FC HYI,Nyx)
Soit A € F. Comme A est plate sur k[¢], et que ek[e] ~ k de fagon canonique, on a €A ~ (J; canoniquement.
De plus, par définition, A/e ~ O;, donc A est une extension de la forme 0 — O, X5 A— O — 0.
Par ailleurs Ox[e] est une Ox-algebre et A un quotient de Ox|[e], d’ont une application Ox — A. Cette
application envoie Z;,y, l'idéal définissant [ dans Ox, dans €A. En effet en composant par I"application
A — ¢A on retrouve I'application Ox — Ox/I;/x ~ O.
On a donc construit une application Z;,x — Oy (O; =~ €A), qui envoie 1-12/  sur 0, c’est-a-dire un élément
de I'ensemble Hom@l(l'l/x/l'lz/x, O) = H(I, Ny x).
HO(Z,NZ/X) CF:
Construisons I'inverse de I’application précédente. Soit f € HO(I, N, /x), qui se reléve en une application
I +Zyyx — O;. On considére 'algébre A quotient de Ox [e] par le faisceau d’idéaux engendré par (Idp, —
ef)(Z;)x). A convient et cette construction est inverse de la précédente. O
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