
Mémoire de DEADenis Conduhé5 novembre 2004On étudie ii les droites sur les hypersurfaes de PN , à partir du hapitre 2.4. de [Deb01℄. La premièrepartie étudie le as général, en se basant sur [BVdV78℄. Puis, à l'aide des propriétés trouvées, on étudiele as des hypersurfaes de Fermat.Dans toute la suite, on travaille sur un orps k algébriquement los. Tous les sous-shémas onsidéréssont des sous-shémas fermés.1 PréliminairesOn se plae dans un premier temps dans un adre général.Notation 1.0.1. Dans toute ette partie, on note G un polyn�me homogène de degré d > 0 �xé, et Xl'hypersurfae de PN dé�nie par G.1.1 Notations et dé�nitionsOn suit dans ette partie la onstrution de [BVdV78℄.Notons k[x0, ..., xN ]d l'ensemble des polyn�mes homogènes de degré d.Soit F = {([l], h) ∈ G(1,PN ) × k[x0, ..., xN ]d | h|l = 0} la variété d'inidene.C'est un sous shéma de G(1,PN ) × k[x0, ..., xN ]d, qui est un �bré vetoriel sur G(1,PN ) :
F

ϕ

��

ψ
// k[x0, ..., xN ]d

G(1,PN )Dé�nition 1.1.1. On dé�nit la variété de Fano F (X) assoiée à X par F (X) = ϕ ◦ ψ−1(G).Elle a une struture naturelle de shéma et indexe les droites ontenues dans X.En e�et l'appliation ϕ est juste une projetion et ψ−1(G), qui a une struture naturelle de shéma,est ontenu dans G(1,PN ) × {G}. Don F (X) a bien une struture de shéma, elle de ψ−1(G). On laalulera expliitement au paragraphe 1.2.Remarque 1.1.2. F (X) a une struture de shéma projetif, ar 'est un sous-shéma de la grassmanienne
G(1,PN ) ≃ G(2, kN+1), don elle se plonge dans un Pn par le plongement de Plüker.Remarque 1.1.3. Il peut être intéressant de ne pas hoisir de oordonnées dans PN a priori, 'est-à-direde voir PN omme un PV ave V un espae vetoriel de dimension N + 1 sur k. Dans e as k[x0, ..., xN ]dest remplaé par SymdV ∗. La �bre de ϕ : F → G(1,PV ) au-dessus d'un point [l] = [Pl] de G(1,PV ) estalors le noyau du morphisme naturel SymdV ∗ → Symdl

∗ ([DM98℄).1



Considèrons le diagramme suivant, où I = {([l], x) ∈ F (X) × X | x ∈ l} est un sous-shéma de
F (X) ×k X :

I

pr1
��

pr2
// X

� // PN

F (X) � // G(1,PN )

I → F (X) est un �bré en P1. C'est une restrition du �bré standard sur la grassmanienne.Dé�nition 1.1.4. Soit x ∈ X. On dé�nit F (X,x) assoiée à X par F (X,x) = pr1 ◦ pr
−1
2 (x).

F (X,x) a une struture naturelle de shéma et indexe les droites ontenues dans X passant par x. C'estun sous-shéma de F (X).Remarque 1.1.5. Les droites passant par x dans PN ('est-à-dire G(1,PN ;x)) sont paramétrées par unhyperplan de PN , dont F (X,x) est un sous-shéma.On énone un lemme utile sur les faiseaux loalements libres de rang �ni sur P1.Lemme 1.1.6. Tout faiseau loalement libre de rang �ni sur P1 est isomorphe à une somme diretede faiseaux inversibles (Don, omme Pi P1 = Z, à une somme direte de OP1(ai), ave uniité des
ai).(exerie 2.6 p 384 de [Har83℄)Démonstration. Soit E un �bré vetoriel sur P1. Montrons tout d'abord que si s est une setionglobale de E, qui n'est pas partout non nulle, ette setion est multiple d'une setion de E(−1). Supposonsque s s'annule en x ∈ P1, et notons que le degré du orps résiduel de x est neessairement 1 (k estalgébriquement los). On onsidère f une setion de O(1) s'annulant en x, qui orrespond au polyn�meirrédutible dé�nissant x. Alors s/f est une setion globale de E(−1).On onstruit les O(−n) herhés par réurrene sur n. Soit n �xé, et supposons que l'on a des setionsglobales si de E(ni), pour ni < n telles que les O(−ni).si soient en somme direte dans E (ommesous-faiseaux) que l'on notera F , et que H0(P1, F (m)) = H0(P1, E(m)) pour tout m < n. On hoisitdes setions globales tj de E(n) qui engendrent un supplementaire de H0(P1, F (n)) dans H0(P1, E(n)).Montrons que les O(−ni).si et les O(−n).tj sont en somme direte dans E, 'est-à-dire que les (tj)x sontlinéairement indépendant dans Ex/Fx pour tout x. Supposons le ontraire : on a alors une ombinaisonlinéaire à oe�ients non tous nuls t des tj et une setion s de F (n) tels que t− s = 0 en x. Don d'aprèsi-dessus t− s = f.r où r appartient à H0(P1, E(n − 1)) = H0(P1, F (n − 1)). Don t = s + f.r est dans
H0(P1, F (n − 1)) e qui ontredit la dé�nition des tj . �Soit l une droite sur X, telle que X soit lisse le long de l (Nl/X est alors loalement libre). On a alors,par le lemme préédent, la déomposition suivante :

Nl/X = Ol(a1) ⊕ . . .⊕Ol(an) ave a1 > . . . > anDé�nition 1.1.7. l est dite libre si an > 0, 'est-à-dire si Nl/X est engendré par ses setions globales.Remarque 1.1.8. Si an > −1, le shéma F (X) est lisse en [l] par le orollaire 1.2.6Remarque 1.1.9. Si f est libre, on a KX .l = −
∑

ai 6 −2, don KX n'est pas nef.
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1.2 Propriétés de F (X)Étudions dans un premier temps F (X). Nous allons faire des aluls expliites de veteurs tangentsdans des oordonnées. On notera dans la suite E le k-espae vetoriel k[x0, ..., xN ]d.Calulons tout d'abord le rang de dψ en un point ([l], h0) de F . On peut hoisir des oordonnéestelles que l soit la droite engendrée par (1, 0, ..., 0) et (0, 1, 0, ..., 0), et on notera l le plan de kN+1 or-respondant dans G(2, kN+1). Les aluls dans G(1,PN ) et G(2, kN+1) étant équivalent, on va se plaerau-dessus de G(2, kN+1). Tout plan l′ de kN+1 ontenu dans un voisinage su�samment petit U de [l]dans G(2, kN+1) est engendré par deux points (uniques) (1, 0, u2, ..., uN ) et (0, 1, v2, ..., vN ). On peut donutiliser (u2, ..., uN , v2, ..., vN ) omme oordonnées loales dans U .Remarque 1.2.1. Sur et ouvert on onnait les équations expliites qui dé�nnissent F (X) dans G(1,PN ).En e�et la droite {(1, t, u2+tv2, ..., uN+tvN)|t ∈ k} est ontenue dansX si et seulement siG((1, t, u+tv)) =
0 pour tout t. Ce qui nous donne en développant au plus d+ 1 équations expliites, et don en partiulierque F (X) est de dimension au moins 2N − d− 3.Une base de l'espae tangent T[l′]G(2, kN+1) nous est donnée par les dérivées partielles par rapport àes indéterminées, restreintes à l′ :

∂

∂u2 |l′
, ...,

∂

∂uN |l′
,
∂

∂v2 |l′
, ...,

∂

∂vN |l′et les oordonnés d'un veteur tangent en l′ dans ette bases seront notées (U2, ..., UN , V2, ..., VN ). Leséléments de E sont des polyn�mes de la forme (ave des multi-indies) : h =
∑

|k|=d akx
k. On hoisit les

xk pour base de E, et les ∂/∂ak sur ThE. Les oordonnées d'un veteur tangent en h0 dans ette baseseront notées Ak, e qui nous donne une identi�ation entre E et ThE. Le veteur orrespondant à h seranoté H.Proposition 1.2.2. L'espae tangent T([l],h0)
(F ) est l'espae :

{

(U2, ..., UN , V2, ..., VN ,H) ∈ T[l](G(2, kN+1)) × Th0
E |

N
∑

i=2

∂h0

∂xi |l
(Uix0 + Vix1) + h0|l = 0

}Démonstration. Un point (u2, ..., uN , v2, ..., vN , h) ∈ U × E appartient à F si et seulement si on a
h(λ(1, 0, u2 , ..., uN ) + µ(0, 1, v2, ..., vN )) = 0 pour tout ouple (λ, µ) dans k. Don un veteur tangent

(U2, ..., UN , V2, ..., VN ,H) ∈ T([l],h0)
(G(2, kN+1) × E)sera tangent si et seulement si pour tout ouple (λ, µ) dans k

0 =
N
∑

i=2

(

Ui
∂

∂ui
+ Vi

∂

∂vi

)

h0(λ(1, 0, u2, ..., uN ) + µ(0, 1, v2, ..., vN ))

+
∑

|k|=d

Ak

∂

∂ak
h0(λ(1, 0, u2, ..., uN ) + µ(0, 1, v2, ..., vN ))

=

N
∑

i=2

∂h0

∂xi
(λ(1, 0, u2, ..., uN ) + µ(0, 1, v2, ..., vN ))(Uiλ+ Viµ)

+
∑

|k|=d

Akλ
k0µk1(λu2 + µv2)

k2 ...(λuN + µvN )kN3



Au point ([l], h0) on a de plus que ui = 0 et vi = 0 pour i > 2. Don on trouve omme ondition neessaireet su�sante pour que (U2, ..., UN , V2, ..., VN ,H) soit tangent à F en ([l], h0) :
N
∑

i=2

∂h0

∂xi
(λ, µ, 0, ..., 0)(Uiλ+ Viµ) +

∑

k0+k1=d

Ak0,k1,0,...,0λ
k0µk1 = 0pour tout (λ, µ) dans k. Ce qui est la formule de la proposition. �Comme l'appliation dψ envoie (U2, ..., UN , V2, ..., VN ,H) sur H, nous avons le orollaire suivant :Corollaire 1.2.3. Le rang de dψ : T([l],h0)

(F ) → Th0
(E) est égal à la dimension de l'espae des polyn�mesen x0, x1 de degré d qui peuvent s'érire sous la forme :

N
∑

i=2

∂h0

∂xi
(x0, x1, 0, ..., 0)(Uix0 + Vix1)ave (U2, ..., UN , V2, ..., VN ) arbitraires dans k.On remarque que H0(l,Ol(1)) est l'espae des polyn�mes homogènes de degré 1 sur l, et H0(l,Ol(d))l'espae des polyn�mes homogènes de degré d sur l (don ≃ Th0

(E)). Le orollaire implique en partiulier :Proposition 1.2.4. La di�érentielle dψ en un point ([l], h0) deF est surjetive si et seulement si lemorphisme
β :

N
⊕

2

H0(l,Ol(1)) → H0(l,Ol(d))dé�ni par
(s2, ..., sN ) →

N
∑

i=2

∂h0

∂xi
(x0, x1, 0, ..., 0)siest surjetif.Démonstration. On se ontente de remarquer que lorsque (U2, ..., UN , V2, ..., VN ) parourt k2N−2,le polyn�me si = Uix0 + Vix1 parourt k[x0, x1]1 ≃ H0(l,Ol(1)) en entier, 'est-à-dire qu'on oublie(partiellement) le hoix d'une base de H0(l,Ol(1)) qui avait été fait. �Le morphisme que l'on vient d'obtenir provient en fait naturellement de suites exates sur les �brésnormaux. Nous pourrons alors en donner une interprétation sans hoisir de oordonnées.Proposition 1.2.5. On suppose que X est lisse le long de la droite l ⊂ X. Alors

Nl/PN ≃

N
⊕

2

Ol(1)

(NX/PN )|l ≃ Ol(d)

Nl/X ≃

N−2
⊕

i=1

Ol(ai)ave 1 > a1 > . . . > aN−2. De plus, le morphisme β de la proposition 1.2.4 est l'appliation H0(α) :
H0(l,Nl/PN ) → H0(l, (NX/PN )|l) induite par la suite exate suivante :

0 → Nl/X → Nl/PN
α
−→ (NX/PN )|l → 04



Démonstration. Si on note X ′ l'ensemble des points singuliers de X, on a alors le diagramme suivant(les faiseaux sont sur X−X ′, qui est non vide ar X est supposée réduite), où l'étude de α′ nous donnerale résultat :
0

��

OX

��

OX(1)N+1

��

α′

%%LLLLLLLLLL

0 // TX // (TPN )|X //

��

NX/PN // 0

0En e�et, on a la suite exate lassique des �brés tangents et normaux (sur X − X ′ qui est un sous-shéma (pas forémment fermé) lisse irrédutible de la variété lisse PN au-dessus de k) : 0 → TX →
TPN ⊗OX → NX/PN → 0 ([Har83℄ page 182). La suite exate vertiale est obtenue en passant au dual eten se restreignant à X−X ′ dans la suite exate 0 → ΩPN → OPN (−1)N+1 → OPN → 0 ([Har83℄ théorème8.13 page 176) ar PN est lisse.Etudions α′ dans des oordonnées. Pour un s ∈ X −X ′ �xé, posons t un générateur de Os,X(1). Lenoyau de α′ en s est alors l'ensemble des (U0t, ..., UN t) de Os,X(1)N+1 tels que (U0, ..., UN ) soit tangent à
X, 'est-à-dire tels que ∑N

i=0 Ui
∂G
∂xi

= 0. Don le noyau de l'appliation de OX(1)N+1 dans OX(d) dé�niepar :
(U0t, ..., UN t) →

N
∑

i=0

Ui
∂G

∂xi
toïnide ave le noyau de α′. On peut don trouver une identi�ation entre NX/PN et OX(d) tel queles deux appliations oïnident. La �n de la preuve est don la onséquene de la ommutativité dudiagramme suivant :

(TPN )|l //

%%KKKKKKKKKK
Nl/PN

��

(NX/PN )|lLa déomposition de Nl/X provient du lemme 1.1.6, et l'inégalité sur les degrés des ai de la suite exate,en tensorisant par Ol(−2), puis en passant aux setions globales. �Corollaire 1.2.6. Soit l omme préédemment. Les propriétés suivantes sont équivalentes :1. l orrespond à un point régulier de F (X) ('est-à-dire F et ψ−1(G) se oupent transversalement).2. l'appliation Nl/PN → (NX/PN )|l induit une appliation surjetive sur les setions globales.3. H1(l,Nl/X) = 0Démonstration. l'équivalene entre 1 et 2 est la version sans oordonnée de la proposition 1.2.4. Lalongue suite exate de ohomologie nous donne l'équivalene entre 2 et 3. �5



Proposition 1.2.7.
T[l]F (X) ≃ H0(l,Nl/X )La suite exate de la proposition 1.2.5, après tensorisation par Ol(−1), s'érit :

0 → Nl/X(−1) → ON−1
l

α⊗Ol(−1)
−−−−−−→ Ol(d− 1) → 0Don en passant aux setions globales on obtient une appliation :

γ :











kN−1 → H0(l,Ol(d− 1))

(λ2, ..., λN ) 7→

N
∑

j=2

λj

(

∂G

∂xj

)

|lOn a supposé jusqu'ii que l était la droite d'équation x2 = ... = xN = 0, et �xé les oordonnées enonséquene. Lorsque les oordonnées sont déjà �xées (e qui est le as par exemple pour l'hypersurfaede Fermat étudiée dans la deuxième partie), il peut être plus interessant de onsidérer l'appliation γ′suivante (où l'on impose auune ondition sur les oordonnées), qui a même image que γ :
γ′ :











kN+1 → H0(l,Ol(d− 1))

(λ0, ..., λN ) 7→
N
∑

j=0

λj

(

∂G

∂xj

)

|lProposition 1.2.8. Les appliations γ′ et γ ont pour onoyau H1(l,Nl/X(−1)).Démonstration. La longue suite exate de ohomologie s'érit :
0 → H0(l,Nl/X(−1)) → H0(l,Ol)

N−1 γ
−→ H0(l,Ol(d− 1)) → H1(l,Nl/X(−1)) → H1(l,Ol)Or H1(l,Ol) = 0, e qui nous donne le résultat. �1.3 Propriétés de F (X, x)Étudions de même F (X,x).Remarque 1.3.1. On a des équations expliites relativement simples dé�nissant F (X,x) dans H, où Hest un hyperplan �xé de PN ne ontenant pas x (on peut supposer que H est un hyperplan de oordonnée,par exemple (xN = 0)).En e�et F (X,x), omme sous-shéma de H, est dé�ni par F (X,x) = {y ∈ H | y ∈ H et (x, y) ⊂ X}.Don un y de H appartient à F (X,x) si et seulement si G(x + ty) = 0 pour tout t, 'est-à-dire si etseulement si Gi(y) = 0 où

Gi(y) =
∑

|β|=i





∑

|α|=d et α>β

aαC
β
αx

α−β



 i = 1, ..., dEn e�et G0 orrespond à x ∈ X e qui est vrai par dé�nition de x.La proposition suivante permet de relier la dimension de F (X) à elle de F (X,x) :6



Proposition 1.3.2.
dimF (X) 6 dimF (X,x) +N − 2L'égalité est atteinte pour x général.Démonstration. On utilise les résultats de [Har83℄ ex 3.22 p. 95. L'appliation surjetive I → Xa pour �bres les F (X,x) par dé�nition. Don dim I 6 dimF (X,x) + dimX = dimF (X,x) + N − 1,et l'égalité est atteinte pour x général. Le morphisme (surjetif aussi) I → F (X) a pour �bre P1, don

dimF (X) = dim I − 1. D'où dimF (X) 6 dimF (X,x) +N − 2, et l'égalité est atteinte pour x général. �Proposition 1.3.3.
T[l]F (X,x) ≃ H0(l,Nl/X(−1))Démonstration. On suit la même démarhe qu'au paragraphe 1.2. On obtient alors que le rang de

dψ(x) est égal à la dimension de l'espae des polyn�mes en x0, x1 de degré d qui peuvent s'érire sous laforme
x1

N
∑

i=2

∂h0

∂xi
(x0, x1, 0, ..., 0)Viave (V2, ..., VN ) arbitraires dans k. C'est-à-dire la dimension de l'espae des polyn�mes en x0, x1 dedegré d − 1 qui peuvent s'érire sous la forme : ∑N

i=2
∂h0

∂xi
(x0, x1, 0, ..., 0)Vi. On remarque de même que

H0(l,Ol(d− 1)) est l'espae des polyn�mes homogènes de degré d− 1 sur l. On ontinue de même. �2 Hypersurfaes de FermatDé�nition 2.0.4. L'hypersurfae de Fermat Xd
N est l'hypersurfae de PN dé�nie par l'équation

xd0 + . . . + xdN = 0On étudie le shéma F (Xd
N ).La détermination des droites ontenues dans une hypersurfae de Fermat de degré plus grand que Ndans PN pour N = 3 et 4 se trouve dans [AS91℄. Le fait que la varieté des droites ontenue dans unequartique de Fermat de dimension 3 est de dimension 2 en arateristique 3 se trouve dans [Col79℄.Proposition 2.0.5. L'hypersurfae Xd

N est lisse si et seulement si la aratéristique de k est 0 ou nedivise pas d.On supposera désormais es hypothèses véri�ées. De plus on suppose que l'on a toujours N 6 d, (saufà la proposition 2.1.5). Dans le as ontraire on onnait la dimension de F (Xd
N ) par la proposition 2.1.5.2.1 Généralités2.1.1 Desription ensemblisteDé�nition 2.1.1 (droites standard). Soit I1, ..., Ir une partition de {0, ..., N}, où Ij ontient au moinsdeux éléments pour haque j.Soit x ∈ PN tel que ∑i∈Ij

xdi = 0 pour tout j (on a x ∈ Xd
N ). On note xIj l'élément de PN qui vaut

xi en i si i appartient à Ij et 0 sinon.On appelle droite standard de Xd
N une droite ontenue dans {(λ1xI1 + ...+ λrxIr) | λ ∈ Pr−1

}.7



Remarque 2.1.2. Pour haque x ∈ Πr
j=1X

dCard Ij−1, on a don un sous-espae projetif de dimension
r − 1

{

(λ1xI1 + ...+ λrxIr) | λ ∈ Pr−1
} inlu dans Xd

N .Proposition 2.1.3. Les droites standard forment une famille de droites de Xd
N de dimension pure N −3.Démonstration. Pour haque x ∈ Πr

j=1X
dCard Ij−1, le sous-espae {(λ1xI1 + ... + λrxIr) | λ ∈ Pr−1}de dimension r − 1 inlu dans Xd

N ontient une famille de dimension 2r − 4 de droites ('est G(1,Pr−1)).Or dim(Πr
j=1X

dCard Ij−1) =
∑r

j=1(Card Ij) − 2 = N + 1 − 2r. Les droites standard de Xd
N forment donune famille de droites de dimension N + 1 − 2r + 2r − 4 = N − 3. �Proposition 2.1.4. Si k est de aratéristique nulle ou stritement plus grande que d, et d > N , toutesles droites sont standard (pour N > 2).Démonstration.On démontre le résultat par réurrene sur N :� Dans le as N = 2, le shéma Xd

2 est une ourbe qui n'est pas une droite (d > 2), don ne ontientauune droite. En partiulier, elles sont toutes standard.� N − 1 ⇒ NOn suppose l ⊂ Xd
N mais l non inlus dans un hyperplan de oordonnées (sinon l ⊂ Xd

N−1, et on ale résultat). Don on a l ∩ (xi = 0) réduit à un point.Supposons que l ontienne un point ave 2 oordonnées nulles, par exemple le point (a0, ..., aN−2, 0, 0).Comme l ( (xN = 0), on peut trouver un point de l de la forme (b0, ..., bN−1, 1).On onsidère alors la droite l′ ontenue dans Xd
N−1 passant par les points (a0, ..., aN−2, 0) et

(b0, ..., bN−2, ω), où ω est une raine d−ième de bdN−1+1. On applique l'hypothèse de réurrene à l′ :elle est néessairement standard, 'est-à-dire de la forme {((λ1 + tµ1)xI1 + ...+ (λr + tµr)xIr)|t ∈ k}pour λ et µ �xés dans Pr−1. On peut supposer que N−1 appartient à Ir. Don λr = 0 . Il su�t donde onstruire µ′r et x′Ir qui onviennent pour l. On note x′N−1 une raine d−ième de xdN−1 −µ−dr , eton pose x′N = 1/µr et x′i = xi sinon. Ce qui nous donne le résultat pour l.Sinon, on note :
A = (0, 1, a2, ..., aN ) ∈ l

B = (1, 0, b2, ..., bN ) ∈ ldeux point de l. Comme l est ontenue dans Xd
N , le point (t, 1, a2 + tb2, ..., aN + tbN ) est dans

Xd
N pour tout t dans k. Comme Ckn 6= 0 (ar d < p ou p = 0), on obtient le système suivant endéveloppant l'équation obtenue :

1 + ad2 + ...+ adN = 0

b2a
d−1
2 + ...+ bNa

d−1
N = 0

...

a2b
d−1
2 + ...+ aN b

d−1
N = 0

1 + bd2 + ...+ bdN = 0On peut supposer que tous les ai et tous les bi sont non nuls, de même pour tous les ∣∣∣
∣

ai aj
bi bj

∣

∣

∣

∣

.En e�et si ∣∣∣
∣

ai aj
bi bj

∣

∣

∣

∣

= 0 pour un ouple i, j, on peut remplaer B par un A+ tB où deux oordonnéessont nulles, e qui nous donne le résultat. 8



Sinon, en prenant les N − 1 premières équations parmi les d− 1 équations entrales dans le systèmepréédent (d > N), on a :




b2/a2 ... bN/aN
...

(b2/a2)
N−1 ... (bN/aN )N−1









ad2
...
adN



 = 0Don le déterminant de ette équation, Π(bi/ai)Πi<j(bi/ai−bj/aj), est nul, e qui est absurde. Don
l est neessairement standard.

�Proposition 2.1.5. Si N > d, on a dimF (Xd
N ) = 2N − 3 − d.Remarque 2.1.6. Don, dans le as N > d, il y a des droites non standard.Démonstration. Dans le as N = d, on a dimF (XN

N ) = N − 3 par la proposition préédente.Si N > d, on oupe Xd
N par un hyperplan H de oordonnée (de sorte que Xd

N ∩H est une hypersurfaede Fermat de H). On a alors F (Xd
N ∩H) = F (Xd

N ) ∩ F (H) omme sous-shémas de G(1,PN ).Or F (H) ≃ G(1,PN−1), don est de dimension 2N − 4, 'est-à-dire de odimension 2 dans G(1,PN ).Comme F (H) est lisse et don loalement intersetion omplète, dimF (Xd
N ) 6 F (Xd

N−1) + 2. Par réur-rene on obtient don dimF (Xd
N ) 6 2N − d− 3.Par la remarque 1.2.1, on sait que dimF (Xd

N ) > 2N − d− 3. D'où l'égalité. �2.1.2 Étude de Nl/Xd
NProposition 2.1.7. Soit l une droite standard de Xd

N qui est générique dans son Pr−1. On a :
h0(l,Nl/Xd

N
(−1)) = N − r − 1

h0(l,Nl/Xd
N

) = 2(N − r − 1)Démonstration.Soit L = Nl/Xd
N

(−1)Par la suite exate de la proposition 1.2.5, on a degL = 1−d, et rg (L) = N−2. Don Riemann-Roh nousdonne : h0(l,L) = h1(l,L) − d+N − 1. De plus, par la proposition 1.2.8, on a h1(l,L) = dim(oker γ′),où :
γ′ :











kN+1 → H0(l,Ol(d− 1))

(λ0, ..., λN ) 7→ d
N
∑

j=0

λj(x
d−1
j )|lCalul de dim(oker γ′) :

l est une droite standard de PN ontenue dans Xd
N , générique dans Pr−1 (où I1, ..., Ir est une partition de

{0, ..., N}). Elle a pour équation {((ty1 + uz1)xI1 , ..., (tyr + uzr)xIr) | t, u ∈ k}, où xIj est dans XdCard Ij ,et y, z appartiennent à Pr−1 et sont généraux, don en partiulier on peut supposer les zj tous non nuls.
9



Calulons γ′(λ0, ..., λN ).
γ′(λ0, ..., λN ) = d

r
∑

j=1

∑

i∈Ij

λi(tyj + uzj)
d−1xd−1

i

= d

r
∑

j=1

d−1
∑

v=0

Cd−1
v tvyvju

d−1−vzd−1−v
j

∑

i∈Ij

λix
d−1
i

= d

d−1
∑

v=0





r
∑

j=1

(

yj
zj

)v
∑

i∈Ij

λix
d−1
i zd−1

j



Cd−1
v tvud−1−vDon (λ0, ..., λN ) ∈ ker γ′ s'érit, sous forme matriielle,

























1 · · · 1 1 · · · 1 1 · · · 1
y1
z1

· · · y1
z1

y2
z2

· · · yr−1

zr−1

yr

zr
· · · yr

zr... ... ... ... ... ...
(

y1
z1

)v
· · ·

(

y1
z1

)v (

y2
z2

)v
· · ·

(

yr−1

zr−1

)v (

yr

zr

)v
· · ·

(

yr

zr

)v... ... ... ... ... ...
(

y1
z1

)d−1
· · ·

(

y1
z1

)d−1 (

y2
z2

)d−1
· · ·

(

yr−1

zr−1

)d−1 (

yr

zr

)d−1
· · ·

(

yr

zr

)d−1

















































λ0x
d−1
0 zd−1

1............
λNx

d−1
N zd−1

r

























= 0

Si on note A la matrie obtenue, son rang est le même que elui de la matrie de Vandermonde as-soiée, 'est-à-dire min(r, d), qui est r ii (l étant générique, on peut supposer les (yj/zj) tous distints).D'où dim(ker γ′) = d− r.Soit L = Nl/Xd
NLa suite exate de la proposition 1.2.5 nous donne omme préédemment degL = N − 1 − d et rg L =

N − 1 − 1 = N − 2. Don Riemann-Roh s'érit h0(l,L) − h1(l,L) = 2N − d− 3.Soit β′ : H0(Ol(1))
N+1 → H0(Ol(d)) obtenu à partir de β de la même façon que γ′ à partir de γ. Par unraisonnement identique à elui tenu pour γ′, on a h1(l,L) = dim(oker β′). D'où h0(l,L) = 2N−2−rg β′.Dans des oordonnées β′(l0, . . . , lN ) (où li = λit+ µiu) s'érit :

β′(λ0, . . . , λN , µ0, . . . , µN ) =

N
∑

i=0

(λit+ µiu)(x
d
i )|l

=

r
∑

j=1

∑

i∈Ij

µix
d−1
i zd−1

j ud

+

d−1
∑

v=1





r
∑

j=1

(

yj
zj

)v
∑

i∈Ij

µix
d−1
i zd−1

j

+
r
∑

j=1

v

d− v

(

yj
zj

)v−1
∑

i∈Ij

λix
d−1
i zd−1

j



Cd−1
v tvud−v

+

r
∑

j=1

∑

i∈Ij

µix
d−1
i yd−1

j td

10



Don aluler le rang de β′ orrespond à aluler le rang de la matrie (d + 1) × (2r) suivante (aprèssimpli�ations) :






































1 · · · 1 0 · · · 0
y1
z1

· · · yr

zr

1
d−1 · · · 1

d−1
(

y1
z1

)2
· · ·

(

yr

zr

)2
2
d−2

y1
z1

· · · 2
d−2

yr

zr... ... ... ...
(

y1
z1

)v
· · ·

(

yr

zr

)v
v
d−v

(

y1
z1

)v−1
· · · v

d−v

(

yr

zr

)v−1... ... ... ...
(

y1
z1

)d−1
· · ·

(

yr

zr

)d−1
d−2
2

(

y1
z1

)d−2
· · · d−2

2

(

yr

zr

)d−2

0 · · · 0 (d− 1)
(

y1
z1

)d−1
· · · (d− 1)

(

yr

zr

)d−1





































qui est min(d + 1, 2r). Montrons don que ette matrie dé�nit une injetion. On va montrer que ledéterminant d'un mineur (arré de taille maximale) bien hoisi est un polyn�me non trivial en les Xi =
yi/zi, et omme tout polyn�me non nul est génériquement non nul, on aura le résultat. Cherhons leoe�ient de X2d−2

1 X2d−6
2 X2d−10

3 . . . (on arrête le produit quand on est à ourt d'exposants ou à ourtd'indies). Ce oe�ient sera non nul pare queX2d−2
1 ne peut venir que des deux dernières lignes, olonnes

1 et r+ 1 ; puis X2d−6
2 vient des deux lignes préédentes, et. On parourt deux "droites de pente 2" dansla matrie. Comme la hauteur (d+ 1) est supérieure à la largeur (2r 6 N), il n'y a pas de problème. �Remarque 2.1.8. En reprenant la preuve i-dessus on onstate que l'on a plus généralement

h0(l,Nl/Xd
N

(−1)) = N − min(r, d) − 1 et h0(l,Nl/Xd
N

) = 2N − min(d+ 1, 2r) − 2).Remarque 2.1.9. On a plus généralement, pour −1 6 n 6 d/2−1 : h0(l,Nl/Xd
N

(n)) = (n+2)(N−r−1).Proposition 2.1.10. Soit l une droite standard de Xd
N qui est générique dans son Pr−1.On a, pour r = 2 :

Nl/Xd
N
≃ Ol(1)

N−3 ⊕Ol(2 − d)et pour r = 3 :
Nl/Xd

N
≃ Ol(1)

N−4 ⊕Ol(1 −
d

2
) ⊕Ol(2 −

d

2
)si d est pair,

Nl/Xd
N
≃ Ol(1)

N−4 ⊕Ol(1 −
d− 1

2
)2si d est impair.Démonstration.1. Cas r = 2Par la proposition 1.2.5 on a la déomposition suivante de Nl/Xd
N
:

Nl/Xd
N
≃

N−2
⊕

i=1

Ol(ai) ave 1 > a1 > . . . > aN−2

11



On a don
H0(l,Nl/Xd

N
(−1)) =

N−2
⊕

i=1

H0(l,Ol(ai − 1))

=
⊕

{i|ai=1}

H0(l,Ol(ai − 1))

=
⊕

{i|ai=1}

kOr h0(l,Nl/Xd
N

(−1)) = N − r − 1 = N − 3, d'où (a1, . . . , aN−2) = (1, . . . , 1, a).De plus
deg(Nl/Xd

N
(−1)) = N − 1 − d (par la suite exate)

= N − 3 + ad'où a = 2 − d. Don Nl/Xd
N
≃ Ol(1)

N−3 ⊕Ol(2 − d)2. Cas r = 3On part de la même déomposition Nl/Xd
N
≃
⊕N−2

i=1 Ol(ai) ave 1 > a1 > . . . > aN−2, et on onsi-dère les setions globales après déalage, en appliquant la proposition préédente : h0(l,Nl/Xd
N

) =

N − 4. Don (a1, . . . , aN−2) = (1, . . . , 1, a, b).De même, l'étude des setions globales de Nl/Xd
N

(n), ave n partie entière de d−1
2 − 2, impose a et

b inférieurs à −n− 1. L'étude du degré de Nl/Xd
N
donne a+ b = 3 − d, d'où le résultat.

�Proposition 2.1.11. On suppose p = 0 ou p > d.Les seules omposantes génériquement réduites de F (Xd
N ) orrespondent alors au as N impair et lstandard dé�nie à partir d'une partition en sous-ensembles à deux éléments. Il y en a autant que de P

N+1

2 ,'est-à-dire N(N − 2)...3.1.Démonstration. Soit l une droite générique de Xd
N . On a T[l]F (Xd

N ) ≃ H0(l,Nl/Xd
N

) par la propo-sition 1.2.7. Or dimF (Xd
N ) = N − 3 par omptage des droites standard (p > d ou p = 0 don toutes lesdroites sont standard), et dimH0(l,Nl/Xd

N
) = 2(N − r − 1) (proposition préédente).Dire qu'il existe un point lisse est équivalent à dire qu'il existe un point lisse dans un ouvert densearbitraire. Don on peut supposer e point l générique. Don F (Xd

N ) lisse en [l] si et seulement si
dimF (Xd

N ) = N − 3 = dimT[l]F (Xd
N ) = 2(N − r − 1), 'est-à-dire 2r = N + 1. Ce qui orrespondaux partitions de {0, . . . , N} en sous-ensembles à deux éléments. �2.2 F (Xpr+1

N )On se plae désormais en aratéristique p > 0, et on étudie Xpr+1
N . Il y a alors des droites nonstandard, omme on le voie dans la proposition suivante. Cette étude nous donnera des informations sur

Xpr+1
N pour d|(pr + 1), en partiulier dans la partie 2.2.1.12



Proposition 2.2.1. Pour d = pr + 1, il y a exatement d3(d − 3) droites non standard et 3d2 droitesstandard sur Xd
3 .Démonstration. On suppose l ⊂ Xd

3 . La droite l n'est pas inluse dans un hyperplan de oordonnéesar Xd
2 est une ourbe qui n'est pas une droite (d > 1). Don on a l∩ (xi = 0) réduit à un point. on note :

A = (0, 1, a2, a3) ∈ l

B = (1, 0, b2, b3) ∈ ldeux point de l. Comme l est ontenue dans Xd
3 , le point (t, 1, a2 + tb2, a3 + tb3) est dans Xd

3 pour tout tdans k. Comme d = pr + 1, on obtient le système suivant en développant l'équation obtenue :
1 + ap

r+1
2 + ap

r+1
3 = 0

ap
r

2 b2 + ap
r

3 b3 = 0

a2b
pr

2 + a3b
pr

3 = 0

1 + bp
r+1

2 + bp
r+1

3 = 0La deuxième équation est équivalente à ap2r

2 bp
r

2 + ap
2r

3 bp
r

3 = 0. On a don le système suivant :
(

ap
2r

2 ap
2r

3

a2 a3

)(

bp
r

2

bp
r

3

)

= 0Si le déterminant de ette matrie est non nul, on a neessairement b2 = b3 = 0, or (1, 0, 0, 0) n'appartientpas à Xd
3 . Don :

a3a
p2r

2 = a2a
p2r

3Dans le as où a2a3 est nul, on obtient toutes les droites standard : si a2 (respetivement a3) est nul, alors
b3 (respetivement b2) l'est aussi. Il y en a 3d2.Dans le as ontraire, on a ap2r−1

2 = ap
2r−1

3 ave a2 (et don a3) non nul. Don a2 = ωa3 où ω est uneraine p2r − 1-ième de l'unité. Par symétrie des r�les joués par bi et ai dans le premier système, on trouveque l'on a de même b2 = ω′b3. En remplaçant a2 et b2 dans e même système on trouve le système suivant :
ω′ωp

r

= −1

ωω′p
r

= −1On remarque que es deux équations sont équvalentes, et que le hoix d'un ω impose elui de ω′.Les points A et B sont don neessairement de la forme :
(0, 1, ωa, a)

(1, 0,−
1

ωp
r b, b)où ω est une raine p2r − 1-ième de l'unité. Et pour que l soit ontenue dans Xd

3 il faut et il su�t que Aet B soit dans Xd
3 .Étudions juste le as de A, elui de B étant symétrique. On doit don avoir a solution de l'équation

1 + ad + ωdad = 0. C'est-à-dire ωd 6= −1 (pour qu'il y ait une solution) et ad = −1/(1 + ωd). Or, omme
ωp

r+1 = −1 implique ωp2r−1 = 1,Card {ω ∈ k| ωp
2r−1 = 1 et ωpr+1 6= −1

}

= Card {ω ∈ k| ωp
2r−1 = 1

}

− Card {ω ∈ k|ωp
r+1 = −1

}

= p2r − pr − 2On a don d hoix possibles pour a, de même pour b, et (d−1)2 −d−1 hoix pour ω, tout es hoix étantindépendants. Don il y a d2((d− 1)2 − d− 1) = d3(d− 3) droites non standard sur Xd
3 . �13



2.2.1 Unirationalité de Xd
N pour d|pr + 1C'est la généralisation d'un résultat donné dans [Shi95℄ pour ertaines valeurs de N . On suit ii ladémarhe de [Deb01℄ (ex page 67).Théorème 2.2.2. Si N > 3 et d|(pr + 1), l'hypersurfae Xd

N est unirationnelle.Pour démontrer e théorème, on va onstruire une appliation rationnelle dominante expliite
AN−1
k 99K Xq+1

Noù q = pr.Proposition 2.2.3. Si N > 3, l'hypersurfae Xq+1
N est unirationnelle.Démonstration. On pose don ii d = q + 1 = pr + 1. Soit ω une raine d-ième de −1. Un alulimmédiat montre que l'hypersurfae Xd

N ontient la droite l passant par (1, ω, 0, ..., 0) et (0, 0, 1, ω, 0, ..., 0),d'équation (t, tω, 1 − t, (1 − t)ω, 0, ..., 0).Le pineau d'hyperplans ontenant la droite l d'équation −tωx0 + tx1 − ωx2 + x3 = 0, indexés par t ∈ k,induit une appliation rationnelle π : Xd
N 99K A1

k. Elle est dé�nie sur l'ouvert U = Xd
N − H, où H estl'hyperplan {ωX0 −X1}, par :

π :

(

k[t] → O(U)

t 7→ ωX2−X3

X1−ωX0

)Ce qui fait de k(Xd
N ) une extension de k(t).Étudions la �bre générique de π au-dessus de k(t1/q) :C'est A = O(U) ⊗k k(t

1/q), où t = ωX2−X3

X1−ωX0
, et

O(U) = (k[X0, ...,XN ]/(Xd
0 + ...+Xd

N ))[
1

X1 − ωX0
]'est-à-dire

A = k[X0, ...,XN ]/(Xd
0 + ...+Xd

N )[(
ωX2 −X3

X1 − ωX0
)1/q]Simpli�ons l'équation Xd

0 + ... +Xd
N = 0, en utilisant le fait que t = ωX2−X3

X1−ωX0
, et que l'on s'autorise à enprendre la raine q-ième :

4
∑

i=0

Xd
i = Xd

0 +Xd
1 +Xd

2 + (tωX0 − tX1 + ωX2)
d +

∑

i>4

Xd
i

= Xd
0 +Xd

1 + tq+1(ωX0 −X1)
q+1 + ωX2t

q(ωX0 −X1)
q + ωqXq

2 t(ωX0 −X1) +
∑

i>4

Xd
i

= −ωqXq
0y2 − ωX0y

q
2 + yq+1

2 + tq+1yq+1
2 + ωX2t

qyq2 + ωqXq
2 ty2 +

∑

i>4

Xd
i

= ωq(Xq
2 t−Xq

0)y2 + ω(X2t
q −X0)y

q
2 + (1 + tq+1)yq+1

2 +
∑

i>4

Xd
i

= yq1y2 + y3y
q
2 +

∑

i>4

ydiOù l'on a e�etué le hangement de variable :
y1 = X2t

1/q −X0

y2 = −X1 + ωX0

y3 = ω(X2t
q −X0) + (1 − tq+1)(ωX0 −X1)

yi = Xi pour i > 4. 14



Le as N = 3 est un peu partiulier. En e�et y2 se fatorise dans l'équation de la �bre, 'est-à-dire que la�bre est en fait la réunion de la droite l et de la ourbe d'équation yq1 + yq−1
2 y3. Ce qui nous donne :

V ′ × A1
k

��

// U

��

� // Xd
3

π
~~~

~
~

~

A1
k

q:1
// A1
kL'appliation (y1, y2) 7→ (y1, y2,−

yq
1

yq−1

2

) montre que V ′ = Spe (k[y1, y2, y3]/(y
q
1 + yq−1

2 y3)) est birationnelà A2
k. D'où une appliation dominante A3

k 99K Xd
3 : l'hypersurfae Xd

3 est unirationnelle.Dans le as où N > 3, on a de même, ave U ′ = Spe (k[y1, ..., yN ]/(yq1y2 + yq2y3 + yq+1
4 + ...+ yq+1

N )) :
AN−1
k

//___

!!CC
CC

CC
CC

U ′ //

��

U

��

� // Xd
N

π
~~~

~
~

~

A1
k

q:1
// A1
kOn vient don de montrer que Xd

N est unirationnelle. �On a en partiulier démontré la proposition suivante :Proposition 2.2.4. Xq+1
N a un revêtement purement inséparable de degré q qui est rationnel.Démonstration.(du théorème) Soit m ∈ N tel que md = pr + 1. L'appliation Xq+1

N ։ Xd
N induitepar Xi 7→ Xm

i permet de se ramener au as de la proposition 2.2.3. �2.2.2 Desription de F (Xpr+1
N )On va montrer que e shéma est lisse de dimension 2N − 6 (pour la onnexité on peut regarder[Bea90℄). Pour ela, nous allons étudier F (Xpr+1

N , x), dont on onnait expliitement les équations. On seplae en un point x ∈ Xpr+1
N �xé, et on peut supposer que xN = 1. On onsidère désormais F (Xpr+1

N , x)omme un sous-shema de l'hyperplan H = {XN = 0} ≃ PN−1 de PN .Proposition 2.2.5. Le shéma F (Xpr+1
N , x) est de dimension > N − 4, mais il n'est nulle part réduit.Démonstration. F (Xpr+1

N , x) est dé�ni par les équations suivantes dans PN−1 (d'après un aluldiret fait dans la première partie) :
N−1
∑

i=0

xp
r

i yi =

N−1
∑

i=0

xiy
pr

i =

N−1
∑

i=0

yp
r+1
i = 0Don ii dimF (Xpr+1

N , x) > N − 1 − 3 = N − 4.D'autre part, l'espae tangent T[l]F (X,x) est isomorphe ii à kN−3 ar le rang de la jaobienne estinférieur ou égal à 2, don dimT[l]F (X,x) > dimF (X,x) : le shéma F (X,x) n'est nulle part réduit. �Corollaire 2.2.6. Pour N > 4, l'hypersurfae Xpr+1
N est reouverte par des droites.15



Corollaire 2.2.7. Le shéma F (Xpr+1
N ) est lisse de dimension 2N − 6.Démonstration. Par la proposition 1.3.2, le shéma F (Xpr+1

N ) est partout de dimension > 2N − 6.Par la proposition 1.2.7, T[l]F (Xpr+1
N ) est isomorphe à H0(l,N

l/Xpr+1

N

). Or par la proposition 1.2.5, ona
N−2
∑

i=1

ai = N − 1 − det ai 6 1. De plus, par la proposition préédente, on sait qu'il y a au moins N − 3 ai égaux à 1. Don
(a1, ..., aN−2) = (1, ..., 1, 2 − d) (et 2 − d < 0). D'où F (Xpr+1

N ) est lisse de dimension 2N − 6 et
Nl/X ≃ Ol(1)

N−3 ⊕Ol(2 − d)

�Corollaire 2.2.8. Le shéma F (Xpr+1
N , x) est de dimension exatement N − 4 pour x général.2.2.3 Xpr+1

N est reouverte par des droites pour N > 4Dans toute ette partie, on a N > 4 (et r > 1).Proposition 2.2.9. Xpr+1
N est uniréglé par des droites, mais auune n'est libre.Démonstration. Par la proposition préédente, Nl/X ≃ Ol(1)

N−3 ⊕ Ol(2 − d), or 2 − d < 0, don
Xpr+1
N ne ontient auune ourbe rationnelle libre. �3 AppendieOn peut aluler diretement l'espae tangent à F (X) en [l] par le fonteur des points assoié à F (X).Le problème est alors de montrer que le fonteur que l'on onsidère et le fonteur des points assoié aushéma dé�ni à la première partie sont bien identique, 'est-à-dire que la représentabilité du shéma deHilbert. Pour plus de détails on pourra regarder [Kol96℄.On peut onsidérer le fonteur des points assoié à F (X) :Proposition 3.0.10. Le fonteur des points assoié à F (X) est :

F (X) :
{k − shémas} → Ens

T 7→

{ sous-shémas de X ×k T plats sur Tet dont le polyn�me de Hilbert des �bres est t+ 1

}Calulons l'espae tangent à F (X) en tant que fonteur : Si {l} est un point de F (X)(k), 'est la �bre
F = T[l]F (X) de F (X)(k[ε]) (où ε2 = 0) au-dessus de {l} :

F (X)(k[ε])

F (X)(ϕ)

��

F

��

? _oo

F (X)(k) {l}? _oo

l est un sous-shéma fermé de X, don Ol est un quotient de OX . Don F est l'ensemble des k[ε]-algèbrequotient de OX×kSpe k[ε] ≃ OX [ε] plates sur k[ε] qui redonnent Ol après passage au quotient par ε. C'estles déformations de [l] dans X. 16



Proposition 3.0.11.
T[l]F (X) ≃ H0(l,Nl/X )Démonstration.

F ⊂ H0(l,Nl/X) :Soit A ∈ F . Comme A est plate sur k[ε], et que εk[ε] ≃ k de façon anonique, on a εA ≃ Ol anoniquement.De plus, par dé�nition, A/ε ≃ Ol, don A est une extension de la forme 0 → Ol
×ε
−−→ A→ Ol → 0.Par ailleurs OX [ε] est une OX-algèbre et A un quotient de OX [ε], d'où une appliation OX → A. Cetteappliation envoie Il/X , l'idéal dé�nissant l dans OX , dans εA. En e�et en omposant par l'appliation

A→ εA on retrouve l'appliation OX → OX/Il/X ≃ Ol.On a don onstruit une appliation Il/X → Ol (Ol ≃ εA), qui envoie I2
l/X sur 0, 'est-à-dire un élémentde l'ensemble HomOl

(Il/X/I
2
l/X ,Ol) = H0(l,Nl/X).

H0(l,Nl/X) ⊂ F :Construisons l'inverse de l'appliation préédente. Soit f ∈ H0(l,Nl/X), qui se relève en une appliation
f : Il/X → Ol. On onsidère l'algèbre A quotient de OX [ε] par le faiseau d'idéaux engendré par (IdOX

−
εf)(Il/X). A onvient et ette onstrution est inverse de la préédente. �Référenes[AS91℄ A.Albano and S.Katz. Lines on the fermat quinti threefold and the in�nitesimal generalizedhodge onjeture. Transations of the Amerian Mathematial Soiety, 324 :353�358, 1991.[Bea90℄ A. Beauville. Sur les hypersurfaes dont les setions hyperplanes sont à module onstant. Progr.Math., 86 I :121�133, 1990.[BVdV78℄ W. Barth and A. Van de Ven. Fano-varieties of lines on hypersurfaes. Arh. math., 31 :96�104,1978.[Col79℄ A. Collino. Lines on quarti threefolds. Journal of the London Mathematial Soiety, 19 :257�267, 1979.[Deb01℄ O. Debarre. Higher-Dimensional Algebrai Geometry. Springer Verlag, 2001.[DM98℄ O. Debarre and L. Manivel. Sur la variété des espaes linéaires ontenus dans une intersetionomplète. Math. Ann., 312 :549�574, 1998.[Har83℄ R. Hartshorne. Algebrai Geometry, volume 52. Springer-Verlag, 3 edition, 1983.[Kol96℄ J. Kollár. Rational Curves on Algebrai Varieties, volume 32. Springer, 1 edition, 1996.[Shi95℄ Ihiro Shimada. A generalization of Morin-Predonzan's theorem on the unirationality of om-plete intersetions. J. Algebrai Geom., 4(4) :597�638, 1995.
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