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Introduction
Dans ce mémoire, on se propose d’étudier la théorie de l’homotopie de Morel

et Voevodsky en suivant les idées de la construction de ([MV]), qui fournit un
cadre commode pour définir une théorie de l’homotopie dans un cadre très géné-
ral (essentiellement celui d’un site quelconque muni d’un objet «intervalle»), et
qui permet aussi bien de retrouver de manière relativement simple des résultats
déjà connus, par exemples relatifs aux aux variétés topologiques, que d’obtenir
des résultats nouveaux dans d’autres situations, notamment en géométrie algé-
brique dans le cadre des schémas lisses sur une base noethérienne. La théorie de
l’homotopie de Morel et Voevodsky repose sur la machinerie des catégories de
modèles, qui est un formalisme axiomatique permettant de définir les notions
fondamentales nécessaires à une théorie homotopique, et fournissant un ana-
logue non-abélien commode des catégories dérivées. Il s’agira alors d’exploiter
la structure de catégorie de modèle de tout topos simplicial, puis d’effectuer
une localisation (i.e., une inversion formelle) à la Bousfield d’une classe de mor-
phismes liée à l’intervalle choisi.

Au delà de donner un sens aux notions homotopiques usuelles, la théorie
de Morel et Voevodsky permet d’exprimer de manière concise et commode un
certains nombres de résultats valables de manière très générale.

Supposant quelques définitions et propriétés élémentaires des topos1 connues,
nous commencerons naturellement par introduire les notions d’algèbre homoto-
pique dont nous aurons besoin, ce qui nous permettra de construire les catégories
homotopiques usuelles d’un topos, à savoir la catégorie homotopique simpliciale
et la catégorie homotopique avec intervalle. Nous démontrerons au passage la
correspondance de Dold-Kan pour un topos quelconque et en déduirons la re-
présentabilité dans la catégorie homotopique de la cohomologie singulière. À
titre d’application de cette exposition formelle de la théorie nous démontrerons
que si le site sous-jacent au topos considéré est constitué de variétés topolo-
giques contractiles et muni d’un intervalle contractile, alors la théorie de Morel-
Voevodsky nous donne le résultat attendu, à savoir que la catégorie homotopique
correspondante est la catégorie homotopique usuelle. Enfin, nous conclurons sur
une interprétation homotopique de la classification des torseurs sur un topos,
dont l’essence est, étant donné un groupe G, la représentabilité dans la catégo-
rie homotopique de H1(−, G), défini de manière usuelle comme l’ensemble des
classes d’isomorphismes de G-torseurs, par l’espace classifiant BG.

Je tiens à remercier Denis-Charles Cisinski, qui a encadré ce mémoire, pour
l’orientation du contenu mathématique de ce travail, agréablement réparti entre
la théorie abstraite et les exemples géométriques concrets, ainsi que pour sa très
grande disponibilité et ses nombreuses explications aussi bien techniques que
sur l’intuition à avoir des objets manipulés. Je souhaite également remercier
Joël Riou pour les discussions très intéressantes que j’ai eu avec lui ainsi que
pour la clarté de son mémoire de DEA et de sa thèse, qui m’ont été d’une aide
précieuse.

1dans tout ce mémoire, le mot «topos» désignera une catégorie de faisceaux sur un site.
Du point de vue plus général des topos élémentaires, cela revient à dire que le topos considéré
est muni d’un morphisme borné (voir [PTJ]) vers le topos de base, les sites considérés étant
alors des catégories internes au topos de base. Dans ce mémoire tous les topos auront pour
base le topos des ensembles.
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Chapitre 1

Un peu d’algèbre homotopique

L’algèbre homotopique telle qu’introduite par Quillen dans [Qui] fournit un
cadre formel commode pour axiomatiser la théorie de l’homotopie. Dans ce cha-
pitre, nous rappelons les définitions et résultats dont nous aurons besoin. Le
concept central est celui de catégorie de modèles, qui sont des catégories mu-
nies de trois classes de morphismes, les fibrations, cofibrations et équivalences
faibles, vérifiant certains axiomes, et au sein desquelles on a une théorie géné-
rale satisfaisante de la notion d’homotopie. Pour plus de détails concernant les
catégories de modèles, nous renvoyons le lecteur à [Qui], [GZ] et [GJ]. Une fois
exposé ce cadre général, nous pourrons aborder les structures homotopiques des
catégories de faisceaux simpliciaux.

1.1 Catégories de modèles fermées

Définition 1.1.1. Soit C une catégorie quelconque, g : X ′ → Y ′ un morphisme
de C. On dit qu’un morphisme f : X → Y de C est une rétracte de g s’il existe
un diagramme commutatif de la forme suivante :

X //

f

��

idX

''
X ′ //

g

��

X

f

��
Y //

idY

77Y ′ // Y

Définition 1.1.2 (Catégorie de modèles fermée). Une catégorie de modèles
fermée est une catégorie C munie de trois classes de morphismes, les fibrations,
cofibrations et équivalences faibles, notées généralement respectivement F, C et
W, et vérifiant les axiomes suivants :

CM1 C admet les limites et colimites finies.
CM2 si f et g sont deux morphismes composables de C et que deux mor-

phismes parmi f , g et g ◦ f sont des équivalences faibles, alors le troisième
l’est aussi.

CM3 Si f est une rétracte de g et g est une fibration, une cofibration ou
une équivalence faible, alors f l’est également.

CM4 Les fibrations ont la propriété de relèvement à droite vis-à-vis des
cofibrations triviales (i.e. qui sont aussi des équivalences faibles), et les
fibrations triviales ont la propriété de relèvement à droite vis-à-vis des
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cofibrations. On résume cela par la condition suivante :

U //

i

��

X

p

��
V //

>>

Y

Étant donné un tel diagramme commutatif, où i est une cofibration et p
une fibration, la flèche en pointillés existe si i ou p est aussi une équivalence
faible.

CM5 Tout morphisme f de C peut se factoriser en :
– p ◦ i où p est une fibration et i une cofibration triviale.
– q ◦ j ou q est une fibration triviale et j une cofibration.

En pratique, les catégories de modèles fermées que nous serons amenés à
considérer satisfont des axiomes un peu plus forts, que nous citons ici.

CM1+ C admet les petites limites et colimites.
CM5+ Les factorisations de l’axiome CM5 sont fonctorielles.

Proposition 1.1.3 (Astuce de Joyal). Soit C une catégorie munie de fibra-
tions, cofibrations et équivalences faibles, telle que les axiomes CM1 et CM2
soient vérifiés. Supposons également que

– les cofibrations soient stables par composition et produits fibrés.
– les fibrations aient la propriété de relèvement à droite vis-à-vis des cofi-

brations triviales.
– tout morphisme f de C puisse se factoriser en q ◦ j où j est une cofibration

et q une fibration triviale.
Alors l’axiome CM4 est vérifié.

Donnons maintenant quelques propriétés des trois classes de morphismes
dans une catégorie de modèles fermée, ce qui nous permet de caractériser une
catégorie de modèles fermée à partir de seulement deux des classes de mor-
phismes.

Proposition 1.1.4.
– Les fibrations sont les morphismes ayant la propriété de relèvement à

droite vis-à-vis des cofibrations triviales.
– Les fibrations triviales sont les morphismes ayant la propriété de relève-

ment à droite vis-à-vis des cofibrations.
– Les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de relèvement à

gauche vis-à-vis des fibrations triviales.
– Les cofibrations triviales sont les morphismes ayant la propriété de relè-

vement à droite vis-à-vis des fibrations.

Corollaire 1.1.5.
– Les fibrations (resp. fibrations triviales) sont stables par composition et

par produits fibrés.
– Les cofibrations (resp. cofibrations triviales) sont stables par composition

et par sommes amalgamées.
– Les isomorphismes sont dans F ∩C ∩W.

Définition 1.1.6. Soit C une catégorie de modèles fermée, X un objet de C. On
dit que X est fibrant (resp. cofibrant) si le morphisme X → • est une fibration
(resp. ∅→ X est une cofibration).
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Nous allons maintenant définir la notion d’homotopie au sein d’une catégorie
de modèles fermée. On se donne pour la suite une catégorie de modèles fermée
C.

Définition 1.1.7. Soit A un objet de C. On appelle objet cylindre pour A
la donnée d’un objet Ã, d’une cofibration i = (i0, i1) : A t A → Ã et d’une
équivalence faible σ : Ã→ A de sorte que le diagramme :

A tA

i=(i0,i1)

��

∇

""EE
EE

EE
EE

E

Ã σ
// A

où ∇ désigne la codiagonale, soit commutatif.

Remarque 1.1.8. L’axiome CM5 assure que tout objet de C admet un objet
cylindre ; il suffit en effet de prendre la factorisation de ∇ : A t A → A en une
cofibration suivie d’une fibration triviale.

Définition 1.1.9 (Homotopie à gauche). Soit f et g deux morphismes dans
C. Une homotopie à gauche entre f et g relativement à un objet cylindre (Ã, i, σ)
de A est un morphisme h : Ã→ B tel que le diagramme suivant

A tA

i=(i0,i1)

��

ftg // B

Ã

h

<<yyyyyyyyy

soit commutatif. On dit alors que f et g sont homotopes à gauche.

Proposition 1.1.10. Soit A un objet cofibrant et Ã un objet cylindre pour A.
Alors les morphismes i0 et i1 définis ci-dessus sont des cofibrations triviales.

Démonstration. Considérons le diagramme suivant

∅ //

��

A

r

��
A

l
// A tA

qui est évidemment cocartésien (l et p étant alors les inclusions canoniques
A→ AtA). Le morphisme canonique ∅→ A est une cofibration par hypothèse.
Par conséquent, l et r sont également des cofibrations, et donc les composés
i0 = (i0, i1) ◦ l et i1 = (i0, i1) ◦ r sont également des cofibrations. Enfin, d’après
l’axiome CM2, σ étant une équivalence faible, i0 et i1 le sont également.

Proposition 1.1.11. Soit A un objet cofibrant de C. Pour tout objet B de C, la
relation d’homotopie à gauche est une relation d’équivalence sur HomC(A,B).

Démonstration. La symétrie et la refléxivité sont évidentes, en remarquant que
l’action de l’automorphisme τ : AtA→ AtA qui intervertit les deux termes de
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la somme préserve les objets cylindres. Reste à voir la transitivité. On considère
les diagrammes

A tA

i0,εti1,ε

��

∇

""EE
EE

EE
EE

E

Ãε σ
// A

où ε ∈ {0, 1}, et le diagramme cocartésien :

A
i0,1 //

i1,0

��

A1

i1∗

��
A0 i0∗

// Ã

Alors, le morphisme i0∗i0,0 t i1∗i1,1 : A tA→ Ã se factorise en

A tA
i0,0,id //A0 tA

(i0∗,i1∗i1,1) //Ã

.
D’après la proposition précédente, le morphisme (i0,0, id) est une cofibration,

et on a le diagramme cocartésien suivant :

A tA
i0,0tid //

(i0,1,i1,1)

��

A0 tA

i0∗ti1∗i1,1

��
A1 i1∗

// Ã

On déduit de ce qui précède un objet cylindre pour A :

A tA

i0∗i0,0ti1∗i1,1

��

∇

""EE
EE

EE
EE

E

Ã σ∗
// A

Ainsi, si on a deux homotopies à gauches h0 : A → B et h1 : A1 → B
respectivement de f0 à f1 et de f1 à f2, on en déduit une homotopie à gauche
h : Ã→ B entre f0 et f2, ce qui conclut la preuve.

Remarque 1.1.12. On peut définir de même les notions duales d’objet chemin
et d’homotopie à droite et il est complètement formel de voir que les versions
duales de ces propriétés sont également valides. Plus généralement, on voit ai-
sément que C est une catégorie de modèles fermée si et seulement si Cop est une
catégorie de modèles fermée (le foncteur −op préservant les équivalences faibles,
et envoie fibrations sur cofibrations et vice-versa). Par complétude, on donne les
définitions d’objet chemin et d’homotopie à droite.
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Définition 1.1.13. Soit B un objet d’une catégorie de modèles fermée C. Un
objet chemin pour B est la donnée d’un objet B̂, d’une fibration p = (p0, p1) :
B̂ → B ×B et d’une équivalence faible s : B → B̂ de sorte que le diagramme :

B̂

p=(p0,p1)

��
B

s

<<yyyyyyyyy

∆
// B ×B

où ∆ désigne la diagonale, soit commutatif.

Définition 1.1.14 (Homotopie à droite). Soit f et g deux morphismes dans
C. Une homotopie à droite relativement à un objet chemin (B̂, p, s) de B entre
f et g est un morphisme h : A→ B tel que le diagramme suivant

B̂

(p0,p1)

��
A

h

<<yyyyyyyyy

(f,g)
// B ×B

soit commutatif. On dit alors que f et g sont homotopes à droite.

Le cas le plus intéressant, au vu de la proposition 1.1.11 et de la remarque
précédente, est celui où l’on considère les morphismes A→ B où A est cofibrant
et B fibrant. Les notions d’homotopie à gauche et à droite coïncident alors, et il
n’est pas nécessaire de spécifier le choix d’un objet cylindre ou chemin. On note
alors π(A,B) le quotient de Hom(A,B) par la relation d’homotopie, et on dit
d’une application f : A → B que c’est une équivalence d’homotopie si la classe
de f dans π(A,B) est un isomorphisme (c’est-à-dire, s’il existe g ∈ Hom(A,B)
tel que f ◦ g et g ◦ f soient homotopes à l’identité).

Définition 1.1.15 (Localisation stricte). Soit C une catégorie et W une
classe de morphismes dans C. On s’intéresse aux catégories D munies d’un fonc-
teur Q : C → D tel que Q(w) soit un isomorphisme pour tout w ∈ W . Si elle
existe, on appelle catégorie localisée stricte, et on note C[W−1] la catégorie uni-
verselle pour cette propriété, i.e., celle telle que pour tout autre catégorie D
munie d’un foncteur R : C → D satisfaisant cette propriété, il existe un unique
foncteur Θ : C[W−1]→ D prolongeant R (i.e. tel que Θ ◦Q = R).

Lemme 1.1.16 (Lemme fondamental de l’algèbre homotopique). Soit
C une catégorie de modèles fermée, W la classe des équivalences faibles dans C.
Alors il existe une1 catégorie localisée stricte Ho(C) de C par rapport à W existe,
et on l’appelle catégorie homotopique de la catégorie C. On note γ : C → Ho(C) le
foncteur de localisation, et pour A cofibrant et B fibrant, on a HomHo(C)(A,B) =
π(A,B).

Démonstration. [GJ, théorème 1.11, p. 75].

Proposition 1.1.17. Les équivalences faibles sont exactement les morphismes
qui deviennent des isomorphismes dans Ho(C).

1nécessairement unique à équivalence près par universalité
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Définition 1.1.18 (Adjonctions et équivalences de Quillen). Soient C et
D deux catégories de modèles fermées, F : C → D et G : D → C deux foncteurs
adjoints (G a F ). On dit que (G, F ) est une adjonction de Quillen si G préserve
les cofibrations et F les fibrations. On dit que (G, F ) est une équivalence de
Quillen si de plus, pour tout objet cofibrant X de D et tout objet fibrant Y
de C, si f : X → FY et g : GX → Y sont les transposés l’un de l’autre par
l’adjonction, alors f est une équivalence faible dans D si et seulement si g est
une équivalence faible dans C.

1.2 Raisonnement du petit objet
En pratique, pour montrer qu’une catégorie C est une catégorie de modèles

fermée, l’axiome le plus difficile à vérifier est souvent l’axiome CM5, concernant
l’existence de factorisations. Le «raisonnement du petit objet» permet d’obtenir
facilement toutes les factorisations à partir de familles plus restreintes.

Définition 1.2.1. Soit C une catégorie admettant les limites inductives, X
un objet de C, et κ un cardinal. On dit que X est κ-accessible si le foncteur
Hom(X,−) commute aux limites inductives filtrantes indexées par les ensembles
ordonnés filtrants grands devant κ (i.e. les ensembles dont toute partie de car-
dinal inférieur ou égal à κ admet un majorant).

Proposition 1.2.2. Soit κ un cardinal, γ un cardinal infini successeur stricte-
ment supérieur à κ. Alors, γ est grand devant κ.

Pour engendrer les objets possédant la propriété de relèvement nécessaire,
on utilise la construction ci-dessous :

Définition 1.2.3. Soit C une catégorie admettant les limites inductives et Φ :
C → C un foncteur muni d’une transformation naturelle λ : Id→ Φ. On définit
par récurrence transfinie :

– pour tout ordinal α, un foncteur Φα : C → C.
– pour tout ordinal β 6 α une transformation naturelle Θβ,α : Φβ → Φα

vérifiant Θβ′,α = Θβ,α ◦ Θβ′,α pour tout ordinal β′ 6 β 6 α et Θα,α =
IdΦα .

Ces objets vérifiants les propriétés suivantes :
– Φ0 = Id.
– pour tout ordinal α, Φα+1 = Φ◦Φα, et pour tout objet X de C, (Θα,α+1)X =

λΦαX , et pour tout ordinal β 6 α, Θβ,α+1 = Θα,α+1 ◦Θβ,α.
– si α 6= 0 est un ordinal limite, alors pour tout objet X de C, Φα(X) =

lim−→β∈α
Φβ(X), où les éléments de α sont ordonnés par inclusion et les

morphismes de transition sont les (Θβ,β′)X pour β 6 β′.

Définition 1.2.4. Soit C une catégorie admettant les limites inductives et
(Si → Ti) une famille de morphismes indexée par un ensemble I. Pour tout
morphisme f : X → Y dans C, on considère l’ensemble des diagrammes com-
mutatifs D de la forme :

Si(D)(D)
p //

i(D)

��

X

f

��
Ti

q(D)
// Y
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Ils permettent de construire une factorisation fonctorielle de f :

∐
D Si(D)

p(D) //

‘
i(D)

��

X

λf

��
f

��

∐
D Ti(D)

//

q(D)
%%K

K
K

K
K

ΦI(f)

µf

��
Y

où le carré est cocartésien.

Il est clair que cette factorisation est fonctorielle en f .
On obtient alors, pour tout objet Y de C, un foncteur ΦI,Y : C/Y → C/Y

muni d’une transformation naturelle λ : Id→ ΦI,Y . La catégorie C/Y admettant
toutes les limites inductives, on peut définir comme précédemment un foncteur
Φα

I,Y : C/Y → C/Y pour tout ordinal α, muni d’une transformation naturelle
Λ : Id→ Φα

I,Y .
De la même manière que dans la définition précédente, on obtient une fac-

torisation (dont on vérifie aisément qu’elle est fonctorielle en f) :

X
Λf //

f

##
Φα

I (f)
Πf //Y

où l’on a posé Φα
I (f) = Φα

I,Y (f).
On peut maintenant énoncer le théorème sous-jacent au «raisonnement du

petit objet» :

Théorème 1.2.5. Soit C une catégorie admettant les limites inductives et
(Si → Ti)i∈I une famille de flèches de C. Soit κ un cardinal tel que pour tout
i ∈ I, l’objet Si soit κ-accessible. Soit γ un ordinal limite grand devant κ.

Alors, pour toute flèche X → Y dans C le morphisme Πf : Φγ
I (f) → Y

possède la propriété de relèvement à droite par rapport à tous les morphismes
de I.

Démonstration. On veut montrer l’existence d’un relèvement dans le carré com-
mutatif suivant, pour tout p et q et pour i dans I :

Si
p //

i

��

Φγ
I (f)

Πf

��
Ti q

// Y

γ étant un ordinal limite, on identifie Φγ
I à lim−→β∈γ

Φβ
I . Comme γ est grand

devant κ et Si est κ-accessible, il existe un β ∈ γ tel que p se factorise par Φβ
I .
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On peut donc compléter le diagramme ainsi :

Si

p

**

i

��

// Φγ
I (f)

��

// Φβ
I (f)

��

Φβ+1
I (f)

::uuuuuuuuu

Ti

;;w
w

w
w

w
q

// Y

1.3 Foncteurs dérivés
Le but de ce paragraphe est de donner l’équivalent des foncteurs dérivés de

l’algèbre homologique dans le cadre des catégories de modèles.

Définition 1.3.1 (Foncteur dérivé). Soit C une catégorie munie d’un en-
semble de flèches W et F un foncteur C → A ou A est une catégorie quel-
conque. Supposons l’existence de la catégorie localisée stricte C[W−1] et notons
γ : C → C[W−1] le foncteur de localisation. S’il existe, on appelle foncteur dé-
rivé total à droite de F la donnée d’un foncteur RF : C[W−1]→ A muni d’une
transformation naturelle ε : F → RF ◦ γ qui soient universels parmi ces telles
données.

On définit de manière duale les foncteurs dérivés totaux à gauche.

Lemme 1.3.2 (Lemme de Ken Brown). Soit C une catégorie de modèles
fermée, A une catégorie quelconque et F : C → A un foncteur. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

– F transforme équivalences faibles entre objets fibrants en isomorphismes.
– F transforme fibrations triviales entre objets fibrants en isomorphismes.

Proposition 1.3.3. Sous les conditions du lemme de Ken Brown, F : C → A
admet un foncteur dérivé total à droite RF : Ho(C) → A. Si X est un objet
fibrant de C, le morphisme F (X)→ RF (X) induit par ε est un isomorphisme.

De même que dans les catégories abéliennes les foncteurs dérivés sont calculés
à l’aide de résolutions injectives ou projectives, les foncteurs dérivés sont ici
calculés à l’aide de résolutions fibrantes ou cofibrantes.

La proposition suivante découle du lemme de Ken Brown :

Proposition 1.3.4. Si (G, F ) est une adjonction de Quillen, alors G préserve
les équivalences faibles entre objets cofibrants et F celles entre objets fibrants.

Définition 1.3.5. On note RG : Ho(C)→ Ho(D) (resp. LG : Ho(D)→ Ho(C))
le foncteur dérivé total à droite (resp. à gauche) du foncteur γ ◦F : C → Ho(D)
(resp. γ ◦G : D → Ho(C)).

Certaines propriétés de foncteurs sont partagées avec leurs foncteurs dérivés ;
cela fait l’objet du théorème suivant.
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Théorème 1.3.6. Si (G, F ) est une adjonction de Quillen, alors (LG, RF )
forme une paire de foncteurs adjoints. Par ailleurs, LG et RF sont des équiva-
lences de catégories si et seulement si (G, F ) est une équivalence de Quillen.

Enfin, on a une définition analogue à la définition dans le cadre abélien de
la notion de faisceau acyclique.

1.4 Limites et colimites homotopiques
Le but de cette section est de définir une notion de limite et de colimite

qui respecte les équivalences faibles. En effet, il est facile de vérifier que ce
n’est pas le cas du foncteur lim−→ dans la catégorie des espaces topologiques.
Intuitivement, pour donner un sens homotopique à la limite d’un diagramme
d’espaces topologiques, il faut au moins remplacer les morphismes de transition
du diagramme par des cofibrations. Il est alors naturel de définir les limites
homotopiques via les foncteurs dérivés des foncteurs usuels.

Dans le cas le plus général, on ne peut définir de cette manière que les
limites et colimites finies. Cependant, dans le cas ou la catégorie de modèles
fermée concernée est un topos simplicial, la méthode décrite ci-dessous permet
de définir toutes les petites limites et colimites ; cela nous sera suffisant.

Définition 1.4.1. Une catégorie I est dite très petite ou directe ([Hov]) si
elle possède un nombre fini d’objets, que pour tous objets X et Y , Hom(X, Y )
soit un ensemble fini, et qu’il existe un entier N tel que pour toute chaîne de
morphismes composables (fi) de I de longueur n > N , au moins l’un des fi soit
l’identité.

Le lecteur est renvoyé à [Hov] pour le lemme et la proposition suivante :

Lemme 1.4.2. Soit C une catégorie de modèles fermée, et I une catégorie très
petite. La catégorie CI munie pour fibrations des fibrations terme à terme et pour
équivalences faibles des équivalences faibles terme à terme est une catégorie de
modèles fermée.

Proposition 1.4.3. Soit C une catégorie de modèles fermée, I une catégorie très
petite. Alors les foncteurs «diagramme constant» ∆ : CI → C et lim←− : C → CI

forment une adjonction de Quillen et par conséquent, les foncteurs dérivés totaux
L∆ : Ho(CI)→ Ho(C) et Rlim←− : Ho(C)→ Ho(CI) existent. On pose alors

holim←− = Rlim←−
et on définit dualement le foncteur

holim−→ = Llim−→
Remarque 1.4.4. Il convient de prendre garde à ne pas confondre les foncteurs
«limite homotopique» et «colimite homotopique» avec les foncteurs «limite»
et «colimite» dans la catégorie homotopique. On a évidemment un foncteur
naturel Ho(CI)→ Ho(C)I , mais celui-ci n’est pas en général une équivalence de
catégories. Autrement dit, le foncteur holim←− par exemple n’est pas l’adjoint à
gauche du foncteur «diagramme constant» : Ho(C)→ Ho(C)I .
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Chapitre 2

Théorie homotopique des topos

L’objectif de ce chapitre est de construire deux structures de catégorie de mo-
dèles fermée sur un topos simplicial. La première, dite structure simpliciale, est
définie pour un topos quelconque. La catégorie homotopique correspondante à
été introduite bien avant la théorie de l’homotopie de Morel-Voevodsky ([MV]),
par exemple dans la thèse de Luc Illusie [Ill]. La seconde dépend du choix d’un
intervalle I (qui peut être par exemple R, ou encore le disque complexe unité
ouvert), et est obtenue à partir de la première par localisation de la projec-
tion X × I → X ; c’est elle qui donne notamment la théorie homotopique des
schémas de Morel-Voevodsky (dans ce cas, on prend pour intervalle la droite af-
fine A1). Dans ce chapitre, nous exposons les constructions en toute généralité,
pour un site T dont nous supposerons toutefois par commodité qu’il possède
suffisamment de points. Une fois ces constructions effectuées, nous pourrons no-
tamment, au chapitre suivant, étudier des cas particuliers topologiques où la
théorie coïncide avec la théorie homotopique usuelle.

Pour ce qui concerne les topos, nous renvoyons le lecteur à [SGA4], et pour
plus de détails concernant l’algèbre simpliciale, à [GJ].

2.1 Ensembles simpliciaux

Les ensembles simpliciaux fournissent un premier exemple de catégorie de
modèles fermée, et jouent un rôle fondamental dans la construction de la caté-
gorie homotopique d’un topos. Nous rappelons brièvement quelques définitions
et propriétés, et renvoyons le lecteur à [GJ] pour plus de détails.

Définition 2.1.1. On note ∆ la catégorie dont les objets sont les éléments n
ou n = {0 . . . n} et les morphismes n → m sont les fonctions croissantes de n
dans m. De manière équivalente, ∆ est la sous-catégorie pleine de Cat formée
des catégories de la forme n = (0→ 1→ . . .→ n).

Définition 2.1.2 (Ensembles simpliciaux). La catégorie des ensembles sim-
pliciaux ∆opEns est la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur ∆.

Parmi les morphismes de ∆ deux types sont particulièrement intéressants.
Il s’agit des morphismes de cofaces, di : n− 1 → n (pour 0 6 i 6 n) et de
codégénérescences, sj : n + 1→ n (pour 0 6 j 6 n), définis par :

di(0→ 1→ . . .→ n− 1) = (0→ 1→ . . . i− 1→ i + 1 . . . n)
sj(0→ 1→ . . .→ n + 1) = (0→ 1→ . . . j →id j . . . n)

17
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où le morphisme de coface correspond à composer i− 1→ i→ i + 1. Il est aisé
de voir que ces morphismes satsifont les identités cosimpliciales, et la donnée de
ces morphismes et identités fournit alors un ensemble de générateurs et relations
pour ∆.

djdi = didj−1 pour i < j
sjdi = disj−1 pour i < j
sjdj = sjdj+1 = 1
sjdi = di−1sj pour i > j + 1
sjsi = sisj+1 pour i 6 j

Le lemme de Yoneda fournit un plongement pleinement fidèle de ∆ dans ∆opEns,
on note alors ∆n l’image de n par ce plongement. On appelle n-simplexe d’un en-
semble simplicial X, et on note Xn un élément de X(n) = Hom∆opEns(∆n, X).

On souhaite maintenant définir une réalisation topologique des ensembles
simpliciaux. Pour n ∈ N, on pose |∆n| = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣ ∑n
i=0 xi = 1}.

On en déduit un foncteur |∆•| : ∆→ Top qui à n associe |∆n| (Top désignant
la catégorie des espaces topologiques). Le lecteur est renvoyé à [GJ] pour plus
de détails.

Définition 2.1.3 (Foncteur «ensemble simplicial singulier»). On note
S : Top → ∆opEns le foncteur ensemble simplicial singulier qui à un espace
topologique X associe le préfaisceau n 7→ HomTop(|∆n| , X), et on appelle SX
l’ensemble simplicial singulier de X.

Proposition 2.1.4. Le foncteur S : Top→∆opEns admet un adjoint à gauche
|−| appelé réalisation topologique, défini par

|X| = lim−→
∆n→X∈∆/X

|∆n|

Démonstration. On a les isomorphismes suivants, le premier venant du fait que
tout préfaisceau est limite inductive de représentables, et le deuxième des iso-
morphismes (SY )n ' HomTop(|∆n| , Y ) ' Hom∆opEns(∆n, SY ).

HomTop(|X| , Y ) ' lim←−
∆n→X

HomTop(|∆n| , Y )

' lim←−
∆n→X

Hom∆opEns(∆n, SY )

' Hom∆opEns(X, SY )

On dit qu’un n-simplexe est non-dégénéré s’il n’est pas dans l’image des
dégénérescences.

Définition 2.1.5. Soit X un objet de ∆op T̃ , et n > 0. On note X deg
n ⊂ Xn

l’union des images des morphismes de dégénérescence Xn−1 → Xn :

X deg
n =

n−1⋃
i=0

sn−1
i (Xn−1)

On définit le n-squelette de X , que l’on note skn(X ), comme l’image du mor-
phisme Xn ×∆n → X . On pose sk−1(X ) = ∅.
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On rappelle qu’une équivalence faible d’espaces topologiques est une appli-
cation continue f : X → Y induisant une bijection π0(X)→ π0(Y ) et pour tout
point x ∈ X et n > 1 une bijection πn(X, x)→ πn(Y, f(x)).

Définition 2.1.6 (Bords et cornets).
– Pour tout n ∈ N, on note ∂∆n et on appelle bord de ∆n le sous-préfaisceau

de ∆n engendré par les simplexes non-dégénérés de dimension n− 1 dans
∆n.

– Pour tout n ∈ N∗, on note Λn
k et on appelle cornet de ∆nle sous-ensemble

simplicial de ∆n engendré par les n−1 simplexes de ∆n de la forme di(idn)
pour i 6= k.

Définition 2.1.7. Dans ∆opEns, on pose que les cofibrations sont les mono-
morphismes, les équivalences faibles sont les morphismes f tels que |f | soit une
équivalence faible d’espaces topologiques, et les fibrations sont les morphismes
ayant la propriété de relèvement à droite vis-à-vis des inclusions Λn

k → ∆n.

Théorème 2.1.8. La catégorie ∆opEns munie des cofibrations, fibrations et
équivalences faibles définies ci-dessus est une catégorie de modèles fermée. En
outre, un morphisme de ∆opEns est une fibration triviale si et seulement si il
possède la propriété de relèvement à droite par rapport aux inclusions ∂∆n → ∆n.

Démonstration. [GJ, théorème 11.2 et 11.3, pp. 61-62].

On définit de manière similaire la catégorie des faisceaux simpliciaux sur un
site T :

Définition 2.1.9. Soit T un site et T̃ le topos correspondant. On note ∆op T̃ la
catégorie des objets simpliciaux de T̃ , i.e. la catégorie des foncteurs ∆op → T̃ .
Il est facile de voir que ∆op T̃ est un topos. Un faisceau simplicial X peut être
vu comme une collection de faisceaux Xn pour n > 0 munie de morphismes
dn

i : Xn → Xn−1 (pour n > 1 et i ∈ J0 . . . nK, appelés faces) et sn
i : Xn → Xn+1

(pour n > 0 et i ∈ J0 . . . nK, appelés dégénérescences), vérifiant les identités
simpliciales :

didj = dj−1di pour i < j
disj = sj−1di pour i < j
djsj = dj+1sj = 1
disj = sjdj−1 pour i > j + 1
sisj = sj+1si pour i 6 j

2.2 La catégorie homotopique simpliciale d’un
topos

Définition 2.2.1. Soit X un faisceau simplicial sur T . On dit que X est de
dimension simpliciale inférieure ou égale à n si le morphisme Xn × ∆n → X
est épi, ou de manière équivalente, si skn(X ) = X . On identifie les faisceaux
d’ensembles aux faisceaux de dimension simpliciale 0.

On va maintenant définir une structure de catégorie de modèles fermée sur
∆op T̃ .



20 CHAPITRE 2. THÉORIE HOMOTOPIQUE DES TOPOS

Définition 2.2.2. Soit X un objet de ∆op T̃ . On définit le ne faisceau d’ho-
motopie de X , que l’on note Πn(X ), comme le faisceau associé au préfaisceau
U 7→ {(γ, x), x ∈ X (U)0, γ ∈ πn(X (U), x)}. C’est un faisceau en groupes pour
n > 1, abéliens si n > 2.

Définition 2.2.3. Soit f : X → Y un morphisme de faisceaux simpliciaux. On
dit que :

– f est une équivalence faible simpliciale si :
• Π0X → Π0Y est un isomorphisme.
• pour tout n > 1, le diagramme :

ΠnX //

��

ΠnY

��
X0

f0

// Y0

est cartésien.
– f est une cofibration si f est un monomorphisme.
– f est une fibration si f a la propriété de relèvement à droite vis-à-vis des

cofibrations triviales.

On note Ws (resp. C, Fs) les équivalences faibles simpliciales (resp. les
cofibrations et fibrations simpliciales).

Dans le cas où le site T admet suffisamment de points, on a une caractérisa-
tion plus commode des équivalences faibles. Cela fait l’objet de la proposition
suivante :

Proposition 2.2.4. Soit T un site ayant suffisamment de points, et f : X → Y
un morphisme dans ∆op T̃ . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– f est une équivalence faible simpliciale.
– pour tout point x : Ens → T̃ d’une famille conservative de points, le

morphismes x∗f : x∗X → x∗Y d’ensembles simpliciaux est un équivalence
faible.

Démonstration. La preuve résulte immédiatement du lemme suivant.

Lemme 2.2.5. Soit x : Ens → T̃ un point du topos T̃ . Pour tout objet X
de ∆op T̃ , il existe une bijection canonique x∗Π0(X ) ∼→ π0(x∗X ) et pour tout
n > 1, l’application x∗Πn(X )→ x∗X0 s’identifie canoniquement à l’application∐

f∈x∗X0
πn(x∗X , f)→ x∗X0.

Démonstration. D’après [SGA4, IV 6.8.4], le foncteur fibre x∗ est proreprésen-
table. Le pro-objet X correspondant est donné par la catégorie filtrante Voisx∗

dont les objets sont les couples (U, u) où U ∈ T , u ∈ x∗(U) dans laquelles
un morphisme (U, u) → (U ′, u′) est un morphisme f : U → U ′ de T tel que
u′ = x∗(f)(u). Les foncteurs π0(−) et πn(−, •) commutent aux limites induc-
tives filtrantes, d’où le résultat.

Corollaire 2.2.6. Soit ϕ : T̃ → T̃ ′ un morphisme de topos admettant suffisam-
ment de points. Alors, pour toute équivalence faible simpliciale f dans ∆op T̃ ′,
le morphisme ϕ∗(f) est une équivalence faible simpliciale dans ∆op T̃ .
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Démonstration. Pour tout point x : Ens → T̃ , (ϕ ◦ x) : Ens → T̃ ′ est un point
de T̃ ′, donc (x∗ϕ∗)(f) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. Par
conséquent ϕ∗(f) l’est également, d’après la proposition précédente.

Théorème 2.2.7. Pour tout petit site T , la donnée de Ws, C et Fs fait de
∆op T̃ une catégorie de modèles fermée.

Démonstration. Par commodité, nous donnons la preuve dans le cas où T ad-
met suffisamment de points, bien que cette condition puisse être relâchée. Il
est évident que l’axiome CM1+ est vérifié. En vertu de la proposition 2.2.4,
l’axiome CM2 est également vérifié. Puisque les monomorphismes et les mor-
phismes possédant des propriété de relèvement sont stables par rétracte, il reste
à le vérifier pour les équivalences faibles pour que l’axiome CM3 soit vérifié.
Cela résulte de la proposition 2.2.4 et du fait qu’il est vérifié pour les ensembles
simpliciaux. Pour vérifier la validité de CM4, on suppose vérifié l’axiome CM5.
Les fibrations simpliciales ont par définition la propriété de relèvement à droite
vis-à-vis des cofibrations triviales. Par ailleurs, les monomorphismes dans un
topos sont stables par composition et sommes amalgamées ; ces propriétés ainsi
que l’axiome CM5 assurent, d’après l’astuce de Joyal (lemme 1.1.3) que l’axiome
CM4 est vérifié. Il reste à montrer que CM5+ est vérifié.

On se donne un cardinal α infini majorant le cardinal de l’ensemble des
parties de l’ensemble des flèches de T , le cardinal d’une famille conservative de
foncteurs fibres (xj)j∈J , et le cardinal de l’ensembles des objets de la catégorie
V oisxj

pour tout j ∈ J .

Définition 2.2.8. Soit F ∈ T̂ . On dit que F est α-borné si pour tout objet U
de T , le cardinal de F (U) est inférieur à α. On dit qu’un objet X de ∆op T̂ est
α-borné si pour tout n ∈ N, Xn est α-borné.

Lemme 2.2.9. Soit i : A → B un monomorphisme dans ∆op T̂ tel que a(i)
soit une équivalence faible simpliciale, et soit B0 un sous-préfaisceau simplicial
α-borné de B. Alors il existe un sous-préfaisceau simplicial α-borné Bω de B tel
que l’inclusion a(Bw ∩ A)→ a(Bω) soit une équivalence faible simpliciale.

Démonstration. [Jar, p. 65].

Lemme 2.2.10. Soit f : X → Y un morphisme dans ∆op T̃ . f est une fibration
simpliciale si et seulement si f possède la propriété de relèvement à droite par
rapport aux monomorphismes i de ∆op T̂ dont le but est α-borné et tel que a(i)
soit une équivalence faible simpliciale (a désigne comme d’habitude le foncteur
«faisceautisation»).

Démonstration. Soit f : X → Y un morphisme dans ∆op T̃ possédant la pro-
priété de relèvement à droite par rapport aux monomorphismes i de ∆op T̂ dont
le but est α-borné et tel que a(i) soit une équivalence faible simpliciale.

Considérons un diagramme commutatif comme ci-dessous, ou i est une in-
clusion dans ∆op T̂ telle que a(i) soit une équivalence faible simpliciale.

A

i

��

// X
f

��
B // Y
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Pour obtenir le relèvement désiré, on montre qu’il existe un sous-préfaisceau
simplicial i′ : B′ de B contenant A tel que ai′ soit une équivalence faible simpli-
ciale et tel qu’il existe un morphisme ϕ rendant le diagramme ci-dessous com-
mutatif. Il suffira alors d’appliquer le lemme de Zorn, puisque B est α-borné.

A

i

��

// X

f

��

B

��

ϕ
>>~

~
~

~

B // Y

L’existence d’un tel B′ découle du lemme 2.2.9.

On admettra les deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.11. Si f : X → Y dans ∆op T̃ possède la propriété de relèvement à
droite vis-à-vis des monomorphismes dans ∆op T̂ dont le but est α-borné, alors
f est une fibration triviale simpliciale.

Lemme 2.2.12. Tout objet de ∆op T̃ est accessible.

Soit B l’ensemble de tous les morphismes dans ∆op T̃ obtenus en appliquant
a à un monomorphisme de ∆op T̂ dont le but est α-borné, et B′ le sous-ensemble
de B formé des morphismes qui sont également des équivalences faibles simpli-
ciales. D’après au lemmes 2.2.12, on peut appliquer le raisonnement du petit
objet a B et B′ dans ∆op T̃ , ce qui donne deux types de factorisations, dont
il faut maintenant montrer qu’elles satisfont l’axiome CM+. Soit f : X → Y
dans ∆op T̃ . Comme les morphismes de B et B′ sont des monomorphismes, par
induction ordinale on obtient que X → Φγ

B(f) et X → Φγ
B′(f) sont des cofibra-

tions simpliciales. On vérifie au niveau des foncteurs fibres, grâce à la stabilité
par sommes amalgamées des cofibrations triviales d’ensembles simpliciaux, que
X → Φγ

B′(f) est aussi une équivalence faible simpliciale. Il découle des lemmes
2.2.10 et 2.2.11 que le morphisme Φγ

B(f) → Y est une fibration simpliciale et
que Φγ

B′(f)→ Y est une fibration triviale simpliciale. L’axiome CM5+ est donc
vérifié.

Le lemme fondamental de l’algèbre homotopique (lemme 1.1.16) assure l’exis-
tence de la catégorie localisée stricte de ∆op T̃ . On note Hos(T ) cette catégorie,
que l’on appelle catégorie homotopique simpliciale du site T .

Nous donnons maintenant quelques propriétés élémentaires de la structure
homotopique simpliciale de ∆op T̃ . On fait encore l’hypothèse de confort que T
admette suffisamment de points. On note Hom le Hom. interne dans un topos,
i.e. l’adjoint à droite du foncteur −×−, et hom les sections globales de Hom.

Proposition 2.2.13. Soit i : A → B une cofibration et p : A → B une fibration
dans ∆op T̃ .

– Le morphisme naturel Hom(B,X ) → Hom(A,X ) ×Hom(A,Y) Hom(B,Y)
est une fibration qui est triviale si i ou p est triviale.

– Le morphisme naturel hom(B,X ) → hom(A,X ) ×hom(A,Y) hom(B,Y)
est une fibration qui est triviale si i ou p est triviale.
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Proposition 2.2.14. Soit X et Y deux objets simplicialement fibrants de ∆op T̃
et f : X → Y un morphisme. Les proprositions suivantes sont équivalentes :

– f est une équivalence d’homotopie.
– f est une équivalence faible simpliciale.
– pour tout U dans T , le morphisme X (U) → Y(U) est une équivalence

faible d’ensembles simpliciaux.

2.3 La correspondance de Dold-Kan

On se propose dans cette section d’une part de démontrer la correspondance
de Dold-Kan dans un topos quelconque, c’est-à-dire l’équivalence de catégories
entre la catégorie ∆opAb eT des faisceaux simpliciaux en groupes abéliens et la
catégorie Ch+(Ab eT ) des complexes de faisceaux en groupes abéliens bornés
à gauche, et d’autre part, de faire le lien avec la cohomologie singulière, no-
tamment de montrer la représentabilité des foncteurs Hi(−;G) par les espaces
d’Eilenberg-MacLane K(G, n) dans la catégorie homotopique.

Dans toute cette section, on se fixe un topos T̃ , et on note Ab eT la sous-
catégorie des faisceaux en groupes abéliens de T̃ .

Définition 2.3.1. Soit A un faisceau simplicial en groupe abéliens dans ∆op T̃ .
On définit le complexe de Moore associé à A, que l’on note également A, dont
la composante en degré n est An, et dont le morphisme de bord ∂ : An → An−1

est donné par ∂ =
n∑

i=0

(−1)idi. On note NA le complexe normalisé de A, qui est

le sous-complexe de A définit par NAn =
n⋂

i=0

ker di ⊂ An.

Si X est un faisceau simplicial, on note C∗(X) le complexe de Moore associé
au faisceau simplicial ZX où Z est le foncteur «groupe abélien libre», adjoint à
gauche du foncteur d’oubli ∆opAb eT →∆op T̃ .

Enfin, soit D(An) le sous-faisceau en groupes abéliens engendré par les sim-
plexes dégénérés de An. L’application de bord ∂ du complexe de Moore asso-
cié à A induit un morphisme ∂ : An/D(An)→ An−1/D(An−1) de faisceaux en
groupes abéliens. On note A/DA le complexe ainsi obtenu.

Proposition 2.3.2. Soit A un objet de ∆opAb eT . L’application composée :

NA
i //A

p //A/D(A)

où i est l’inclusion naturelle et p le morphisme de quotient canonique, est un
isomorphisme de complexes de faisceaux en groupes abéliens.

Démonstration. Par commodité, on suppose dans cette preuve que T a suffi-
samment de points, ce qui permettra de raisonner sur les éléments de l’image
de A par un point de T̃ quelconque dans une famille conservative plutôt qu’a
raffinement près. Il est toutefois clair que le résultat reste valide sans cette hy-
pothèse.

Soit ϕ un élément d’une famille conservative de points de T̃ . On fera l’abus
de notation d’écrire A (resp. An, NA, etc.) pour ϕ∗A (resp. ϕ∗An, ϕ∗NA, etc.)
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On pose NjAn =
j⋂

i=0

ker di ∈ An, et DjAn le sous-groupe de NjAn engendré

par les images des morphismes de dégénérescence si pour i 6 j. On va montrer
que le morphisme

NjAn
i //An

p //An/Dj(An)

est un isomorphisme pour tout n et j < n. Notons Φ ce morphisme. On
procède par récurrence sur j. Pour j = 0, une classe x̄ de An/s0An−1 est repré-
sentée par x− s0d0x, or d0(x− s0d0x) = 0, donc Φ est surjective. Reste à voir
l’injectivité. On considère x ∈ N0An, soit d0x = 0, et on suppose x = s0y (i.e. x a
pour image 0 dans An/D0(An), ou encore x = s0y). Alors d0s0y = d0x = y = 0,
d’où le résultat.

Supposons maintenant que le morphisme

NkAm
i //Am

p //An/Dk(Am)

soit un isomorphisme pour k < j. On considère le diagramme commutatif :

Nj−1An
Φ // An/Dj−1(An)

����
NjAn

OO

Φ
// An/Dj(An)

La flèche du haut étant un isomorphisme par hypothèse de récurrence, et
celle de gauche un monomorphisme de manière évidente. Ainsi, une classe x̄
dans An/Dj(An) est représentée par un élément x dans Nj−1An. Par conséquent,
x− sjdjx appartient à NjAn et est un représentant de x̄, donc la flèche du bas
dans le diagramme est surjective. Par ailleurs, d’après les identités simpliciales,
le morphisme de dégénérescence sj : An−1 → An envoie Nj−1An−1 dans Nj−1An

et Dj−1(An−1) sur Dj−1An, d’où le diagramme commutatif suivant :

Nj−1An−1

sj

��

Φ // An−1/Dj−1(An−1)

sj

��
Nj−1An

Φ
// An/Dj−1(An)

où Φ est un isomorphisme par hypothèse de récurrence.
On a par ailleurs une suite exacte :

0 //An−1/Dj−1(An−1)
sj //An/Dj−1(An) //An/Dj(An)

Par conséquent, si Φ(x) = 0, alors x = sjy pour y ∈ Nj−1(An). Comme
d0x = 0, on a djx = djsjy = y = 0, d’où x = 0, ce qui prouve l’injectivité de
Φ.

Remarque 2.3.3. Soit (Cn)n∈N une famille de faisceaux en groupes abéliens
munie de morphismes ∂ : Cn → Cn−1 pour n > 0. À chaque ordinal n on associe
le groupe Cn et à chaque injection d’un ordinal dans un autre, on associe un
morphisme de groupes de la manière suivante :
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f 7→

{
0 si f n’est pas de la forme dn

Cn
(−1)n∂−−−−−→ Cn−1 si f = dn

on obtient alors un faisceau en groupes abéliens dont les n-simplexes sont de
la forme

⊕
n→k

épi

NAk.

Par ailleurs, chaque applications entre ordinaux θ : m → n définit un
morphisme θ∗ :

⊕
n→k

épi

NAk →
⊕

m→r

épi

NAr dont le terme correspondant à la flèche

σ : n→ k est
NAk

d∗−→ NAs →
⊕
m→r

épi

NAr

où s est défini en regard de la factorisation épi-mono m
épi−−→ s

mono−−−→ k de
m→ n→ k.

Le lemme suivant nous sera très utile dans la démonstration de la corres-
pondance de Dold-Kan.

Lemme 2.3.4. Le morphisme

Ψ :
⊕
n→k

épi

NAk → An

dont le terme d’indice n→ k est obtenu à partir de σ : n→ k en composant

NAk → Ak
σ∗−→ An

est un isomorphisme.

Démonstration. Par récurrence sur n. Voir [GJ, proposition 2.2] pour plus de
détails.

La remarque précédente montre que l’on a un foncteur K : Ch+(Ab eT )→∆opAb eT
tel que K(C)n =

⊕
n→k

épi

Ck

Nous avons maintenant tout ce qu’il faut pour énoncer et démontrer la cor-
respondance de Dold-Kan.

Théorème 2.3.5 (Correspondance de Dold-Kan). Les foncteurs N : ∆opAb eT →
Ch+(Ab eT ) et K : Ch+(Ab eT ) → ∆opAb eT sont quasi-inverses et induisent une
équivalence de catégories ∆opAb eT ∼−→ Ch+(Ab eT ).

Démonstration. L’isomorphisme naturel KN(A) ' A découle du lemme 2.3.4.
L’isomorphisme NK(C) ' C, se déduit quant à lui de la proposition 2.3.2.

On en déduit une structure de catégorie de modèles fermée sur Ch+(Ab eT ).
On peut par exemple prendre pour cofibrations les monomorphismes et pour
équivalences faibles les quasi-isomorphismes de complexes (une preuve pour les
complexes non bornés est donnée dans [B00] elle reste valide pour les complexes
bornés).
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Proposition 2.3.6. L’inclusion NA→ A dans Ch+(Ab eT ) est une équivalence
d’homotopie (fonctorielle en A)

Lemme 2.3.7. Le foncteur C∗(−) envoie les équivalences faibles sur des quasi-
isomorphismes.

Théorème 2.3.8. Le foncteur NZ− : ∆opAb eT → Ch+(Ab eT ) admet un adjoint
à droite K : Ch+(Ab eT ) :→ ∆opAb eT , et le couple (NZ−,K) forme une adjonc-
tion de Quillen. Par ailleurs, NZ− et K préservent les équivalences faibles, d’où
un couple d’adjoints C∗(−) : Hos(T )→ D60Ab eT , K : D60Ab eT → Hos(T ).

Démonstration. Les foncteurs C∗(−) et NZ préservent les équivalences faibles.
D’après la proposition 2.3.6, le morphisme canonique NZ → C∗(−) induit un
isomorphisme au niveau des foncteurs correspondant entre les catégories homo-
topiques. Il suffit alors d’étudier l’adjonction Z− a U , où U désigne le foncteur
d’oubli ∆opAb eT →∆op T̃ , et la correspondance de Dold-Kan donnera l’adjonc-
tion désirée. U préservant fibrations et équivalences faibles, Z− a U est une
adjonction de Quillen, donc il en est de même pour C∗(−) a K.

Nous allons maintenant faire le lien entre ce qui précède et la cohomologie
singulière.

Définition 2.3.9. Soit G ∈ Ab T̃ un faisceau en groupes abéliens, G′ une ré-
solution fibrante de G. On définit RHom(C∗(X), G) = Hom(C∗(X), G′) Pour
n ∈ N et X ∈ ∆op T̃ , on note Hn(X;G) le ne objet de cohomologie du com-
plexe RHom(C∗(X), G),. Ces groupes sont la cohomologie singulière de X à
coefficients dans G.

Théorème 2.3.10. Soit n ∈ N et G ∈ Ab eT . On a un isomorphisme canonique
de foncteurs Hos(T )→ Ab eT :

Hn(X;G) ' HomHo(T )(X, K(G[n]))

Démonstration. On a une équivalence faible K(G) → K(G′), d’où une équiva-
lence faible K(G[n])→ K(G′[n]), K préservant les équivalences faibles. K(G′[n])
est fibrant car K préserve les fibrations (car il est l’adjoint à droite d’une adjonc-
tion de Quillen) et G′[n] est fibrant (G′ l’étant). On a donc HomHo(T )(X, K(G[n])) =
π(X, K(G[n])). Par le théorème 2.3.8, HomHo(T )(X, K(G[n])) = HomD60(Ab eT )(C∗(X), G[n]).
Or on a :

Hn(X, G) = HomD60(Ab eT )(C∗(X), G[n]) = Hom(C∗(X), G′[n])
= π(C∗(X, G′[n])
= H0(Hom(C∗(X), G′[n])

ce qui prouve le résultat.

2.4 La I-localisation d’un topos

Nous allons maintenant munir ∆op T̃ , une fois fait le choix d’un objet «inter-
valle» I, d’une autre structure de catégorie de modèle, dite structure I-localisée.
Il s’agira de définir la notion d’objet I-local et de I-équivalence faibles de sorte
que Ws ⊂WI , les cofibrations étant les monomorphismes, et les fibrations dé-
finies de manière usuelle en vertu du lemme 1.1.4. Nous étudierons ensuite la
fonctorialité de ces constructions.
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2.5 Définitions et généralités
Dans toute cette section, on fixe un site T admettant suffisamment de points.

Définition 2.5.1 (Intervalle). Un intervalle de T est la donnée d’un faisceau
d’ensemble I ∈ T̃ muni de morphismes µ : I × I → I et i0, i1 : • → I tels que
les diagrammes suivants soient commutatifs :

I
(i0,id) //

(id,i0)

��

""EE
EE

EE
EE

E I × I

µ

��

I
(i1,id) //

(id,i1)

�� CCCCCCCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCCCCCCC I × I

µ

��

•
i0

""EE
EE

EE
EE

E

I × I µ
// I I × I µ

// I

et que le morphisme (i0, i1) : • t • → I soit un monomorphisme.

Définition 2.5.2. Soit (T, I) un site avec intervalle.
– Un faisceau simplicial X sur T est dit I-local si pour tout faisceau simpli-

cial Y, l’application HomHos(T )(Y × I,X )→ HomHos(T )(Y,X ) induit par
i0 : • → I est bijective.

– Un morphisme f : X → Y de faisceaux simpliciaux sur T est une I-
équivalence faible si pour tout objet I-local Z, l’application canonique
HomHos(T )(Y,Z)→ HomHos(T )(X ,Z) est bijective.

La catégorie homotopique Ho(T, I) (resp. Ho(T̃ , I)) du site T (resp. du topos
T̃ ) muni de l’intervalle I est la catégorie localisée stricte de ∆op T̃ par rapport
aux I-équivalences faibles.

Définition 2.5.3. Soit f, g : X → Y deux morphismes dans ∆op T̃ . Une I-
homotopie élémentaire de f à g est un morphisme H : X × I → Y tel que
H ◦ i0 = f et H ◦ i1 = g. Deux morphismes sont dit I-homotopes s’il peuvent
être reliés par des I-homotopies élémentaires. Un morphisme f : X → Y est une
équivalence de I-homotopie stricte s’il existe un morphisme g : Y → X tel que
f ◦ g et g ◦ f soient I-homotopes respectivement à IdY et IdX .

Nous allons maintenant définir un endofoncteur Sing I
∗ sur la catégorie ∆op T̃ .

des faisceaux simpliciaux sur le site T muni de l’intervalle I, vérifiant certaines
propriétés ; cela permet notamment de démontrer que la structure de catégorie
de modèles fermée sur Ho(T, I) est propre (pour ce résultat, nous renvoyons le
lecteur à [MV, théorème 3.2]), mais aussi de construire des foncteurs de résolu-
tion.

Proposition 2.5.4. Soit T un site muni d’un intervalle I. Il existe un foncteur
Sing I

∗ : ∆op T̃ →∆op T̃ et une transformations naturelle s : Id→ Sing I
∗ vérifiant

les propriétés suivantes :
– Sing I

∗ commute aux limites projectives.
– Sing I

∗ envoie le morphisme i0 : • → I sur une équivalence faible.
– pour tout faisceau simplicial X , le morphisme sX : X → Sing I

∗(X ) est un
monomorphisme et une I-équivalence faible.
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– Sing I
∗ préserve les I-fibrations.

Démonstration. On commence par définir un objet cosimplicial ∆•I : ∆ → T̃ .
Pour cela, on pose ∆n

I = In. Si f : n → m est un morphisme dans la catégorie
∆, on définit

Φ(f)(i) =

{
min{l ∈ n

∣∣ f(l) > i} si cet ensemble est non vide
n + 1 sinon

On note pk : In → I la ke projection, et p le morphisme naturel I → •. Alors,
on définit ∆•I(f) de la manière suivante :

pk ◦ a(f) =


pΦ(f)(k) si Φ(f)(k) ∈ J1 . . . nK
i0 ◦ p si Φ(f)(k) = n + 1
i1 ◦ p si Φ(f)(k) = n + 1

Maintenant, si X est un faisceau simplicial, on pose que Sing I
∗(X ) est le fais-

ceau simplicial diagonal du faisceau bisimplicial dont les composantes sont les
Hom(∆m

I ,Xn). Il y a une transformation naturelle canonique s : Id → Sing I
∗

de sorte que pour tout X , sX soit un monomorphisme d’après la définition de
Sing I

∗. Il reste à voir que ce foncteur satisfait les propriétés du théorème. La
première est claire par construction. La deuxième est démontrée par le corol-
laire 2.5.6, la troisième par le corollaire 2.5.9 et la quatrième par la proposition
2.5.10.

Proposition 2.5.5. Soit f, g : X → Y et H une I-homotopie élémentaire de
f à g. Alors il existe une homotopie simpliciale élémentaire de Sing I

∗(f) vers
Sing I

∗(g).

Démonstration. Le foncteur Sing I
∗ commutant aux limites projectives, il suffit

de montrer que les morphismes Sing I
∗(i0),Sing I

∗(i1) : • → Sing I
∗(I) sont élémen-

tairement simplicialement homotopes. L’homotopie recherchée est donnée par
le morphisme • → Sing 1(I) = Hom(I, I) correspondant à l’identité de I.

Corollaire 2.5.6. Pour tout faisceau simplicial X ∈ ∆op T̃ , le morphisme
Sing I

∗(X ) Id×i0−−−−→ Sing I
∗(X × I) est une équivalence d’homotopie simpliciale.

Démonstration. D’après la proposition précédente, il suffit de montrer que le
morphisme composé X × I → X Id×i0−−−−→ est élémentairement I-homotope à
l’identité. Le morphisme Id×µ : X × I× I → X × I fournit une telle homotopie.

Lemme 2.5.7. Toute I-homotopie stricte est une I-équivalence faible.

Démonstration. Soit f : X → Y une équivalence de I-homotopie stricte et g un
inverse d’homotopie de f . Les deux morphismes f ◦ g et g ◦f sont par définition
I-homotopes à l’identité. Il est clair d’après la définition que deux morphismes
élémentairement I-homotopes sont égaux dans la catégorie homotopique, ce qui
permet de conclure.

Lemme 2.5.8. Pour tout faisceau simplicial X , le morphisme canonique X →
Hom(I,X ) est une équivalence de I-homotopie stricte, et donc une I-équivalence
faible.
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Démonstration. Considérons le morphisme Hom(I,X ) × I → Hom(I,X ) dont
l’adjoint est donné par µ. Il définit une équivalence de I-homotopie stricte de
Hom(p,X ) ◦ Hom(i0,X ) vers IdHom(I,X ). Comme Hom(i0,X ) ◦ Hom(p,X ) =
IdX , le résultat est démontré.

Corollaire 2.5.9. Pour tout faisceau simplicial X , le morphisme canonique
X → Sing I

∗(X ) est une I-équivalence faible.

Démonstration. On voit aisément que le ie terme du faisceau simplicial Sing I
∗(X)

est isomorphe à Hom(Ii,Xi) et que le morphisme canonique X → Sing I
∗(X )

coïncide terme à terme avec les morphismes naturels Xi → Hom(Ii,Xi), qui
sont des équivalences faibles, d’où le résultat.

Il reste à voir que le foncteur Sing I
∗ préserve les I-fibrations. Pour cela, nous

allons construire à un adjoint à gauche de Sing I
∗ dont nous montrerons qu’il

préserve les cofibrations et les I-équivalences faibles.
Pour tout objet cosimplicial D• de ∆op T̃ , et tout faisceau simplicial X , on

note |X |D• la cofin (cf. [MacL]) du foncteur ∆op ×∆ → ∆op T̃
(n,m) 7→ Xn ×Dm

. Il est

clair qu’un morphisme d’objets cosimpliciaux D• → D′• induit un morphisme
de foncteurs de réalisation |−|D• → |−|D′• . On vérifie alors que le foncteur
|−|∆•×∆•

I
est adjoint à gauche du foncteur Sing I

∗.

Proposition 2.5.10. Le foncteur Sing I
∗ préserve les I-fibrations.

Démonstration. Il suffit de montrer que |−|∆•×∆•
I
, adjoint à gauche de Sing I

∗,
préserve les monomorphismes (i.e. les cofibrations) et les I-équivalences faible.
Cela fait l’objet des lemmes 2.5.14 et 2.5.15.

Définition 2.5.11.
– Soit D• un faisceau simplicial cosimplicial et n > 0. On note ∂Dn le

faisceau simplicial |∂∆n|D• .
– Un faisceau simplicial cosimplicial D• est dit non augmentable si le mor-

phisme D0 tD0 → D1 induit par les morphismes de cofaces est un mono-
morphisme.

Remarque 2.5.12. Les faisceaux ∆•, ∆•I et ∆• ×∆•I sont non augmentables.

Lemme 2.5.13. Soit D• un faisceau simplicial cosimplicial. Alors les mor-
phismes ∂Dn → Dn sont des monomorphismes.

Lemme 2.5.14. Pour tout faisceau simplicial cosimplicial non augmentable
D•, le foncteur |−|D• préserve les monomorphismes.

Démonstration. En utilisant le raisonnement du petit objet, il suffit de montrer
le résultat pour les monomorphismes de la forme (X ×∆n)tX×∂∆n (Y×∆n)→
Y×∆n où X → Y est un monomorphisme de faisceaux simpliciaux de dimension
0. Alors on a |Y ×∆n|D• ' Y×Dn et |(X ×∆n) tX×∂∆n (Y ×∆n)→ Y ×∆n|D• '
(X ×Dn) tX×∂Dn (Y ×Dn)→ Y ×∆n

Lemme 2.5.15. Pour tout faisceau simplicial X , les morphismes |X |∆•× ∆•
I
→

X et |X |∆•× ∆•
I
→ |X |∆•

I
induits par ∆• × ∆•I → ∆• et ∆• × ∆•I → ∆•I sont

des I-équivalences faibles.
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Démonstration. Les deux cas se traitent similairement. Nous traiterons le pre-
mier. Il s’agit de se ramener par le raisonnement du petit objet et des propriétés
élémentaires des I-équivalence faibles vis-à-vis des colimites (voir [MV, lemme
2.11 et corollaire 2.13]) au cas où X s’écrit Y × ∆n avec Y de dimension sim-
pliciale 0 et n > 0. Alors |Y ×∆n| → Y × ∆n est isomorphe à la projection
Y×∆n×∆n

I → Y×∆n qui est une I-équivalence faible ([MV, lemme 2.15]).

2.6 Fonctorialité

Nous nous intéressons maintenant à la fonctorialité des catégories homoto-
piques de sites avec intervalle. La première remarque fondamentale est que l’on
ne peut se limiter aux morphismes de sites (ceux induisant des morphismes de
topos) ; par exemple, le foncteur d’inclusion Smt/S → Scht/X est une applica-
tion continue qui n’est pas un morphisme de sites (le morphisme d’image inverse
induit ne commute pas aux limites projectives finies) ; pourtant, c’est un fonc-
teur géométriquement intéressant, qu’on ne peut pas se permettre d’occulter de
notre étude. Nous allons donc définir la notion d’application raisonnable entre
sites, qui n’induit pas nécessairement un morphisme de topos, mais qui fournit
une fonctorialité suffisante au niveau homotopique.

Nous commençons par rappeler le résultat de fonctorialité concernant les
morphismes de sites.

Proposition 2.6.1. Soit f : T → T ′ un morphisme de sites. Alors le foncteur
f∗ préserve les équivalences faibles et le foncteur qu’il induit entre les catégories
homotopiques est l’adjoint à gauche du foncteur Rf∗. Si g : T ′ → T ′′ est un
morphisme de sites, alors la transformation naturelle canonique R(g ◦ f)∗ →
Rg∗ ◦ Rf∗ est un isomorphisme.

Définition 2.6.2. Soit f : T → T ′ une application continue entre sites. Un
faisceau simplicial Y sur T ′ est dit f-admissible si pour tout faisceau simplicial
fibrant X sur T et tout ensemble simplicial K, l’application

π(Y ×K, f∗(X ))→ HomHos(T ′)(Y ×K, f∗(X ))

est bijective.
On dit que T ′ possède suffisamment de f-admissibles s’il existe un foncteur

adf : ∆op T̃ ′ → ∆op T̃ ′ et une transformation naturelle adf → Id tels que
l’image de adf soit constituée d’objets f -admissibles et que pour tout faisceau
simplicial Y sur T ′, la flèche adf (Y) → Y soit une équivalence faible. On dit
que (adf , adf → Id) est une résolution f-admissible.

Définition 2.6.3. On dit qu’une application continue f : T → T ′ est raison-
nable si tout faisceau représentable sur T ′ est f -admissible.

Proposition 2.6.4. Soit f : T → T ′ et g : T ′ → T ′′ deux applications continues
raisonnables. Alors on a des isomorphismes canoniques

L(g ◦ f)∗ ' Lf∗ ◦ Lg∗

R(g ◦ f)∗ ' Rg∗ ◦ Rf∗
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Lemme 2.6.5. Soit (T, I) et (T ′, I ′) deux sites avec intervalle et f : T → T ′

une application raisonnable. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
– Rf∗ envoie objets I-locaux sur objets I ′-locaux.
– Lf∗ envoie I ′-équivalences faibles sur I-équivalences faibles.
– pour tout faisceau simplicial X sur T ′ le morphisme Lf∗(X×I ′)→ Lf∗(X )

est une I-équivalence faible.

Définition 2.6.6. Une application entre sites avec intervalle est dite raison-
nable s’il s’agit d’une application continue raisonnable satisfaisant les conditions
équivalentes du lemme précédent.

Étant donné une application raisonnable f : T → T ′ entre sites avec inter-
valles, le foncteur Lf∗ induit un foncteur au des catégories I-localisée LI f∗ :
Ho(T ′, I ′) → Ho(T, I). Le foncteur Rf∗ induit quant à lui un foncteur RI f∗ :
Ho(T, I) → Ho(T ′, I ′). En utilisant le lemme précédent et le lemme 2.6.4, on
obtient le résultat suivant.

Proposition 2.6.7. Soit f : T → T ′ une application continue raisonnable de
sites avec intervalles. Alors le foncteur LI f∗ : Ho(T ′, I ′)→ Ho(T, I) est adjoint
à gauche du foncteur RI f∗ : Ho(T, I) → Ho(T ′, I ′). De plus, si g : T ′ → T ′′

est une application continue raisonnable entre sites avec intervalles, on a des
isomorphismes canoniques :

LI(g ◦ f)∗ ' LI f∗ ◦ LI g∗

RI(g ◦ f)∗ ' RI g∗ ◦ RI f∗
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Chapitre 3

Un exemple topologique

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer que la catégorie homotopique
d’un site T de variétés topologiques contractiles muni d’un intervalle contrac-
tile est, sous quelques hypothèses, la catégorie homotopique usuelle. Ce résultat
implique en particulier que la catégorie homotopique du site V des variétés dif-
férentielles muni de l’intervalle R, ou encore du site An des variétés analytiques
muni pour intervalle du disque unité ouvert, est, comme l’on pouvait s’y at-
tendre, la catégorie homotopique usuelle. Nous référons le lecteur à [JR07] dont
nous suivons la preuve.

Pour cela, nous commencons par énoncer deux résultats importants.

Définition 3.0.8 (Faisceaux acycliques). Soit F un (pré-)faisceau sur un
site T . On dit que F est acyclique si pour tout X de T , le morphisme évident
F (X)→ RΓ(X;F ) est un isomorphisme dans Htop. (RΓ(X;−) : Hos(T )→ Htop

étant évidemment le foncteur dérivé total à droite du foncteur «sections sur X»
Γ : F 7→ F (X)).

Théorème 3.0.9. Soit F un préfaisceau simplicial sur un site T . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

– F est acyclique.
– pour tout X de T et tout hyper-recouvrement ouvert U de X, la flèche

F (X)→ R lim−→
n∈∆

F (Un)

est un isomorphisme dans Htop.

Démonstration. C’est un corollaire de [DHI, théorème 1.1].

Théorème 3.0.10. Soit X un espace topologique, U un hyper-recouvrement
ouvert de X. Alors, l’application

holim−→Sing Un → Sing X

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

Démonstration. [DI, théorème 1.3]

Nous pouvons maintenant aborder la preuve du résultat énoncé ci-dessus. On
se donne donc un site T qui est une sous-catégorie de la catégorie des espaces
topologiques localement contractiles et un intervalle I de T , ces données vérifiant
les hypothèses suivantes :

– tout objet de T est recouvert par des objets I-contractiles.
– I a le type d’homotopie du point.
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– l’inclusion T → Top commute aux produits fibrés, de sorte qu’elle induise
un morphisme de topos.

– pour tout X de T et tout ouvert U de X, l’inclusion U → X est un
morphisme de T .

On considère alors le morphisme de site évident p : T → • qui induit un
morphisme de topos (p∗, p∗) : ∆op T̃ → ∆opEns, où les foncteurs p∗ et p∗ sont
respectivement le foncteur «faisceau constant», et le foncteur «section globales»,
i.e. Hom(1,−).

La preuve que nous donnons utilise de manière essentielle la proposition
suivante :

Proposition 3.0.11. Pour tout ensemble simplicial K, le faisceau p∗K est
I-local.

Démonstration. Il s’agit de voir que pour tout objet X de T , le morphisme
RΓ(X;K)→ RΓ(X × I,K) est un isomorphisme dans Htop. On sait déjà que
Sing X → Sing (X × I) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux1. Il
suffit donc de montrer que le morphisme RΓ(X;K)→ Rhom(Sing X, K) cano-
nique est un isomorphisme. Cela fait l’objet du lemme suivant :

Lemme 3.0.12. Soit X un espace topologique localement contractile et K un
ensemble simplicial. On a un isomorphisme RΓ(X;K) → Rhom(Sing X, K)
canonique.

Démonstration. Notons d’abord que l’on peut supposer K fibrant. On considère
alors, pour tout ouvert U de X l’application K 7→ hom(Sing U,K), qui définit
un morphisme de préfaisceaux simpliciaux. X étant localement contractile, ce
morphisme est une équivalence faible locale. Il suffit alors de voir que K étant
fibrant, le préfaisceau hom(Sing −,K) est acyclique, ce qui résulte du fait qu’il
est équivalent pour un préfaisceau simplicial F sur T d’être acyclique ou que
F|X soit acyclique pour tout X de T , cette équivalence provenant des théorèmes
3.0.9 et 3.0.10, ainsi que du fait que pour un faisceau simplicial X, holim−→Xn ' X
dans la catégorie homotopique.

Ceci achève la preuve de la proposition 3.0.11

Les deux lemmes suivants nous seront utiles pour conclure.

Lemme 3.0.13. Soit F un objet I-local dans ∆op T̃ . Alors la flèche naturelle
p∗p∗F → F est une équivalence faible.

Démonstration. Le faisceau p∗p∗F est I-local, et F également, par hypothèse,
le topos T̃ étant connexe. Le lemme 3.0.14 permet de conclure, le morphisme
p∗p
∗p∗F → p∗F étant un isomorphisme.

Lemme 3.0.14. Soit F → G un morphisme dans ∆op T̃ entre objets I-locaux.
On suppose que p∗F → p∗G est une équivalence faible. Alors F → G est une
équivalence faible.

1on commet l’abus de notation usuel de noter de la même façon l’ensemble simplicial K et
le faisceau constant qui lui est associé.
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Démonstration. On peut comme d’habitude supposer F et G fibrants. Comme
F et G sont I-locaux, pour tout X tel que X → • soit une équivalence faible,
F(•)→ F(X) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. F(•)→ G(•)
est une équivalence faible par hypothèse, donc F(X) → G(X) l’est également.
Enfin, si X est contractile, X → • est une équivalence faible, et comme ici X
est localement contractile, on obtient le résultat.

On peut maintenant démontrer le théorème attendu.

Théorème 3.0.15. Le foncteur «faisceau constant» p∗ : ∆opEns → ∆op T̃
induit une équivalence de catégories Htop→ Ho(T, I).

Démonstration. Au niveau des catégories homotopiques, le foncteur p∗ possède
un adjoint à droite RI p∗ : Ho(T, I) → Htop. On a un isomorphisme cano-
nique K ' p∗p

∗K. Par ailleurs, comme p∗ envoie les I-équivalences faibles
entre objets I-locaux sur des équivalences faibles simpliciales, RI p∗ se calcule
en prenant un remplacement I-local. L’image de p∗ étant formée d’objets I-
locaux, on en déduit un isomorphisme p∗p

∗K ' RI p∗p
∗K, d’où l’isomorphisme

idHtop
∼→ RI p∗p

∗. Le lemme 3.0.13 implique immédiatement que l’autre mor-
phisme d’adjonction, p∗RI p∗ → idHo(T,I) est un isomorphisme.
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Chapitre 4

Classification des torseurs

Dans ce chapitre, nous allons définir H1(−, G) où G est un groupe non né-
cessairement abélien, et montrer que pour tout objet U d’un site T , H1(U,G)
classifie les G-torseurs sur U . Puis nous verrons comment calculer explicitement
ce H1 à l’aide de la cohomologie de Čech, et esquisserons comment montrer
sa représentabilité dans la catégorie homotopique. On se fixe pour le chapitre
un site T . Nous renvoyons le lecteur à [MV] et [GJ] pour le lien entre la coho-
mologie non-abélienne et l’homotopie, et à [G71] pour la théorie générale, qui
est suffisante une fois établi le lien entre les hyper-recouvrements dans T , les
fibrations triviales locales et le calcul des Hom dans la catégorie homotopique.
Nous travaillerons uniquement avec des torseurs à droite, mais il va de soi que
tout peut-être fait similairement avec des torseurs à gauche.

4.1 Généralités
Définition 4.1.1. Soit G ∈ T̃ . Une action à droite de G sur X ∈ T̃ est un
morphisme a : X × G → X de sorte que les diagrammes usuels traduisant les
axiomes d’une action de groupe commutent. Une action à droite est dite libre
si le morphisme X × G → X ×X, (x, g) 7→ (a(x, g), x) est mono. Étant donné
une action à droite de G sur X, on définit le quotient X/G comme le conoyau
de la projection X ×G→ X et de l’action.

Pour G ∈ T̃ un faisceau de groupes, on note T̃G la catégorie des G-espaces,
c’est à dire des faisceaux munis d’une action à droite de G. Dans la suite, nous
ne préciserons plus que les actions considérées sont des actions à droite.

Définition 4.1.2. Si X est un faisceau muni d’une action à droite d’un faisceau
en groupe G, on définit le symétrique de X de manière usuelle.

Définition 4.1.3. Soit X un objet de T̃ . On appelle G-pseudo-torseur de T̃
sur X la donnée d’un faisceau Y ∈ T̃G tel que l’action de G sur Y soit libre et
que la flèche naturelle Y/G → X soit un isomorphisme. On dit que Y est un
G-torseur de T̃ sur X si de plus Y est muni d’un épimorphisme Y → X.

On appelle torseur de T̃ un torseur de T̃ sur l’objet final • de T̃ . Ainsi, un
torseur de T̃ sur un objet X n’est autre qu’un torseur de T̃ /X.

On note Gd le torseur trivial obtenu en faisant agir G sur lui-même par
translations à droite. En vertu du lemme 4.1.8, il s’agit bien d’un torseur de T̃
car il admet une section • → Gd.

Définition 4.1.4. Soient X → S et Y → S deux G-torseurs sur S. Un mor-
phisme de G-torseurs X → Y est un morphisme de X vers Y au dessus de S,
c’est à dire un morphisme X → Y commutant à l’action de G.
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Proposition 4.1.5. Tout morphisme u : X → Y de G-torseurs sur S ∈ T̃ est
un isomorphisme.

Démonstration. Soit U =
⊔

Ui → S rend un recouvrement de S qui trivialise X
et Y . La restriction de u à chacun des Ui est alors un endomorphisme équivariant
de G, donc est inversible. On les recolle ensuite en un isomorphisme.

Proposition 4.1.6. Soit f : T̃ → T̃ ′ un morphisme de topos. Alors f∗ envoie
torseurs sur T̃ ′ en torseurs sur T̃ .

Démonstration. C’est immédiat car f∗ commute aux limites inductives donc
envoie épimorphismes sur épimorphismes et aux limites projectives finies donc
envoie les objets sur lesquels opère G sur des objets sur lesquels opère f∗G.

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 4.1.7. Soit G un groupe de T̃ , X un G-objet de T̃ et e la section
unité de G. On a alors :

– le morphisme π : HomG(Gd, X)→ X, m 7→ m(e), où HomG(−,−) désigne
les morphismes de G-objets de T̃ , est un isomorphisme

– on a une bijection canonique HomG(Gd, X) ∼→ Hom(•, X), m 7→ m ◦ e.
– Si X = Gd, le morphisme π ci-dessus est un isomorphisme de groupes

AutG(Gd) = HomG(Gd, Gd)
∼→ G dont l’inverse est donné par les transla-

tions à gauche.

Lemme 4.1.8. Soit X un objet de T̃ et G un X-groupe de T̃ . Un G-pseudo-
torseur Y sur X est trivial si et seulement s’il admet une section. De plus, un
G-objet Y est un torseur si et seulement s’il est localement trivial.

Démonstration. La première assertion découle aisément du deuxième isomor-
phisme de la proposition précédente. La deuxième découle du fait qu’il est équi-
valent dans T̃ d’être un épimorphisme et d’admettre localement une section.

Étant donné un morphisme u : G → H de faisceaux de groupes et un G-
torseur, on souhaite définir un H-torseur par extension. Cela fait l’objet des
définitions et propositions suivantes.

Définition 4.1.9. Soit G un groupe dans T̃ , X et Y deux G-objets respective-
ment à droite et à gauche dans T̃ . On note X∧GY et on appelle produit contracté
le quotient de X × Y par G opérant diagonalement, i.e. X × Y ×G→ X × Y ,
(x, y, g) 7→ (xg, g−1y). Les limites inductives quelconques existant dans T̃ , le
produit contracté existe et représente le foncteur Z 7→ Hom(X × Y, Z)G, où
Hom(A,B)G désigne les éléments de Hom(A,B) invariants par G.

Il est clair que le produit contracté est associatif.

Proposition 4.1.10. Soit u : G → H un morphisme de groupes dans T̃ et X
un G-objet de T̃ . On définit le morphisme Xu : X → uX = X ∧G Hd comme le
composé

X
(idX ,e) //X ×Hd

//X ∧G Hd

e désignant la section unité de H et X ∧G Hd étant obtenu en faisant opérer G
par translation à gauche sur Hd.

Alors, Xu est un u-morphisme (i.e. commute à l’action de G).
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Démonstration. Cela résulte simplement de la propriété universelle définissant
X ∧G Hd.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.1.11. Soit u : G→ H un morphisme de groupes dans T̃ et X un
G-torseur de T̃ . Alors X ∧G Hd est un H-torseur de T̃ .

Nous définissons maintenant H0(T,G) et H1(T,G).

Définition 4.1.12. Soit G ∈ T̃ un faisceau de groupes. On pose H0(T,G) =
lim
←−

G où la limite projective est indexée par la classe des morphismes de but

G. H0(G) est alors canoniquement isomorphe à Hom(•, G), • désignant évidem-
ment le faisceau final dans T̃ . H0(T,−) est clairement un foncteur GrpeT → Ens.

Définition 4.1.13. Soit G ∈ T̃ un faisceau de groupes. On définit H1(T,G)
comme l’ensemble des classes d’isomorphismes de G-torseurs de T̃ pointé par la
classe du torseur trivial Gd, appelée classe unité. Si u : G→ H est un morphisme
de faisceaux de groupes, le foncteur d’extension du groupe structural induit un
morphisme H1(T,G) → H1(T,H), ce qui fait de H1(T,−) un foncteur de la
catégorie des faisceaux en groupes vers la catégorie des ensembles pointés.

Définition 4.1.14. Soit U un objet de T , G un faisceau de groupes sur T . On
pose :

H0(T|U , G) = H0(T|U , G|U ) ' Hom eT (U,G)

H1(T|U , G) = H1(T|U , G|U )

où T|U est muni de la topologie induite et G|U désigne la restriction de G à U .

Remarque 4.1.15. Si f : U → V est une flèche de T , le morphisme de topos
T̃ /V → T̃ /U induit une application H1(T|V , G) = H1(T|U , G). Une classe d’un
G-torseur X sur V de T̃ est envoyée sur la classe du G-torseur sur U de T̃
obtenu par le changement de base U → V .

On définit alors (T etant sous-entendu) le préfaisceau d’ensembles pointés
H1(−;G) par H1(U,G) = H1(T|U , G) ; par suite, en associant à un G-torseur X
sur T ses restrictions à T|U pour tout U , on définit une application H1(T,G)→
lim
←−

H1(G), qui est bijective si T admet un objet final.

4.2 Cohomologie de Čech
Dans cette section, on montre que l’on peut calculer le H1 non-abélien à

l’aide d’hyper-recouvrements à la Čech, et on en déduit la représentabilité du
H1 dans la catégorie homotopique. On supposera que le site T choisi admet les
produits fibrés finis.

Définition 4.2.1. Soit U = {Ui → U}i∈I une famille couvrante dans T et G
un faisceau de groupes sur T . On note Uij = Ui ×U Uj .

– on appelle 1-cocycle de U à valeurs dans G une famille uij ∈ G(Uij) telle
que l’on ait (dans G(Uijk)) u j

i k = uk
ij .u

i
jk
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– on dit que deux cocycles uij et vij sont cohomologues s’il existe une famille
gi ∈ G(Ui), i ∈ I telle que l’on ait (dans G(Uij)) vij = g j

i .uij(gi
j)
−1

– on note H1(U, G) l’ensemble des classes de 1-cocycles à cohomologie près,
pointé par la classe du cocycle unité.

On note u
ik

i1i2...ik−1 ik+1...in
l’image de ui1...in

par la projection évidente.
Si R est un raffinement d’un objet U de T , on note H1(T|U , G)R l’ensemble

des classes à isomorphisme près de G-torseurs sur U trivialisés par tous les
changements de base par des morphismes de R. Il est évident que H1(T|U , G)R ⊂
H1(T|U , G) et comme tout G-torseur est localement trivial, on a également

H1(T|U , G) =
⊔

R∈J(U)

H1(T|U , G)R

(où J(U) désigne conformément à la notation de [SGA4] l’ensemble des raffine-
ments de U).

Le théorème suivant forme le coeur technique de cette section.

Théorème 4.2.2. Soit U = {Ui → U}i∈I une famille couvrante dans T , G un
faisceau de groupes sur T , et R le raffinement engendré par U. Alors, on a une
bijection naturelle

iU : H1(T|U , G)R ∼→ H1(U, G)

définie en envoyant un G-torseur X sur U muni de sections xi ∈ G(Ui) sur le
1-cocycle défini par xj

i .uij = pi
j . Qui plus est, cette bijection respecte le point

marqué.

Démonstration. Exhibons la bijection inverse. On note Z1(U, G) l’ensemble des
1-cocycles de U à valeur dans G, et on pose C0(U, G) =

∏
i∈I G(Ui). On

considère alors l’application f : C0(U, G) → Z1(U, G) définie par f(g)ij =
(g j

i )−1.gi
j , qui induit un morphisme de faisceaux f : C0(U, G) → Z1(U, G).

Notons que l’on a un monomorphisme G|U → C0(U, G) ; on fait alors opé-
rer G|U sur C0(U, G) par translations à gauche. f induit un isomorphisme
G|U\C0(U, G) ∼→ Z1(U, G).

On définit enfin jU : H1(U, G)→ H1(T|U , G) en envoyant un cocycle sur la
classe de son image inverse par f . C’est un monomorphisme d’ensembles pointés,
dont l’image est en fait par construction H1(T|U , G)R, et qui fournit l’inverse
de iU attendu.

En réalité H1(U, G) ne dépend, du moins à isomorphisme canonique près,
que du raffinement engendré par U (voir [G71, III 3.6.4.1]). Nous expliquons
maintenant dans les grandes lignes comment réaliser H1(T|U , G) comme limite
inductive des Ȟ1 «à la Čech». Pour plus de détails, nous renvoyons encore une
fois le lecteur à [G71].

On se donne U = (Ui)i∈I et U′ = (U ′j)j∈J deux familles couvrant U . On
définit un morphisme de familles couvrantes f : U′ → U comme la donné d’une
application f : J → I et de U -morphismes fj : U ′j → Uf(j). On a un morphisme

H1(f , G) : H1(U, G)→ H1(U′, G)

induit par les fij .
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On note alors R le raffinement de U engendré par U et R′ celui engendré par
U′. On a R′ ⊂ R, et l’isomorphisme jU permet d’identifier H1(f , G) à l’inclusion

H1(T|U , G)R ⊂ H1(T|U , G)R′

H1(f , G) est donc injective, et ne dépend pas de f (mais seulement des raffine-
ments R et R′) ; par ailleurs, si R = R′, il s’agit d’un isomorphisme.

Finalement, on pose

Ȟ1(T|U , G) = lim
−→

H1(U, G)

où la limite inductive est indexée sur toutes les familles couvrant U . On a alors
un isomorphisme canonique induit par les jU :

Ȟ1(T|U , G) ∼→ H1(T|U , G)

.
Le théorème suivant nous indique qu’il est raisonnable de voir le H1 tel qu’on

l’a défini comme un foncteur de cohomologie.

Théorème 4.2.3. Soit 1→ A→ B → C → 1 une suite exacte de faisceaux de
groupes. La suite d’ensembles pointés :

1→ H0(A)→ H0(B)→ H0(C)→ H1(A)→ H1(B)→ H1(C)

est exacte (la flèche H0(C) → H1(C) étant obtenu en associant à une section
de C = B/A la classe de son image inverse par le morphisme B → B/A).

Démonstration. Voir [G71, chapitre III, proposition 3.3.1].

4.3 Représentabilité de H1(−, G) dans Ho(T )

Dans cette section, nous esquissons comment montrer que le foncteur H1(−, G) :
T̃ op → Ens• (Ens• désignant la catégorie des ensembles pointés) est représen-
table dans la catégorie homotopique de T . L’argument essentiel réside dans
le fait que les Hom dans Ho(T ) peuvent être calculés via des limites inductives
d’hyper-recouvrements dans T ; on adoptera toutefois ici le langage des fibrations
triviales locales, qui correspondent aux hyper-recouvrements (voir par exemple
[DHI]). On supposera encore une fois que le site T admet suffisamment de points.

Définition 4.3.1. Un morphisme f : X → Y de faisceaux simpliciaux sur T est
une fibration locale (resp. une fibration triviale locale) si pour tout point x de
T , le morphisme x∗f : x∗X → x∗Y est une fibration de Kan (resp. une fibration
de Kan triviale), i.e., pour tout k 6 n et tout diagramme :

Λn
k

//

��

x∗X

��
∆n

// x∗Y

on ait un relèvement ∆n → x∗X (resp. et f est de plus une équivalence faible).
Un objet X de ∆op T̃ est dit localement fibrant si X → • est une fibration locale.
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Les deux résultats suivants font le lien entre les Hom homotopiques et les
fibrations locales triviales.

Lemme 4.3.2. Soit X ∈ ∆op T̃ . La catégorie πTriv/X des fibrations locales
vers X est essentiellement petite.

Démonstration. Voir [MV, lemme 1.12 pp. 8-9].

Proposition 4.3.3. Soient X et Y des faisceaux simpliciaux sur T , avec Y
localement fibrant. Alors la flèche canonique :

lim
−→

X ′→X∈πTriv/X

π(X ′,Y)→ HomHo(T )(X ,Y)

est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [Jar, p. 55].

Définition 4.3.4. Soit G un faisceau de groupes sur T . On définit le faisceau
simplicial EG par (EG)n = Gn+1, les morphismes de face étant induits par
les projections et les morphismes de dégénérescence par les diagonales. EG est
naturellement muni d’une action de G, et on appelle espace classifiant de G,
que l’on note BG, le quotient EG/G.

Lemme 4.3.5. Le faisceau BG est fibrant.

Proposition 4.3.6. Soit G un faisceau de groupes et E un G-torseur sur un
faisceau X de T̃ . Alors il existe une fibration triviale locale Y → X et un
morphisme Y → BG tel que le pullback de E sur Y soit isomorphe à celui de
EG sur Y .

Démonstration. On se donne un recouvrement U = {Ui → X} de X et un
1-cocycle sur U qui représente E . On a un épimorphisme de faisceaux U =⊔

Ui → X qui détermine un complexe de Čech Č(U)n = U ×X . . .×X U︸ ︷︷ ︸
n+1 fois

. Se

donner un morphisme de Č(U) dans BG revient à se donner un 1-cocyle sur U et
réciproquement (car BG est entièrement déterminé par sa structure simpliciale
tronquée en dimension 2 : • Goo oo G×Goooo

oo
). Par ailleurs, on remarque

que Π0(Č(U)) = X. On pose pour la suite de la preuve Y = Č(U) (ce qui
est cohérent avec les notations de l’énoncé du lemme puisqu’un tel complexe
de Čech est un hyper-recouvrement et donc une fibration locale triviale), et on
considère le diagramme cartésien :

Y ×BG EG //

��

EG

��
Y // BG

Le lemme suivant permet alors de conclure.

Lemme 4.3.7. Soit E ′ un G-torseur sur Y . On a alors le diagramme cartésien
suivant :

E ′ //

��

Π0(E ′)

��
Y // Π0(Y ) = X
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et Π0(E ′) est un G-torseur sur X.

Démonstration. L’argument est local, on peut donc raisonner point par point, et
on est alors ramené au cas du topos ponctuel. On a

⊔
x∈X Yx = Y . Le morphisme

Yx → {x} = • est une fibration triviale. On peut donc supposer que X = •.
E ′ est alors un torseur sur Y qui est contractile, donc Π1(Y ) = •. Ainsi, tout
revêtement de Y admet une section, et donc E ′ est le torseur trivial. Le foncteur
Π0 commute aux produits, d’où le diagramme cartésien :

E ′ = G× Y //

��

Π0(G)×Π0(Y )

��

= G×Π0(Y )

Y // Π0(Y )

où G× Y n’est autre que
⊔

g∈G Y , ce qui prouve le résultat.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème central de ce chapitre.

Théorème 4.3.8. Soit G un faisceau de groupes, X ∈ T̃ . Alors le morphisme
naturel H1(X, G)→ HomHo(T )(X, BG) est un isomorphisme.

Démonstration. Récapitulons la situation ; on a H1(X, G) = lim
−→J(X)

π(Č(U),BG),

et on a établi que Ȟ1(X, G) ' H1(X, G). Les recouvrements formant une sous-
catégorie pleine des hyper-recouvrements, on obtient une flèche naturelle

Ȟ1(X, G)→ lim
−→

Y ∈HR(X)

π(Y,BG)

Le membre de droite est isomorphe à HomHo(T )(X, BG) d’après la formule de
Verdier (BG étant fibrant). Si on se donne un morphisme X → BG dans la
catégorie homotopique Ho(T ), i.e., d’après la formule de Verdier, un système
inductif de classes d’homotopies de flèches Yi → BG où les Yi sont des hyper-
recouvrements de X, on construit un torseur Ei sur chacun des Yi en tirant en
arrière le torseur universel EG → BG par Yi → BG. On obtient par le lemme
précédent un torseur Π0(Ei) sur Yi, et donc finalement un torseur Π0(E) sur X.
On vérifie aisément (par exemple via la description en terme de cocycles) que
l’application ainsi définie est un isomorphisme.

Nous concluons ce chapitre sur la représentabilité, sous les hypothèses du
chapitre 3, de H1(−,BG) dans Ho(T, I).

Lemme 4.3.9. Soit T un site muni d’un intervalle I et G un faisceau de groupes
sur T . Alors BG est I-local si et seulement si pour tout X ∈ T on a H1(X, G) =
H1(X × I,G).

Démonstration. Immédiat d’après le théorème 4.3.8.

Ce résultat classique nous sera nécessaire.

Proposition 4.3.10. Soit (T, I) un site avec intervalle vérifiant les hypothèses
du chapitre 3. X ∈ T , et G un groupe dans T . Si X est I-contractile, on a

H1(X, G) = H1(•, G) = 0
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Démonstration. Voir [SC, exposés 6 à 8bis].

Remarque 4.3.11. On prendra bien garde au fait que X et G sont des variétés
(resp. variété en groupe) et non des faisceaux quelconques.

Théorème 4.3.12. Soit (T, I) un site avec intervalle vérifiant les hypothèses
du chapitre 3. Alors le foncteur H1(−, G) : T̃ op → Ens• est représentable dans
la catégorie homotopique Ho(T, I).

Démonstration. Il suffit de montrer que BG est I-local. Par le lemme 4.3.9, il
suffit de montrer que H1(X, G) = H1(X × I, G). Cela découle de la propo-
sition précédente et du fait que tout objet de T̃ est recouvert par des objets
I-contractiles de T (I étant lui même contractile).
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