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CM 3 Groupe Concours

Feuille 5
Intégrales, Intégrales généralisées

Exercice 1 — Déterminer les limites suivantes lorsque n tend vers +oo
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Exercice 2 — Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On suppose que pour toute fonction g en escaliers
on a fol f(x)g(x)dx = 0. Montrer que cela implique que f est la fonction nulle.

Exercice 3 — Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On suppose que fol f(x)dx = % Montrer qu’il
existe xg € [0, 1] tel que f(xg) = xo.

Exercice 4 — Soit f : [0, +00[— R une fonction continue par morceaux telle que lirf f(z) = 1. Montrer
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Exercice 5 — Calculer les limites suivantes
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Exercice 6 — Déterminer la nature (convergente, divergente, semi convergente) des intégrales impropres

suivantes :
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Exercice 7 — Calculer les intégrales suivantes apres avoir montré leur convergence :
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2. /0 e Vedx /2 /2
©  dr 5. I = / Incosz et J= / Insinz (indica-
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3. /0 1+ ch2z tion : on cherchera des relations liant I, J et I+.J).

Exercice 8 — Soit f : RT — RT une fonction de classe C'. On suppose qu'’il existe a > 0 tel que pour

< fl)
tout > 0, f'(x) > . Montrer que / —5~dz diverge.
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Exercice 9 — Soit f : Rt — R™ une fonction décroissante, positive, et telle que / f converge. Montrer
0

que zf(z) — 0.
(Indication : on comparera xf(x) a un reste de I'intégrale.)
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Exercice 10 — Soit f : [0;1] — R dérivable, et telle que f(0) = f’(0) = 0. Montrer que / 75
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converge.

Exercice 11 — Soient f,g: RT — R des fonctions telles que f > 0, g = o(f) au voisinage de I'infini, et

o0
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5—dz. On pourra pour cela comparer cette limite a celle de / —.
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Exercice 12 — Calculer lim
a—0T

Exercice 13 — Donner un équivalent des sommes suivantes quand n tend vers l'infini (on pourra pour
chacune d’entre elles, la comparer & une intégrale bien choisie).

1. Z\/% 2. Z%
k=0 k=n

n
1 1
3. E ——. Pour ce dernier exemple, on cherchera un équivalent de I'intégrale / ——dt en faisant une
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intégration par parties et en utilisant 1’exercice 11.



