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@ Revétement LL et factorisations d'un élément de Coxeter
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Groupe de réflexion complexe

Soit V un C-espace vectoriel (de dimension n).

Un groupe de réflexion complexe (fini) est un sous-groupe
fini de GL(V) engendré par des réflexions complexes.
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Groupe de réflexion complexe

Soit V un C-espace vectoriel (de dimension n).

Un groupe de réflexion complexe (fini) est un sous-groupe
fini de GL(V) engendré par des réflexions complexes.
Une réflexion complexe est un élément s € GL(V) d’ordre
fini, et tel que Ker(s — Idy/) soit un hyperplan :

S e matrice Diag(¢,1,...,1), avec ¢ racine de l'unité.
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Groupe de réflexion complexe

Soit V un C-espace vectoriel (de dimension n).

Un groupe de réflexion complexe (fini) est un sous-groupe
fini de GL(V) engendré par des réflexions complexes.
Une réflexion complexe est un élément s € GL(V) d’ordre
fini, et tel que Ker(s — Idy/) soit un hyperplan :

S e matrice Diag(¢,1,...,1), avec ¢ racine de l'unité.

@ contient le cas réel (groupes de Coxeter finis)
@ classifiés par Shephard-Todd (1954)
@ mais pas de théorie de Coxeter
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Théorie des invariants

Soit W un groupe de réflexion complexe.

W agit sur S(V*) (algebre de polynémes C|vq, ..

5 Val).
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Théorie des invariants

Soit W un groupe de réflexion complexe.
W agit sur S(V*) (algebre de polynémes C|vy, ..., vp)]).

Théoreme (Chevalley-Shephard-Todd)

Il existe des invariants fondamentaux fi, . . ., f,, homogeénes,
tels que
S(VYW =C[fy,...,f] .

Leurs degrés d; < --- < d, ne dépendent pas du choix de
fi,..., I (degrés invariants de W).
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Théorie des invariants

Soit W un groupe de réflexion complexe.
W agit sur S(V*) (algebre de polynémes C|vy, ..., vp)]).

Théoreme (Chevalley-Shephard-Todd)

Il existe des invariants fondamentaux fi, . . ., f,, homogeénes,
tels que
S(VYW =C[fy,...,f] .

Leurs degrés d; < --- < d, ne dépendent pas du choix de
fi,..., I (degrés invariants de W).

~ isomorphisme : W\V = C"
Vo (B(V),. .. f(V)).
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Discriminant

A := {hyperplans de réflexions de W}. Pour H € A : Le morphisme
» groupe de
@ oy : forme linéaire de noyau H rerexon
@ ey : ordre du sous-groupe parabolique Wy
Revétement
LL et

Définition
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Discriminant

A := {hyperplans de réflexions de W}. Pour H € A :
@ «ay : forme linéaire de noyau H
@ ey : ordre du sous-groupe parabolique Wy

Définition
Discriminant de W : Ay =[] o

@ Ay € C[V]W = C[f1,...,fn]
@ Ay estI'équation de I'hypersurface H, quotient de
UHeq H dans W\ V.

Cas basique du type A :
H (Xi*Xj)ZZDiSC(Tn*O'«] Tn_1 4»<F(7<|)I7O.nv T)

1<i<j<n
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Groupe de réflexion complexe bien engendré

Désormais on suppose que W agit de fagon irréductible
sur le C-e.v. V de dimension n.

Définition

Le groupe W est dit bien engendré s'il peut étre engendré
par n réflexions (comme dans le cas réel).
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Groupe de réflexion complexe bien engendré

Désormais on suppose que W agit de fagon irréductible
sur le C-e.v. V de dimension n.

Définition

Le groupe W est dit bien engendré s'il peut étre engendré
par n réflexions (comme dans le cas réel).

fi,...,f,de degrés di < --- < d, = h (nombre de Coxeter).

Proposition
Si W est bien engendré, le discriminant Ay, est monique

de degré n en f,. On peut choisir les invariants
fondamentaux fi, ..., f, de sorte que :

Aw =17 + apf) 7 + agfy > + - + ap_1fy + an,

avec a; € C[fy, ..., f,_1] (polynéme homogéne, de degré ih).
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Morphisme de Lyashko-Looijenga

Aw = X"+ aX' 24+ ... 4 ap, avec a; € C[X1,..., Xp_1].

Définition (Morphisme de Lyashko-Looijenga de W)

LL : cr-1 — cn-1
(X1a"-7Xn—1) i (327"'aan)

C’est un morphisme algébrique, quasi-homogéne pour les
poids : deg(X;) = d; , deg(a;) = ih.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Morphisme de Lyashko-Looijenga

o Le morphisme
Ay = X/? + a2Xn7 +---+anp,avec g; € (C[X1 Y 7an1]' LL}gfrlgii’Zzide
virtuel ?

Définition (Morphisme de Lyashko-Looijenga de W)

LL - (Cn—1 = (Cn—1 Iliild_s\ée"tztement
factorisati
(X1 P 7Xn—1) = (327 RN an) da}ﬁr?glséarrzoerrf
de Coxeter
C’est un morphisme algébrique, quasi-homogene pour les N

poids : deg(X;) = d; , deg(a;) = ih.

(n-1) blocs

Onpose Y :=SpecC[Xi,..., Xp_1] (~ W\V ~ Y x Q). darmnant
LL: Y — E, = {configurations de n points centrés de C} REIT

. TR TY 4 titi
y +— {racines, avec multiplicités, de Ay (y, X,) en X, e
de type W

Perspectives



Morphisme de Lyashko-Looijenga

ho Le morphisme
Aw = X7+ aXy “+ -+ ap, avec a; € C[Xy, ..., Xp_1]. Fidiodon
virtuel ?

Définition (Morphisme de Lyashko-Looijenga de W)

LL - (Cn—1 = (Cn—1 Iliil_e\ée"tztement
factorisati
(X1 P 7Xn—1) = (327 RN an) da}ﬁr?glséarrzzrrf
. L. . . de Coxeter
C’est un morphisme algébrique, quasi-homogene pour les N

poids : deg(X;) = d; , deg(a;) = ih.

(n-1) blocs

Onpose Y :=SpecC[Xi,..., Xp_1] (~ W\V ~ Y x Q). darmnant
LL: Y — E, = {configurations de n points centrés de C} REIT

partitions

y +— {racines, avec multiplicités, de Ay (y, Xn) en X, EErer s
de type W
Géomeétriquement, LL(y) représente les intersections Perspectives

(avec multiplicités) de I'hypersurface H = {A = 0} avec la
droite complexe L, = {(y, X»), Xh € C}.



Un revétement ramifié

re . . . Le morphisme
Ep* := {configurations de n points distincts} C E, R
K = LL7Y(E,— Ep®) vituel ?
= {yeY|Aw(y,X,) ades racines multiples en X,} :
= {yeY|Du(y) =0}, et
factorisations
d’un élément
de Coxeter

Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Un revétement ramifié

Le morphisme
En® := {configurations de n points distincts} C E, L. groupe de
K = LL7Y(E,— Ep®) vituel ?
= {yeY|Aw(y,X,) ades racines multiples en X,} :

_ {y e Y ‘ DI_I_(_y) — 0} ’ Ili(f\éetztement
avec La}ctorlils,ationf
Do Disc(Aw (Y, Xn); Xn) de Goreler

= Disc(X? + a X2+ + ap; Xp). Fercatons
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Un revétement ramifié

E,* := {configurations de n points distincts} C E,
K = LL"Y(E,-E}®)
= {yeY|Aw(y,X,) ades racines multiples en X,}
= {yeY|Du(y)=0},
avec
D|_|_ = DiSC(Aw(y, Xn); Xn)
= Disc(X7 4+ ax X2+ -+ ap; Xp).

Théoréme (Looijenga, Lyashko, Bessis)

@ Lextension d’anneaux Clao, .. .,an] € C[Xy,..., Xn_1]
est libre, de rang n'h" /|W/|.

@ LL est un morphisme fini, et un revétement ramifie.

@ sarestriction Y — K — E;® est un revétement non
ramifié de degré n'h" /|W/|.
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Nombre de Lyashko-Looijenga

n n—1
deg(LL) = []deg(a) / ] deg(X)
i=2 j=1

n n—1
- 1n/Il4
i=2 j=1
n'h"

W

~~ nombre de Lyashko-Looijenga de W.
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Nombre de Lyashko-Looijenga

n n—1
deg(LL) = []deg(a) / ] deg(X)
i=2 j=1

n n—1
- 1n/Il4
i=2 j=1
n'h"

W

~~ nombre de Lyashko-Looijenga de W.

C’est aussi le nombre de décompositions réduites d’un
élément de Coxeter cde W :

Redr(c) :={(r,...,m)eR" | ry...1,=c}.

... ce n’est pas un hasard...
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@ Revétement LL et factorisations d'un élément de Coxeter

@ Factorisations d’un élément de Coxeter
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Eléments de Coxeter

Le morphisme
LL, groupe de

Vreg = V — U H réflexion

virtuel ?
HeA
Régularité de Springer : Revétement
LL et

w € W est dit ¢-régulier (pour ¢ € C) s’il a un vecteur propre [
dans V¢ pour la valeur propre (. o Goroten "
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Eléments de Coxeter

vee:= v — | H.
HeA
Régularité de Springer :
w € W est dit ¢-régulier (pour ¢ € C) s'il a un vecteur propre
dans V'™ pour la valeur propre (.

Définition (Elément de Coxeter)

Un élément de Coxeter est un élément e2™/"-régulier de W.

Si W est bien engendré, il existe des éléments de Coxeter
(« h est régulier »), et ils sont tous conjugués.
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Eléments de Coxeter

vee:= v — | H.
HeA
Régularité de Springer :
w € W est dit ¢-régulier (pour ¢ € C) s'il a un vecteur propre
dans V'™ pour la valeur propre (.

Définition (Elément de Coxeter)

Un élément de Coxeter est un élément e2™/"-régulier de W.

Si W est bien engendré, il existe des éléments de Coxeter
(« h est régulier »), et ils sont tous conjugués.

Cas réel : équivalent a la définition usuelle (produit des
réflexions selon les murs d’'une chambre de 'arrangement).
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virtuel ?
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W. G
Longueur / relative a R : pour w € W, Gzt

w)=min{peN|3r,....neR,W=r1...Ip}.
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(W1,..

., Wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W. emerpene
, groupe de

Longueur / relative a R : pour w € W, réflexion

virtuel ?

w)=min{peN|3r,....neR,W=r1...Ip}.
Revétement

Soit ¢ un élément de Coxeter de W. L

Z g d’un élément
Définition de Coxeter
Définition de LL
(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si : Bt G
Factorisations en
(*} W1,...,Wp€ W—{1}, (n-1) blocs
Jacobien et
discriminant

Treillis des
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
@ Wy,...,wpe W—{1};
@ Wy...Wp=C;

Le morphisme
LL, groupe de
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virtuel ?
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
@ Wy,...,wpe W—{1};
@ Wy...Wp=C;
@ /(wy)+ -+ L(wp) =¢(c) =n.

Le morphisme
LL, groupe de
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virtuel ?
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
@ Wy,...,wpe W—{1};
@ Wy...Wp=C;
@ /(wy)+ -+ L(wp) =¢(c) =n.

Le morphisme
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
@ Wy,...,wpe W—{1};
@ Wy...Wp=C;
@ /(wy)+ -+ L(wp) =¢(c) =n.

FACTp(c) := {factorisations en p blocs}

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
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Factorisations par blocs

R : ensemble de toutes les réflexions de W.
Longueur / relative a R : pour w € W,

lw)=min{peN|[3n,....eER,W=r1...1p}.

Soit ¢ un élément de Coxeter de W.

Définition

(wy, ..., wp) est une factorisation par blocs de ¢ si :
@ Wy,...,wpe W—{1};
@ Wy...Wp=C;
@ /(wy)+ -+ L(wp) =¢(c) =n.

FACTp(c) := {factorisations en p blocs}

~ détermine une partition de n, et méme une composition
(partition ordonnée) de n.

Ex. : FACT,(c) = FACT¢n(c) = Redg(c).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?
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Factorisations issues de la topologie

Le morphisme
LL, groupe de

Hypersurface H C W\V ~ Y x C. reflexion

(y, X) EH <<= Xx¢€ LL(y) Revétement
LL et
factorisations
d’un élément
de Coxeter

Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Factorisations issues de la topologie

Hypersurface H C W\V ~ Y x C.

(y,x) e H <= xecllL(y)

Constructions des « tunnels » de Bessis
~> une application H —- W

(y7 X) = Cy,x

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
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Factorisations issues de la topologie

Hypersurface H C W\V ~ Y x C.

(y,x) e H <= xecllL(y)

Constructions des « tunnels » de Bessis
~> une application H —- W
(y7 X) = Cy,x
telle que, si (x1,. .., Xp) est le support ordonné de LL(y)
(pour l'ordre lex. sur C ~ R?), alors :

(Cyxq»--+»Cyx,) € FACTp(C).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations issues de la topologie

Hypersurface H C W\V ~ Y x C.

(y,;x)e H <= xellL(y)
Constructions des « tunnels » de Bessis
~> une application H —- W
(y7 X) = Cy,x
telle que, si (x1,. .., Xp) est le support ordonné de LL(y)
(pour l'ordre lex. sur C ~ R?), alors :

(Cyxi---s cy,Xp) € FACTp(C).

NOtatiOn . faCt(y) = (Cy’x1, ey Cy7xp).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations issues de la topologie

Hypersurface H C W\V ~ Y x C.

(y,;x)e H <= xellL(y)
Constructions des « tunnels » de Bessis
~> une application H —- W
(y7 X) = Cy,x
telle que, si (x1,. .., Xp) est le support ordonné de LL(y)
(pour l'ordre lex. sur C ~ R?), alors :

(Cyxq»--+»Cyx,) € FACTp(C).
NOtatiOn H faCt(y) = (Cy’x1, ey Cy7xp).

On peut caractériser la longueur et la classe de conjugaison
de ¢y x selon la position de (y, x) dans H ...

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Le morphisme
LL, groupe de

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) : rfleion
L= {ﬂHeBH|BgA} i virtuel 7
Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L)1¢,.

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Factoris: s d'un
élément oxeter

Factoris: s en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}. )

Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L) ..
Pour A € £, A% := A privée de ses strates intérieures.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}. )

Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L) ..
Pour A € £, A% := A privée de ses strates intérieures.

Bijection [Steinberg] :
L — {sous-groupes paraboliques de W} =: SGP(W).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}. )

Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L) ..
Pour A € £, A% := A privée de ses strates intérieures.

Bijection [Steinberg] :
L — {sous-groupes paraboliques de W} =: SGP(W).
~ bijections naturelles :

L —  SGP(W)/coni.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}. )

Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L) ..
Pour A € £, A% := A privée de ses strates intérieures.

Bijection [Steinberg] :
L — {sous-groupes paraboliques de W} =: SGP(W).
~ bijections naturelles :

L « SGP(W)/conj. <« Cox-parab(W)/conj.

Cox-parab(W) : éléements de Coxeter paraboliques,
i.e. éléments de Coxeter d’'un s.g.p. de W.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Stratification de W\ V et éléments de Coxeter

paraboliques

Stratification de V par les plats (treillis d’intersection) :
L:={NpesH|BC A}. )

Quotient par W ~ stratification £ = W\L = (W - L) ..
Pour A € £, A% := A privée de ses strates intérieures.

Bijection [Steinberg] :
L — {sous-groupes paraboliques de W} =: SGP(W).
~ bijections naturelles :

L « SGP(W)/conj. <« Cox-parab(W)/conj.
codim(A) < rang(W’) — /()

Cox-parab(W) : éléements de Coxeter paraboliques,
i.e. éléments de Coxeter d’'un s.g.p. de W.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définiti LL

Factorisations d'un
élément de

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations et LL

Proposition

Soity € Y. Pour tout x € LL(y), ¢,,x est un élement de
Coxeter parabolique de W. Sa longueur est égale a la
multiplicité de x dans LL(y) ; sa classe de conjugaison
correspond a 'unique strate \ de L telle que (y, x) € A°.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations et LL

Proposition

Soity € Y. Pour tout x € LL(y), ¢,,x est un élement de
Coxeter parabolique de W. Sa longueur est égale a la
multiplicité de x dans LL(y) ; sa classe de conjugaison
correspond a 'unique strate \ de L telle que (y, x) € A°.

Factorisation par blocs ~~ composition de n
w € E, ~ composition de n (multiplicités dans 'ordre lex.)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations et LL

Proposition

Soity € Y. Pour tout x € LL(y), ¢,,x est un élement de
Coxeter parabolique de W. Sa longueur est égale a la
multiplicité de x dans LL(y) ; sa classe de conjugaison
correspond a 'unique strate \ de L telle que (y, x) € A°.

Factorisation par blocs ~~ composition de n

w € E, ~ composition de n (multiplicités dans 'ordre lex.)
Prop. = compatibilité de fact(y) et LL(y) (méme
composition)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations et LL

Proposition

Soity € Y. Pour tout x € LL(y), ¢,,x est un élement de
Coxeter parabolique de W. Sa longueur est égale a la
multiplicité de x dans LL(y) ; sa classe de conjugaison
correspond a I'unique strate \ de L telle que (y, x) € A°.

Factorisation par blocs ~~ composition de n

w € E, ~ composition de n (multiplicités dans 'ordre lex.)
Prop. = compatibilité de fact(y) et LL(y) (méme
composition)

Théoréme (Bessis)

Lapplication Y "= £« FacT(c) est injective, et son

image est 'ensemble des paires compatibles.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en

(n-1) blocs
Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations et LL

Le morphisme

PrOpOSition LL, groupe de
g L, réflexion
Soity € Y. Pour tout x € LL(y), ¢,,x est un élement de i
Coxeter parabolique de W. Sa longueur est égale a la
multiplicité de x dans LL(y) ; sa classe de conjugaison Lo aement
correspond a l'unique strate \ de L telle que (y, x) € NA°. factorieations
de Coxeter
Factorisation par blocs ~~ composition de n e
w € Ep ~ composition de n (multiplicités dans I'ordre lex.) Factorsaors o
Prop. = compatibilité de fact(y) et LL(y) (méme e
CompOSItlon) discriminant
, N . Treillis des
Théoreme (Bessis) partiions
non-croisees
o LL x fact L de type W
Lapplication Y ——— E; x FACT(c) est injective, et son SR

image est 'ensemble des paires compatibles.

Vw € Ep, factinduit LL ' (w) = FACT,(c), ol u = compo(w).



Décompositions réduites de ¢

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
|Redr(c)| = |FACT,(c)| pourp=(1,...,1) LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Décompositions réduites de ¢

| Redz(c)|

|FACT,(c)| pourpu=(1,...

Ll ()|

pour w € Ep®

1)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Décompositions réduites de ¢

| Redz(c)|

|FACT,(c)| pourpu=(1,...

LL ()|
deg(LL)
nth"

W]

pour w € Ep®

1)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Décompositions réduites de ¢

|Redr(c)| = |FACT,(c)| pourp=(1,...,1)
= |LL "(w)| pourw € E;®
= deg(LL)
n'h"
W

Peut-on calculer de méme | FACT,_1(c)| = | FACT511n-2(C)|?

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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@ Revétement LL et factorisations d'un élément de Coxeter

@ Factorisations en (n-1) blocs

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Composantes irréductibles de K

Partie ramifiée de LL : K — E, — E,*®.
K={yeY|Du(y) =0}

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Composantes irréductibles de K

Partie ramifiée de LL : K — E, — E,®.
={y € Y|Du(y) =0}.Onnote :
Eg — {strates de £ de codimension 2}

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Composantes irréductibles de K

Partie ramifiée de LL : K — E, — E,*®.
K={yeY]|Dy(y)=0}.0Onnote:
L, := {strates de £ de codimension 2} et
v: W\VxxYxC — Y
v=(,x) — Yy

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Composantes irréductibles de K

Partie ramifiée de LL : K — E, — E,*®.
K={yeY]|Dy(y)=0}.0Onnote:
L, := {strates de £ de codimension 2} et
p: W\V~YxC — Y
v=(,x) — Yy

Proposition

Les composantes irréductibles de K sont les (M), pour
N e Lo.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Composantes irréductibles de K

Partie ramifiée de LL : K — E, — E,*®.
K={yeY]|Dy(y)=0}.0Onnote:
L, := {strates de £ de codimension 2} et
p: W\V~YxC — Y
v=(,x) — Yy

Proposition

Les composantes irréductibles de K sont les (M), pour
N e Lo.

Y€K < 3xell(y), telque {(cyx) > 2
< dx e LL(y), IN € Ly, telque (y,x) € A
& 3JNE Ly, telque y € o(N).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et

discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Restriction de LL a une composante de K

Le morphisme
LL, groupe de

Onécrit D = [],.z, D}, avec D irréductibles de Ec
C[Xy,...,Xn—1] tels que ¢(A) = {Dp = 0}.

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Restriction de LL a une composante de K

On écrit D = [[.z, Dy, avec Dy irréductibles de
C[Xi, ..., Xn_1] tels que o(A) = {Dp = 0}.
On définit la restriction

LLa : @(A) — Ep— Ef® .

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Restriction de LL a une composante de K

On écrit D = [[.z, Dy, avec Dy irréductibles de
C[Xi, ..., Xn_1] tels que o(A) = {Dp = 0}.
On définit la restriction

LLa : @(A) — Ep— Ef® .
LLA correspond a I'extension

Clag,...,an]/(D) C C[Xi,...,Xn-1]/(Da) -

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Restriction de LL a une composante de K

Le morphisme
LL, groupe de

On écrit D =)z, D}, avec D irréductibles de rfixion
C[Xi, ..., Xn_1] tels que o(A) = {Dp = 0}.
On définit la restriction

Revétement
LL et
factorisations

LL/\ (p(A) Ereg d'un élément

LLA correspond a I'extension Slmont & Conte

Factorisations en
(n-1) blocs

Cla, ..., an/(D) C C[Xi,...,Xn1]/(Dp) . —

discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

H deg al) H deg(X (n — 2)!hf‘l*2 Perspectives
deg(D deg(Dn) |W|




Factorisations « de type A »

Théoreme (R.)
Pour toute strate \ de L :

@ LLa est un morphisme fini de degré

(n=2)!
W

711,,/171 deg D/\ ;

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en

(n-1) blocs
Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisations « de type A »

Théoreme (R.)

Pour toute strate \ de L :
@ LLa est un morphisme fini de degré % deg D ;

@ le nombre de factorisations de ¢ en n — 2 réflexions +
un élément de longueur 2 et de classe de conjugaison
correspondant a \ (dans un ordre quelconque) est :

(n— 1) B

|FACTA_,(c)| = S degDn

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Factorisations « de type A »

Théoreme (R.)
Pour toute strate \ de L :

@ LLa est un morphisme fini de degré % deg D ;

@ le nombre de factorisations de ¢ en n — 2 réflexions +
un élément de longueur 2 et de classe de conjugaison
correspondant a \ (dans un ordre quelconque) est :

n— 1) h*-1
|FACT] 4(c)| = (\V)V] deg Dy .
|FACTR_i(c)] = (n—1)[FACTR  4y(C)]

(n—=1)|LL (@) Ne(A)|  pour
w de composition(2,1,...,1)
= (n=1) |LL ()]
= (n—1) deg(LLx)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en

(n-1) blocs
Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Calculer > deg(Dy) ?

Corollaire
| FACTq-1(c)| s’exprime en fonction de 3.z, deg(Da).

Comment calculer ceci de maniére globale (sans
cas-par-cas) ?

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Calculer > deg(Dy) ?

Corollaire
| FACTq-1(c)| s’exprime en fonction de 3.z, deg(Da).

Comment calculer ceci de maniére globale (sans
cas-par-cas) ?

_ _ A
Di = [Irez, DA

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Calculer > deg(Dy) ?

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion

Corollaire
| FACTq-1(c)| s’exprime en fonction de 3.z, deg(Da). virtuel 2

Comment calculer ceci de maniére globale (sans Revétement
€l

cas-par-cas) ? factorisations

d'un élément

_ _ A de Coxeter
DLL _ H/\E,CZ D/\ Définition de LL
Factorisations d'un

Soit Jii = Jac((@z, - .., an)/(Xi, -, Xn_1))-

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Calculer > deg(Dy) ?

Corollaire

| FACTq-1(c)| s’exprime en fonction de 3.z, deg(Da).

Comment calculer ceci de maniére globale (sans
cas-par-cas) ?

Dii = Tlacz, DR
Soit Ji| =Jdac((az,-.-,an)/(X1,..., Xn=1))-
Expérimentalement

JiL = [T o

/\65_2

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter
Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

Factorisations en
(n-1) blocs

Jacobien et

discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Calculer > deg(Dy) ?

Le morphisme

Corollaire LL, groupe de

réflexion

| FACTq—1(c)| s’exprime en fonction de > _ .z, deg(Dj). virtuel ?

Comment calculer ceci de maniére globale (sans R

cas-par-cas) ? factorisations
d’un élément

de Coxeter

Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

? _ actorisations en

DLL = | | D/r\/\ JLL = | | D/r\/\ 1 (Fm‘) blocs
~ ~ Jacobien et
NeLo NeL, discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Calculer > deg(Dy) ?

Le morphisme

Corollaire LL, groupe de

réflexion

| FACTq—1(c)| s’exprime en fonction de > _ .z, deg(Dj). virtuel ?

Comment calculer ceci de maniére globale (sans R

cas-par-cas) ? factorisations
d’un élément

de Coxeter

Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

? _ actorisations en

DLL = | | D/r\/\ JLL = | | D/r\/\ 1 (Fm‘) blocs
~ ~ Jacobien et
NeLo NeL, discriminant

Treillis des
partitions

_ €H _ ey—1 non-croisées
AW - H OH JW - H Oy de type W
HeA HeA Perspectives



Calculer > deg(Dy) ?

Le morphisme

Corollaire LL, groupe de

réflexion

| FACTq—1(c)| s’exprime en fonction de > _ .z, deg(Dj). virtuel ?

Comment calculer ceci de maniére globale (sans R

cas-par-cas) ? factorisations
d’un élément

de Coxeter

Définition de LL

Factorisations d'un
élément de Coxeter

? _ actorisations en

DLL = | | D/r\/\ JLL = | | D/r\/\ 1 (Fm‘) blocs
~ ~ Jacobien et
NeLo NeL, discriminant

’? Treillis des

o " or—1 partitions

— H . H— non-croisées

AW_ H OH JW_ H Oy de type W
HeA HeA Perspectives



@ Jacobien et discriminant
@ Extension finie graduée d’anneaux de polyndmes

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion

Xi, ..., Xnindéterminées de degrés by, ..., b. virtuel ?
B:=C[Xi,..., Xp]

)
Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Xi, ..., Xnindéterminées de degrés by, ..., b.

B .= (C[X1 geee
Soient fi, ..
degrés ay, . ..

-/Xn]
., f, € B, polynébmes homogénes pondérés, de
’ an

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Le morphisme
LL, groupe de

Xi, ..., X, indéterminées de degrés by, . . ., b. il
B:=C[Xi,..., X
Soient fy, ..., f, € B, polyndmes homogénes pondérés, de fipceners
degrés,a1 ,...,an, et f le morphisme quasi-homogene factorsatons
assocle de Coxeter
f: (Cn — Cn cho_bie_n et
(X1,..., %) — (X4, %), Fo( X1, ..., Xn)). el

graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Le morphisme
LL, groupe de

. , . s P &flexi
Xi, ..., X, indéterminées de degrés by, . . ., b. Virtuel 7
B:=C[Xi,..., Xn]
Soient fy, ..., f, € B, polyndmes homogénes pondérés, de e
degrés ay, ..., an, et f le morphisme quasi-homogene faclorisatons
s un elemen
assocle de Coxeter
f : (Cn — Cn Jacobien et
discriminant
(X17~-'7Xn) — (f1 (X17~-an)a--‘7fn(X1,~--7Xn))~ Ex(:nsior;.lime
On pose A := C[fy, ..., fy]. £
S
Treillis des
partition_s/
non-croisees
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Xi, ..., Xnindéterminées de degrés by, ..., b.
B:=C[Xi,..., X
Soient fy,. .., f, € B, polyndbmes homogenes pondérés, de
degrés ay, ..., an, et f le morphisme quasi-homogene
associé

f: cn — cn

(X1,...,Xn) — (A(X1,. ., Xn), -, Tn(X1,5 .- Xn))-

On pose A := Clfy, ..., fy].
On considere le cas ou I'extension d’'anneaux A C B est
finie (c’est équivalent & ~'({0}) = {0}).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension finie graduée d’anneaux de

polynémes

Xi, ..., Xnindéterminées de degrés by, ..., b.
B:=C[Xi,..., Xn]
Soient fy,. .., f, € B, polyndbmes homogenes pondérés, de
degrés ay, ..., an, et f le morphisme quasi-homogene
associé

f: cn — cn

(X1,...,Xn) — (A(X1,. ., Xn), -, Tn(X1,5 .- Xn))-

On pose A := Clfy, ..., fy].
On considere le cas ou I'extension d’'anneaux A C B est
finie (c’est équivalent & ~'({0}) = {0}).
~» B est un A-module libre de type fini (Cohen-Macaulay),
de rang

r.=deg(f) =1Ia;/Ib;

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal
premier de A : « q est au-dessus de p ».

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal virtuel ?
premier de A : « q est au-dessus de p ». h
Théoreme de Cohen-Macaulay : R

factorisations
d'un élément

q est de hauteur 1 <= p est de hauteur 1 . de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal
premier de A : « q est au-dessus de p ».
Théoreme de Cohen-Macaulay :

q est de hauteur 1 < p est de hauteur 1 .

Dans ce cas, on écrit q = (Q) et p = (P), avec P,Q

polynémes irréductibles de A, Bresp., et (Q)NA = (P).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal
premier de A : « q est au-dessus de p ».
Théoreme de Cohen-Macaulay :

q est de hauteur 1 < p est de hauteur 1 .

Dans ce cas, on écrit q = (Q) et p = (P), avec P,Q

polynémes irréductibles de A, Bresp., et (Q)NA = (P).

Indice de ramification de q sur p :
e(q,p) := vo(P) (noté simplement e, ou eq)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal
premier de A : « q est au-dessus de p ».
Théoreme de Cohen-Macaulay :

q est de hauteur 1 < p est de hauteur 1 .

Dans ce cas, on écrit q = (Q) et p = (P), avec P,Q

polynémes irréductibles de A, Bresp., et (Q)NA = (P).

Indice de ramification de q sur p :
e(q,p) := vo(P) (noté simplement e, ou eq)
Spec, (B) := {idéaux premiers de B de hauteur 1}

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Ramification

Si q est un idéal premier de B, p = qN A est un idéal
premier de A : « q est au-dessus de p ».
Théoreme de Cohen-Macaulay :

q est de hauteur 1 < p est de hauteur 1 .

Dans ce cas, on écrit q = (Q) et p = (P), avec P,Q
polynémes irréductibles de A, Bresp., et (Q)NA = (P).

Indice de ramification de q sur p :

e(q,p) := vo(P) (noté simplement e, ou eq)
Spec, (B) := {idéaux premiers de B de hauteur 1}
Spec{™(B) := {q € Spec4(B) | e > 1}

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisation du Jacobien

Déterminant jacobien de 'extension AC B :

JB/A = Jac((f1, ey fn)/(X1,. . .,Xn)) = det (

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Factorisation du Jacobien

Déterminant jacobien de 'extension AC B :

Jgja = Jac((,.... 12)/(X1,..., Xy)) = det <ax> |
1<ij<n

Théoreme

Si A C B est une extension polynomiale finie graduée,
alors :
Jg /A = H Qa1
QeSpeci™(B)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes
Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

On pose U = SpecAet V = Spec B
~ I'extension A C B corresponda f: V — U.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

On pose U = SpecAet V = Spec B
~ I'extension A C B corresponda f: V — U.
Lieu de ramification : Viam := Z(J) = Ugespecin(s) Z(Q)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

On pose U = SpecAet V = Spec B

~ I'extension A C B corresponda f: V — U.

Lieu de ramification : Vigm := Z(J) = erspecgam(s) Z(Q)
Lieu de branchement : Uy := {u e U, |[f~1(u)| < r}

(r = deg(f))

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

Le morphisme
LL, groupe de

On pose U = Spec A et V = Spec B il 7

~ I'extension A C B corresponda f: V — U.

Lieu de ramification : Viam := Z(J) = Uqgespectm(s) £(Q) Revatement

Lieu de branchement : Uy := {u e U, |[f~1(u)| < r} factofations

(r — deg(f)) de Coxeter
j?sii?;eizaentt

Propriétés

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

F(Vram) = Upr Exensen «ben

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

Le morphisme
LL, groupe de

grouy
On pose U = Spec A et V = Spec B virtuel 7
~ I'extension A C B corresponda f: V — U.

Lieu de ramification : Viam := Z(J) = Ugespecin(s) Z(Q) i
Lieu de branchement : Uy := {u e U, |[f~1(u)| < r} factoreations
r = de f de Coxeter
( g( )) Jacobien et

s discriminant
Propriétés g“.
e pohmaes
f( Vram) = Ubr ?TI':ELL oen
De plus, la restriction de f : V — f~1(Up) - U — Uy estun T
revétement de degreé r. non-croisées
de type W

Perspectives



Lieu de ramification, lieu de branchement

Le morphisme
LL, groupe de

grou;
On pose U = Spec A et V = Spec B virtuel 7
~ I'extension A C B corresponda f: V — U.

Lieu de ramification : Viam := Z(J) = Ugespecin(s) Z(Q) i
Lieu de branchement : Uy := {u e U, |[f~1(u)| < r} factoreations
r = de f de Coxeter
( g( )) Jacobien et
vy Jacol
Propriétés e

graduée
de polynémes
f(Viam) = Up, d o
De plus, la restriction de f : V — f~1(Up) - U — Uy estun T
revétement de degreé r. non-croisées
de type W

Question : Vram = f1 (Ubr) ? Perspectives



@ Jacobien et discriminant

@ Extension « bien ramifiée »

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynomes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

. Le morphisme
Soit Jp € Atel que (J) N A = (). LL groupe de
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

Soit Jy € Atel que (J) N A = (U).
~ Zy(do) = f(Z(J)) = f(Viam) = Upr.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

Soit Jy € Atel que (J) N A = (U).
~ Zy(do) = f(Z(J)) = f(Viam) = Upr.

J= HQeSpecqam(B) Qoo 1.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

Soit Jy € Atel que (J) N A = (U).
~ Zy(do) = f(Z(J)) = f(Viam) = Upr.

_ eq—1 N e,
J= ]"[Qespecﬁam(B) Q¢a~1 Posons R := Hoespecgmn(B) Q¢a,

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

Le morphisme

Soit J() c Atel que (J) NA= (Jo) LL, groupe de

réflexion

~ Zy(do) = F(Z(J)) = f(Viam) = U virtuel ?

_ eq—1 N e,
J = [laespecim(zy Q%" .Posons A = []qcgpecmn(m) Q% Fevstoment
Nécessairement, Jy = R x peut-étre un autre terme. el

factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée »

Soit Jy € Atel que (J) N A = (U).

~ Zy(Jo) = f(Z(J)) = f(Viam) = Uy

Nécessairement, Jy = R x peut-étre un autre terme.

Proposition (Extension bien ramifiée, 1)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ pourp € Spec(A), s'il existe qo € Spec4(B) ramifié

au-dessus de p, alors tout autre q € Spec,(B)
au-dessus de p est aussi ramifié ;

@ si P est un polynéme irréductible de A, alors, en tant
que polynéme de B, soit il est réduit, soit chacun de
ses facteurs irréductibles apparait au moins deux fois ;

@ Re A

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée » (suite)

On dira dans ce cas que I'extension A C B (ou le Le morphisme
, groupe de

morphisme f) est bien ramifié(e). réflexion

virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée » (suite)

On dira dans ce cas que I'extension A C B (ou le Le morphisme
, groupe de

morphisme f) est bien ramifié(e). reflexion
Extension galoisienne = bien ramifiée.

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée » (suite)

On dira dans ce cas que I'extension A C B (ou le
morphisme f) est bien ramifié(e).

Extension galoisienne = bien ramifiée.

Exemple d’extension « mal ramifiée »
A=C[X?Y,X2+Y]CC[X,Y]=8B

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée » (suite)

On dira dans ce cas que I'extension A C B (ou le
morphisme f) est bien ramifié(e).

Extension galoisienne = bien ramifiée.

Exemple d’extension « mal ramifiée » :
A=C[X?Y,X2+Y]CC[X,Y]=8B

(X?Y) est en-dessous de deux idéaux de B : (X) qui est
ramifié (Y)) qui ne 'est pas.

J=X(Y—=X?);dp=X3Y(Y-X?)2;R=X3(Y-X??¢A.

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Extension « bien ramifiée » (suite)

On dira dans ce cas que I'extension A C B (ou le
morphisme f) est bien ramifié(e).
Extension galoisienne = bien ramifiée.
Exemple d’extension « mal ramifiée » :
A=C[X?Y,X2+Y]CC[X,Y]=8B
(X?Y) est en-dessous de deux idéaux de B : (X) qui est
ramifié (Y)) qui ne 'est pas.
J=X(Y=X?);do=X2Y(Y-X??;R=X3(Y—-X?2¢A.
Proposition (Extension bien ramifiée, 2)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ f est bien ramifiée ;

o Jo = R, ie. Z(_/(R) = Ubr:.

° f_1(Ubr) = Viam,

o f(Vram) ﬂ f(V— Vram) — @

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discri

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Groupe de réflexion virtuel

Récapitulatif

Soit A C B une extension polynomiale finie graduée, et bien
ramifiée, correspondant a un morphisme f: V — U. Alors :

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »
Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Groupe de réflexion virtuel

Récapitulatif

Soit A C B une extension polynomiale finie graduée, et bien
ramifiée, correspondant a un morphisme f: V — U. Alors :

@ le lieu de ramification Viam a pour équation
J = HOeSpecﬁam(B) Q¢a—' (Jacobien);

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Groupe de réflexion virtuel

Récapitulatif

Soit A C B une extension polynomiale finie graduée, et bien
ramifiée, correspondant a un morphisme f: V — U. Alors :

@ le lieu de ramification Viam a pour équation
J = HOeSpecﬁam(B) Q¢a—' (Jacobien);

@ le lieu de branchement Uy, a pour équation
R = T gespecin(s) Q% ( « discriminant » ?).

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Groupe de réflexion virtuel

Récapitulatif
Soit A C B une extension polynomiale finie graduée, et bien
ramifiée, correspondant a un morphisme f: V — U. Alors :
@ le lieu de ramification Viam a pour équation
J= HOeSpecﬁam(B) 060_1 (JaCObien) :
@ le lieu de branchement Uy, a pour équation
o ’ o L o
R = T gespecin(s) Q% ( « discriminant » ?).

~ ressemble a une extension galoisienne (groupe de
réflexion)

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

Casde LL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W
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Groupe de réflexion virtuel

Récapitulatif
Soit A C B une extension polynomiale finie graduée, et bien
ramifiée, correspondant a un morphisme f: V — U. Alors :
@ le lieu de ramification Viam a pour équation
J= HOeSpecﬁam(B) 060_1 (JaCObien) :
@ le lieu de branchement Uy, a pour équation
o ’ o L o
R = T gespecin(s) Q% ( « discriminant » ?).

~ ressemble a une extension galoisienne (groupe de
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@ Jacobien et discriminant

@ CasdelL
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Retour a LL

. L hi
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Retour a LL

Rappel : D = Disc(Aw(y, Xn); Xn) = [ncz, DA

Théoreme (R.)

@ Les (Dp)pcz, Sont les polynémes ramifies de
I'extension, et ry = ep, .
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Retour a LL

Rappel : D = Disc(Aw(y, Xn); Xn) = [ncz, DA

Théoreme (R.)

@ Les (Dp)pcz, Sont les polynémes ramifies de
I'extension, et ry = ep, .

@ Pour A € L, soit w € Cox-parab(W) (de longueur 2),
de classe de conjugaison correspondant a A ; alors
r = | Redg(w)| (= ordre de w si W est un groupe de
2-réflexions).

@ LL est une extension bien ramifiée.
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Retour a LL

Rappel : D = Disc(Aw(y, Xn); Xn) = [ncz, DA

Théoreme (R.)

@ Les (Dp)pcz, Sont les polynémes ramifies de
I'extension, et ry = ep, .

@ Pour A € L, soit w € Cox-parab(W) (de longueur 2),
de classe de conjugaison correspondant a A ; alors
r = | Redg(w)| (= ordre de w si W est un groupe de
2-réflexions).

@ LL est une extension bien ramifiée.

- _ m—1
® Ji = [Irez, DA
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Retour a LL

Rappel : D = Disc(Aw(y, Xn); Xn) = [ncz, DA

Théoreme (R.)

@ Les (Dp)pcz, Sont les polynémes ramifies de
I'extension, et ry = ep, .

@ Pour A € L, soit w € Cox-parab(W) (de longueur 2),
de classe de conjugaison correspondant a A ; alors
r = | Redg(w)| (= ordre de w si W est un groupe de
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@ LL est une extension bien ramifiée.
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Retour a LL

Rappel : D = Disc(Aw(y, Xn); Xn) = [ncz, DA

Théoreme (R.)

@ Les (Dp)pcz, Sont les polynémes ramifies de
I'extension, et ry = ep, .

@ Pour A € L, soit w € Cox-parab(W) (de longueur 2),
de classe de conjugaison correspondant a A ; alors
r = | Redg(w)| (= ordre de w si W est un groupe de
2-réflexions).

@ LL est une extension bien ramifiée.

- _ n—1
o JLL*H/\QEZ DA .

Ingrédients de la preuve : interprétation combinatoire de la
ramification, propriétés de LL topologiques (revétement) et
combinatoires (fact), cadre général vu plus haut.
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Enfin une formule explicite pour | FACT,_1(c)]

Corollaire

Soit W un groupe de réflexion complexe irréductible bien
engendré, de rang n. Le nombre de factorisations d’un
élément de Coxeter c en n— 1 blocs est :

Le morphisme
LL, groupe de
réflexion
virtuel ?

Revétement
LL et
factorisations
d'un élément
de Coxeter

Jacobien et
discriminant

Extension finie
graduée d'anneaux
de polynémes

Extension « bien
ramifiée »

CasdelLL

Treillis des
partitions
non-croisées
de type W

Perspectives



Enfin une formule explicite pour | FACT,_1(c)]
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Enfin une formule explicite pour | FACT,_1(c)]

Corollaire

Soit W un groupe de réflexion complexe irréductible bien
engendré, de rang n. Le nombre de factorisations d’un
élément de Coxeter c en n— 1 blocs est :

_(n=0rtht [(n-N(n-2), K
| FACT,_1(c)| = Wi 5 h+;d,

(on calcule deg(D) — deg(J)).
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Enfin une formule explicite pour | FACT,_1(c)]

Corollaire

Soit W un groupe de réflexion complexe irréductible bien
engendré, de rang n. Le nombre de factorisations d’un
élément de Coxeter c en n— 1 blocs est :

_(n=rht ((n=1)(n-2), &
| FACT,_1(c)| = Wi 5 h+;d,-

(on calcule deg(D) — deg(J)).

C’est en fait une conséquence d’une formule plus générale,
connue au cas par cas, concernant les chaines du treillis
des partitions non-croisées de type W.
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e Treillis des partitions non-croisées de type W
@ Définitions
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Treillis des partitions non-croisées de type W

Ordre de divisibilité associé a la longueur ¢ :

u< v siet seulement si £(u) + £(u~"v) = £(v).
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Treillis des partitions non-croisées de type W

Ordre de divisibilité associé a la longueur ¢ :

u< v siet seulement si £(u) + £(u~"v) = £(v).

¢ un élément de Coxeter.

Définition (Treillis des partitions non-croisées de type W)

NCPw(c) :={we W |w<c}
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Treillis des partitions non-croisées de type W

Ordre de divisibilité associé a la longueur ¢ :

u< v siet seulement si £(u) + £(u~"v) = £(v).

¢ un élément de Coxeter.

Définition (Treillis des partitions non-croisées de type W)

NCPw(c) :={we W |w<c}

Objet combinatoire tres riche.
Correspond aux simples du monoide de tresses dual de W..
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e Treillis des partitions non-croisées de type W

@ Nombres de Fuss-Catalan de type W
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Chaines dans NCP

Formule de Chapoton

Le nombre de chaines (larges) wy < ... < wy < c dans
NCPy est :

n

Zy(N+ 1) =T]

i=1

d; + Nh

i
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Chaines dans NCP

Formule de Chapoton

Le nombre de chaines (larges) wy < ... < wy < c dans
NCPy est :

T di+ Nh
Zw(N+1) =] 2N

=

Appelés nombres de Fuss-Catalan de type W : Cat(N)(W).
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Chaines dans NCP

Formule de Chapoton

Le nombre de chaines (larges) wy < ... < wy < c dans
NCPy est :

n
di+ Nh
Zw(N+1) =] 222
i=1 !

Appelés nombres de Fuss-Catalan de type W : Cat(N)(W).

Preuve (Athanasiadis, Reiner, Bessis) : cas par cas avec la
classification... méme pour le cas N = 1 (qui donne
INCPw |).
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Factorisations de c¢ et chaines de NCP

Le morphisme
. . [LL, d
Factorisation wy ... w, = ¢ réfoxion

7 i | ?
— chaine wy S wiwe ... Wy ... Wp_1 <X C. virtue
Et inversement.
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Factorisations de c¢ et chaines de NCP

Factorisation wy ... wp = ¢
— chaine wy < wiwe <... < wy s Wp—q1 <X C.
Et inversement.

Cependant : Factorisations strictes, vs. chaines larges.
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Factorisations de c¢ et chaines de NCP

Factorisation wy ... wp = ¢
— chaine wy < wiwe <... < wy s Wp—q1 <X C.
Et inversement.

Cependant : Factorisations strictes, vs. chaines larges.
Formules de passage :

catM(w) = i(N:1>|FACTk(C)]

k=1

p
|FACT,(C)| = APZW(O):Z(—UM(’;) Cat)(w)
k=1
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Factorisations de c¢ et chaines de NCP

Factorisation wy ... wp = ¢
— chaine wy < wiwe <... < wy s Wp—q1 <X C.
Et inversement.

Cependant : Factorisations strictes, vs. chaines larges.
Formules de passage :

catM(w) = i(N:1>|FACTk(C)]

k=1
o

|FACT,(C)| = APZW(O):Z(—UM(’;) Cat)(w)
k=1

(A : dérivée discréte P P(X + 1) — P(X).)
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Factorisations de c¢ et chaines de NCP

Factorisation wy ... wp = ¢
— chaine wy < wiwe <... < wy s Wp—q1 <X C.
Et inversement.

Cependant : Factorisations strictes, vs. chaines larges.
Formules de passage :

catM(w) = i(N:1>|FACTk(C)]

k=1
o

|FACT,(C)| = APZW(O):Z(—UM(’;) Cat)(w)
k=1

(A : dérivée discrete P — P(X + 1) — P(X).)
On retrouve bien la formule pour | FACT,_1(C)|.
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Conclusion, perspectives

@ On n’a pas ajouté de nouveaux « cas-par-cas » dans la
preuve ; mais on utilise les résultats du cas non ramifié

(IRedz(c)l).
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Conclusion, perspectives

@ On n’a pas ajouté de nouveaux « cas-par-cas » dans la
preuve ; mais on utilise les résultats du cas non ramifié
(I Redr(c))).

@ On obtient des formules combinatoires plus fines, qui
font apparaitre de (nouveaux ?) invariants des groupes
de réflexions (les deg(Dh)).
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@ On n’a pas ajouté de nouveaux « cas-par-cas » dans la
preuve ; mais on utilise les résultats du cas non ramifié
(I Redr(c))).

@ On obtient des formules combinatoires plus fines, qui
font apparaitre de (nouveaux ?) invariants des groupes
de réflexions (les deg(Dh)).

@ Peut-on aller plus loin (calcul de | FACT(c)|) ?
Probleme de complexité des formules. Peut-on voir la
formule de Chapoton comme une formule de
ramification de LL ?
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Conclusion, perspectives

@ On n’a pas ajouté de nouveaux « cas-par-cas » dans la
preuve ; mais on utilise les résultats du cas non ramifié
(I Redr(c))).

@ On obtient des formules combinatoires plus fines, qui
font apparaitre de (nouveaux ?) invariants des groupes
de réflexions (les deg(Dh)).

@ Peut-on aller plus loin (calcul de | FACT(c)|) ?
Probleme de complexité des formules. Peut-on voir la
formule de Chapoton comme une formule de
ramification de LL ?

@ Quid des groupes de réflexions virtuels ?
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réflexion
virtuel ?
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Revétement

@ Orbites d’Hurwitz des factorisations primitives d’un iR

factorisations

élément de Coxeter, J. Alg. 323 (2010), 1432-1453. dun élément
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@ Discriminants and Jacobians of virtual reflection Jacobien et
groups, preprint arXiv :1001.4470. CEEnNEL
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