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Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. On dit que W C GL(V')
est un groupe de réflexions s'il est engendré par des réflexions (r est une
réflexion si codimker(r — 1) = 1). Dans la suite, sauf mention du contraire,
on s’intéresse exclusivement au cas ou W est fini.

Les groupes de réflexions rationnels sont les groupes de Weyl, qui contro-
lent les algebres de Lie semi-simples complexes, les groupes réductifs finis, les
groupes finis de type de Lie, etc... En passant a k = R, on obtient quelques
groupes supplémentaires. Ces deux cas sont tres bien compris grace a la puis-
sance combinatoire des systémes de Cozeter. Le cas complexe est beaucoup
plus riche et moins bien compris, méme s’il existe une classification datant
de 1954, [13]; beaucoup d’indices suggerent que les groupes de réflexions
complexes pourraient intervenir comme «groupes de Weyl» de structures
généralisant les groupes réductifs.

De nombreuses applications intéressantes, notamment en théorie des re-
présentations, impliquent le groupe de tresses B(W) associé a W, que 1'on
définit comme suit : soit R l'’ensemble de toutes les réflexions de W et
A = {ker(r — 1)|r € R} l'arrangement de réflexion associé a W'; on pose
Vet =V o®C -y H®C, et

B(W) = m (VR /W).

Pour comprendre le cas réel, le point de départ est de considérer une
chambre C, c¢’est-a-dire une composante connexe de V' —J . 4 H. On montre
que l'ensemble S C R, formé des réflexions par rapport aux murs de C,
engendre W, et que 'on a une présentation de Coxeter

W ~ <S ‘ VSES,32:1 ) vs>tes’ét\$,'_'.):@;_'/'>groupe’



ol mg, est Pordre du produit st. Un théoreme classique de Brieskorn ([5])
établit que B(W) est isomorphe au groupe d’Artin-Tits associé a W, défini
par la présentation :
AW, S) := <S ’ Vs, t € S,sts.., =1st. ..>gmupe )
Mms,t Mmst
Deligne et Brieskorn-Saito, dans deux articles fondateurs [11, 6], ont étudié la
structure de B(W) et, notamment, résolu le probleme des mots et le probleme
de conjugaison. Deligne poursuit en démontrant que lespace Vi est un
K(m, 1), ce qui avait été conjecturé par Brieskorn. Pour tous ces résultats,
un point crucial est la compréhension du monoide d’Artin-Tits
AL (W, S) = <S } Vs, t € S,sts.., = tst...>m0n0.l.de )
ms,¢ ms,t

Une nouvelle approche, concurrente a la théorie de Coxeter, est apparue
ces dernieres années. Dans un article de 1998, [3], Birman-Ko-Lee proposent
une nouvelle présentation pour le groupe de tresses usuel a n brins (associé
a W = &,,). Leur construction a depuis été généralisée aux autres groupes
de Coxeter finis ([1, 4]), puis a certains groupes de Coxeter infinis (travaux
de Digne, Brady, Crisp, McCammond) et a certains groupes de réflexions
complexes finis ([2]). Dans chaque cas, il s’agit de construire un certain sous-
monoide M (W) C B(W) appelé monoide dual.

L’intérét de cette nouvelle approche est multiple :

— d’une part, elle fournit des outils combinatoires pour I’étude de cer-
tains groupes de réflexions complexes, ce qui permet d’aborder certaines
questions classiques (comme la conjecture K (7, 1) pour les arrange-
ments de réflexions complexes), ainsi que des problemes plus récents
issus de la théorie des représentations (programme Spetses et travaux
de Broué, Malle, Michel, Rouquier...);

— d’autre part, elle semble plus efficace que la théorie classique pour abor-
der certains groupes d’Artin associés a des groupes de Coxeter infinis
(travaux de Charney-Peifer, Brady, McCammond,...) ;

— enfin, certains aspects combinatoires du monoide dual suggerent des
liens tres forts avec différents objets apparus récemment dans d’autres
domaines des mathématiques : algebres a clusters (Fomin-Zelevinsky,
Chapoton), probabilités libres (Biane), etc.

Le monoide classique A, (W, S) et le monoide dual M (W) ont en commun
d’étre des monoides de Garside. Cette notion a été introduite a la fin des
années 1990 par Dehornoy et Paris, [10, 9], pour axiomatiser les propriétés
essentielles de A, (W, S) et généraliser les arguments utilisés par Deligne et
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Brieskorn-Saito. Parmi les axiomes que doit vérifier un monoide pour étre
de Garside, le plus important (et généralement le plus difficile & vérifier) est
une propriété de treillis (pour les ordres partiels de divisibilité a gauche et
a droite). Dans d’autres généralisations plus récentes (voir notamment les
travaux de Krammer, [12]), la notion de monoide de Garside est remplacée
par celle de catégorie de Garside.

Une structure de Garside permet de résoudre des problemes de méme na-
ture que ceux classiquement traités par la théorie de Coxeter. Ceci explique
I'intérét actuel pour les nouvelles constructions de structures de Garside as-
sociées aux groupes de réflexions.

Le projet de these vise a étudier certaines de ces nouvelles structures de
Garside, notamment dans de leurs aspects géométriques et combinatoires.

Voici un exemple de probleme, qui pourra servir de point de départ. Dans
le cas du monoide dual, I'essentiel de la structure se comprend a partir d’'un
ensemble partiellement ordonné

NCP(W)

dont les éléments sont appelés partitions non-croisées généralisées (la termi-
nologie provient du cas W = &,,, on NC'P(W) correspond effectivement aux
partitions non-croisées d'un n-gone régulier). Dans le cas ou W est un groupe
de Coxeter fini, Chapoton a mis en évidence dans [8] une formule générale
pour le nombre de chaines de longueur donnée dans NC'P(W). Cette for-
mule, qui fait intervenir les degrés des invariants fondamentaux de W, a été
établie au cas par cas, grace notamment a des calculs par ordinateur, et au-
cune explication théorique n’est connue. Une telle explication devrait passer
par une meilleure compréhension des aspects géométriques de la construction
du monoide dual et serait susceptible d’avoir des implications en théorie des
représentations.
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