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I. LES NOMBRES REELS

Ou l'on se demande qui sont les nombres avec lesquels on va travailler.

1. L’ensemble Q des nombres rationnels

Rappelons qu’on note N = {0,1,2,...} lensemble des entiers naturels (on n’entrera
pas ici dans les détails de sa construction). On rencontre un probléme des que ’on essaye de
soustraire des entiers : pour le résoudre, on ajoute a N de nouveauz éléments, représentés par
les symboles —n . On obtient ainsi 'ensemble Z = {0,1,—1,2,—2,...} des entiers relatifs
(positifs ou négatifs). On étend ensuite I’addition des entiers naturels & ce nouvel ensemble,

de la facon que vous connaissez bien.

On rencontre un nouveau probleme lorsque 1’on essaye de diviser des entiers relatifs :
pour le résoudre, on ajoute a Z de nouveauz éléments, appelés fractions, et représentés
par les symboles p/q (avec p, ¢ € Z et q#0), en convenant que deux de ces symboles,
p/q et p'/q’, sont égaux si et seulement si pg’ = p'q (en d’autres termes, on peut simplifier
numérateur et dénominateur par un diviseur commun). Il est possible sans trop de difficultés
de formaliser cette construction afin de la rendre rigoureuse. L’ensemble de toutes les
fractions (appelées nombres rationnels) est noté Q. De nouveau, on étend l'addition et
la multiplication a cet ensemble, de la facon usuelle. Muni de ces deux opérations, Q est
ce qu'on appelle un corps, c’est-a-dire que l'addition et la multiplication satisfont aux regles

de compatibilité que vous connaissez (cf. cours d’algebre) :

a+(b+c)=(a+b)+c a+0=a a+(—a)=0 at+tb=b+a
a(be) = (ab)e axl=a ax(l/a)=1 ab = ba
a(b+c¢)=ab+ ac .

L’élément 0 s’appelle 'élément unité (ou I’élément neutre) de I’addition, et 1 I’élément

unité de la multiplication.

C’est aussi un ensemble totalement ordonné, c’est-a-dire qu’il existe une relation < qui

vérifie :

Si a et b sont deux éléments, soit a <b, soit b<a;
si a<b et b<a
si a<b et b<c

, alors a=0b;

, alors a<ec.

2



Cette relation d’ordre fait de Q un corps ordonné, c’est-a-dire qu’elle est compatible

avec les opérations de corps, de la facon suivante :

Si a<b , alors a+c<b+c

St a<b et 0<c¢ alors ac < bc .

?

Il est bon de rappeler qu’il existe bien d’autres corps (et méme des corps ordonnés) que
Q (ne serait-ce que 'ensemble des nombres réels, décrit plus bas!). L'intérét de dégager des
propriétés de base comme celles ci-dessus est que toutes leurs conséquences seront valables
pour tous ces exemples, si exotiques soient-ils (a condition de n’utiliser gue les “axiomes”

ci-dessus).

L’ensemble Q est entierement satisfaisant pour toutes les opérations algébriques de
base : addition, soustraction, multiplication, division. En revanche, il se révele inadéquat
lorsqu’on essaye de résoudre une équation comme z? =2 (qui apparait naturellement
lorsqu’on considere 'hypothénuse d’'un triangle rectangle de cotés 1) : en effet, aucun
nombre rationnel ne vérifie cette égalité. Démontrons-le par 'absurde; soit donc = = p/q
un rationnel de carré 2 ; la regle de simplication des fractions montre que l'on peut toujours
supposer que p ou que ¢ est impair. Comme z? =2, on a p* = 2¢%, et p?, donc aussi p,
est pair. On écrit alors p = 2p’ (out p’ est encore entier) et on obtient 2p” = ¢*, de sorte

que ¢ est pair, ce qui contredit notre hypotheése que p ou ¢ est impair.

DESSIN

Il semble bien exister cependant un “nombre” dont le carré est 2 : apres tout, le graphe
de la fonction = — 2% — 2 coupe bien l'axe des x ! Intuitivement, la courbe (ainsi que I'axe
des z ) n’a pas de trou. Cependant, la démonstration précédente montre que la courbe passe
“a travers” l'axe des = rationnels sans le rencontrer. La construction des nombres réels vise
a remplir ces trous : en d’autres termes, avec quoi faut-il compléter 'ensemble des rationnels

pour obtenir un ensemble qui corresponde a notre idée intuitive de la droite?
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2. L’ensemble R des nombres réels

La démarche qui préside a la construction de R est entierement analogue a celle
suivie pour la construction de Z et de Q : l'ensemble de départ se révele insuffisant
lorsqu’on essaye d’effectuer certaines opérations. On lui adjoint donc de nouveaux éléments
en vue d’obtenir un ensemble plus gros dans lequel on peut effectuer ces opérations, tout en

conservant les propriétés de I’ensemble de départ.

La premiére idée qui vient & Uesprit, en regardant exemple de v/2 , est d’ajouter toutes

p/q
qui se comportent comme on s’y attend. Ce n’est en fait pas assez : on peut montrer (c’est

n

les racines niemes de tous les nombres rationnels, ¢’est-a-dire d’ajouter des symboles

plus difficile) qu’il existe des fonctions polynomes & coefficients entiers dont le graphe coupe
I'axe des x, mais qui n’ont cependant pas de racine qui s’exprime a l'aide des racines
niemes des rationnels. On notera qu’a chaque fois qu’on ajoute de nouveaux éléments,
il faut ajouter leur inverse, tous leurs multiples,... de fagon a toujours avoir un corps.
Une autre idée est d’introduire les nombres réels par leur développement décimal infini,
les rationnels correspondant aux développements finis ou périodiques a partir d’un certain
rang (exercice difficile : le démontrer). On prendra garde cependant au fait que certains
développements décimaux différents devraient représenter le méme nombre (comme 1,234
et 1,233999999...); il est d’autre part tres pénible de définir le produit de deux de ces

développements.

Nous allons plutot essayer ici de préciser la propriété qu’on aimerait que ’ensemble R
a construire possede, en partant de l’exemple de la fonction z + z? —2. Si 'on regarde
son graphe, on constate qu’il y a une partie “sous” l'axe des z (qui correspond aux
nombres de carré < 2), puis une partie au-dessus (qui correspond aux nombres de carré
> 2). Il est clair que le nombre /2 que l'on veut ajouter doit étre plus grand que tous les
éléments de I'ensemble des nombres de carré < 2. Mais il n’est pas le seul! En revanche,
il semble caractérisé comme étant le plus petit des nombres plus grands que tous les
éléments de I'ensemble des nombres de carré < 2. Pour simplifier cette phrase et faciliter

sa compréhension, il est pratique d’introduire un peu de terminologie.
3. Majorants, minorants, bornes supérieure et inférieure

Définition 3.1.— Soit X une partie non vide d’un ensemble totalement ordonné E ; on dit

que X est:

e majorée sl existe M € E tel que + < M pour tout élément x de X ; on dit alors

que M est un majorant de X ;

e minorée sl existe m € E tel que x > m pour tout élément x de X ; on dit alors

que m est un minorant de X ;

e bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemples 3.2. 1) Toute partie finie est majorée et minorée (c’est un bon exercice de

4



démontrer ce résultat, par exemple par récurrence sur le nombre d’éléments de la partie).

2) La partie Z de Q n’a ni majorant, ni minorant. L’ensemble N n’a pas de majorant,

mais est minoré par 0.

3) On suppose a < b. Tous les intervalles [a,b], |a,b[, [a,b] et ]a,b] de Q sont majorés (par
exemple par b) et minorés (par exemple par «a ), donc bornés. Montrons plus précisément

que pour chacun de ces quatre intervalles, 'ensemble des majorants est {M € Q | M > b}.

Démonstration. 11 y a deux choses a montrer : d’abord que tout nombre plus grand que
b majore l'intervalle I en question, puis que tout majorant de I est plus grand que b.
Le premier point est facile : pour tout M plus grand que b et tout r dans I, on a
a<r<b<M donc M > r, ce qui prouve que M majore I. Pour le second point, on prend
M un majorant de I. Raisonnons par l’absurde et supposons M < b ; comme (a + b)/2 est

dans I, on a

a+b <M.
2
de sorte que
b M+b
a<a+ <M i b .

Ceci prouve que M n’est pas plus grand que 'élément (M + b)/2 de I, ce qui contredit

le fait que M majore I. On a ainsi montré M >b. =

4) La partie X ={r € Q| r? <2} de Q est majorée par 2. Plus précisément, montrons
que ensemble de ses majorants est Y ={M e Q| M >0, M? > 2}.

De nouveau, il y a deux choses a montrer : d’abord que tout majorant de X est dans

Y, puis que tout élément de Y majore X.

Soit donc M un majorant de X. Raisonnons par ’absurde et supposons M? < 2.

Posons
2o
T TaM
de sorte que M2 +3Me =2, ¢ >0, et ¢ <2/3M<2/3<M (car 1 € X). On en déduit

2 =M?43Me > M? + 2Me + &% = (M +¢)?

de sorte que M 4 ¢ (qui est bien rationnel!) est dans X, mais est strictement plus grand que
M, ce qui contredit le fait que M est un majorant de X. On a donc montré par ’absurde
M2 >2:comme M>0,ona MEY.

Soient maintenant M un élément de Y et r un élément de X. Si r <0, on a bien
r<M.Sir>0,onar?<2<M? donc (M—r)(M+r)>0.Comme M+7r>0,onen

déduit M — r > 0. Dans tous les cas, on a bien M > r, ce qui prouve que M majore X. =

Sil’on regarde les exemples ci-dessus, on s’apercoit que dans certains cas (mais pas dans

tous), un des majorants est dans la partie. Dans ce cas, et avec les notations de la définition
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précédente, on dit que la partie a un plus grand élément (on définit de fagon analogue un
plus petit élément).

Les majorants et les minorants ne sont en général pas uniques; en revanche, un plus
grand (ou un plus petit) élément, sil existe, est unique.

Démonstration. Soient M et M’ des plus grands éléments d’une partie X ; il s’agit de
montrer qu’ils sont égaux. Comme M est dans X et que M’ majore X, ona M' > M ;

inversement, comme M’ est dans X et que M majore X, ona M > M’'. On a donc bien

M=M. =

On peut donc noter max(X) le plus grand élément de X (s'il existe!) et min(X) son

plus petit élément.

Exemples 3.3. 1) Toute partie finie non vide a un plus petit et un plus grand élément.

2) La partie Z de Q n’a ni plus petit, ni plus grand élément; 0 est le plus petit élément
de N.

3) On suppose a < b. On a max]a,b] = max|a,b] =b dans Q, mais il résulte de 'exemple
3.2.3) que [a,b] et ]a,b] n’ont pas de plus grand élément (aucun majorant n’est dans ces

intervalles).

4) La partie X ={re Q|r* <2} de Q n’a pas de plus grand élément (il résulte de

Iexemple 3.2.4) qu’aucun majorant de X n’est dans X).
On aura aussi besoin de la notion plus subtile suivante :

Définition 3.4.— Soit X wune partie non vide d’un ensemble totalement ordonné E ; on dit

que X a:

e une borne supérieure sl existe un plus petit majorant de X, ¢’est-a-dire si ['ensemble

des majorants est non vide et a un plus petit élément;

e une borne inférieure sl existe un plus grand minorant de X, ¢’est-a-dire si ['ensemble

des minorants est non vide et a un plus grand élément.

Pour que s soit la borne supérieure de X, il faut et il suffit que (démontrer en exercice
que les deux propriétés qui suivent équivalent bien a la définition) :
e pour tout x dans X, on ait = < s;

e pour tout élément a de E tel que a < s, il existe un élément = de X tel que z > a.

De la méme fagon, pour que le nombre s soit la borne inférieure de X, il faut et il

suffit que :
e pour tout x dans X, on ait x > s ;

)

e pour tout élément a de E tel que a > s, il existe un élément = de X tel que z < a.
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Insistons sur le fait que le plus grand élément de X, le max, s’il existe, est dans X et

que ce n’est pas nécessairement le cas pour la borne supérieure, le sup.

On remarquera que la borne supérieure (ou la borne inférieure), si elle existe, est unique,
puisque c’est le plus petit (ou le plus grand) élément d’un ensemble. On la note sup(X) (ou

inf(X) ).

Exemples 3.5. 1) Toute partie qui a un plus grand élément a une borne supérieure, et
ils sont égaux. Si une partie X a une borne supérieure, elle a un plus grand élément si et

seulement si cette borne supérieure est dans X.

2) Dans Q, pour chacun des intervalles [a,b], ]a,b[, [a,b] et ]a,b], la borne supérieure est

b, et la borne inférieure est a : cela résulte de 'exemple exI.3).
3) Le rationnel 0 est la borne inférieure de la partie X = {1/n |n € N,n # 0} de Q.

Démonstration. 1l est clair que 0 est un minorant. Soit a > 0 ; on peut écrire a = p/q, avec
p et g entiers strictement positifs. On a a > 1/2¢ et 1/2¢ € X, de sorte que a n’est pas
un minorant de X. On a prouvé qu’aucun nombre strictement positif n’était un minorant

et donc que 0 était le plus petit des minorants, c’est-a-dire la borne inférieure, de X. m

4) La partie X = {r € Q | r? < 2} de Q n’a pas de borne supérieure dans Q.

Démonstration. Démontrons-le par I’absurde en supposant qu’il existe une borne supérieure

s. Il découle de 'exemple 3.2.4) que s> > 2. Comme s est un rationnel et qu’aucun rationnel
s2—2
25 2

n’est de carré 2, on a s2 > 2. Posons ¢ = onac >0 et

(s—e) =5 —2se+e? > —25¢=2.

Comme ¢ < g < s, le rationnel s —¢c est dans '’ensemble Y des majorants de X
(déterminé dans l'exemple 3.2.4)), ce qui contredit le fait que s est le plus petit des
majorants. On a donc abouti a une contradiction, ce qui démontre que X n’a pas de borne

supérieure. m

4. Premieéres propriétés des nombres réels

On rappelle que notre idée directrice était de définir /2 comme étant la borne
supérieure de l'ensemble X de l'exemple 3.2.4). Encore faut-il que cette borne supérieure
existe! C’est justement cette propriété d’existence de la borne supérieure que l'on va
demander a l’ensemble R a construire de satisfaire. Cela remplit la premiere partie de
notre programme; la seconde, c’est-a-dire la construction effective des nombres réels, est,
quelle que soit la méthode employée, assez technique et fastidieuse. On ne la fera donc pas
ici. On peut démontrer (les lecteurs intéressés pourront trouver la démonstration dans la

plupart des ouvrages) le théoreme suivant :

Théoréme (propriété de la borne supérieure) 4.1.— Il existe un corps ordonné R
contenant Q comme sous-corps ordonné tel que toute partie non vide majorée de R admet

une borne supérieure.



On n’explicitera pas non plus le fait qu’il n'y a qu'un tel R (mais il est possible
de donner un sens précis a cette assertion, c’est ce qui va nous permettre de travailler

ensemble. .. ).

L’ensemble T des réels de carré < 2 est majoré par 3 (par exemple) car « > 3 entraine
2?2 > 9, donc z ¢ T ; il admet donc une borne supérieure ¢ dans R ; montrons que t? = 2.

Si t? < 2, le raisonnement utilisé dans ’exemple 3.2.4) montre que si on pose

2 —t2
E =
3t

>0,

alors t + ¢ est dans T (c’est encore un réel!), ce qui contredit le fait que ¢ majore T. Si

t? > 2, le raisonnement utilisé dans ’exemple 3.5.4) montre que si on pose

alors t — ¢ majore T, ce qui contredit le fait que ¢ est le plus petit des majorants. On a

donc t? = 2, et voila notre racine de 2!

A Taide de la propriété de la borne supérieure, on peut montrer d’autres propriétés de
R . En fait, tout le cours sera plus ou moins consacré a la description des propriétés de R
déduites des «axiomes ) de base (propriétés des corps ordonnés et propriété de la borne

supérieure).
Proposition 4.2.— Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Démonstration. Soit X une telle partie. On montre que —X est majorée, non vide; soit s

sa borne supérieure. On vérifie que —s est la borne inférieure de X. =

On en déduit que toute partie non vide bornée de R a une borne supérieure et une

borne inférieure.

Les deux propriétés suivantes semblent tres naturelles, mais sont en fait plus difficiles

a démontrer.

Théoreme (R est archimédien) 4.3.— Si a > 0 et b € R, il existe un entier n > 0 tel
que na >b.

En d’autres termes, méme si a est petit (mais strictement positif) et que b est grand,
un multiple suffisament grand de a sera plus grand que b. Ou encore, en y mettant le
temps, on peut toujours vider une baignoire avec une petite cuillere (I’histoire ne dit pas si

c’est & cause de la baignoire que le nom d’Archimede est associé a cette propriété).

Signalons qu’il existe des corps ordonnés dans lesquels cette propriété n’est pas vérifiée
(certains b sont plus grands que n’importe quels multiples de a); par conséquent ces corps

ne vérifient pas la propriété de la borne supérieure.
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Démonstration du théoréme. On raisonne par ’absurde, en supposant que la conclusion n’est
pas vérifée pour un couple a et b. La partie X ={ na|n € N,n#0 } de R est alors non
vide et majorée par b ; soit s sa borne supérieure. Alors s —a < s, donc s —a n’est pas
un majorant : il existe un entier m > 0 tel que ma > s — a. Mais alors (m + 1)a > s, ce

qui contredit le fait que s majore X. =

On pourra remarquer (exercice) que cet énoncé est équivalent au fait que 0 est la borne
inférieure de la partie {1/n | n € N,n # 0} de R. Il n’est cependant pas conséquence directe

de I’énoncé de 'exemple 3.5.3) (pourquoi?), qui lui ressemble beaucoup ...

Théoréme (Q est dense dans R) 4.4.— Si a <b, il existe un rationnel r tel que
a<r<b.

Démonstration. Comme b — a > 0 et que R est archimédien, il existe un entier ¢ > 0 tel que
g(b—a) > 1. On cherche le rationnel r sous la forme p/q ; 'encadrement cherché est alors
équivalent a ga < p < gb. Pour démontrer 'existence d’un tel entier, qui semble naturelle,
I'idée est de considérer le plus petit entier > ga. Encore faut-il d’'une part qu’il existe un
entier > ga, et d’autre part que tous les entiers ne soient pas supérieurs a ga. On utilise de
nouveau le fait que R est archimédien : il existe un entier k£ tel que k& > ga et un entier k'
tel que k' > —qa (c’est-a-dire —k' < ga ). L’ensemble X ={j € Z | -k’ < ga < j <k} est
alors fini et non vide (il contient & ); il a donc un plus petit élément p. On a alors p > qa
puisque p € X et p—1 < ga (puisque p — 1 est entier <k, mais qu’il n’est pas dans X
par définition de p), de sorte que p<ga+1<gb. =

On en déduit aussitot que tout intervalle ouvert non vide de R contient une infinité de
rationnels (si ce n’était pas le cas, il n’y aurait pas de rationnel entre I'infimum de Uintervalle
et le plus petit de ces rationnels).

5. La valeur absolue

Nous allons maintenant passer en revue les diverses propriétés de la valeur absolue.

Celle-ci est définie par
la| = a s a>0 , la| = —a s a<0.

Les propriétés suivantes ne font pas intervenir la propriété de la borne supérieure. Elles

sont donec valables dans tout corps ordonné.

la| >0
la] =0 = a=
la] <b = —-b<a<b
la] > b — a>b ou a<-b.
|ab| = |a] [b]
|a+ 8] < |af + [b]

| fal = 18] | < la+b] .
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Les cing premiéres se démontrent par inspection des cas. Montrons les deux dernieres.
On a soit |a+b] =a+b, auquel cas a < |a] et b < |b| entrainent a4+ b < |a|+ [b] (ici,
il faut utiliser un axiome des corps ordonnés!); soit |a +b| = —a —b, mais —a < |a| et
—b < |b] entrainent —a — b < |a| + |b|.

Enfin, |a| =|(a+b)+ (=b)| < |a+b|+|b|, dou |a|—|b| < |a+b|. De méme, on a
b < la+b|+|a|, dou —|a+b| <|a|—1|b| <|a+b. =
6. La droite numérique achevée R

Il est parfois commode dans la pratique d’ajouter encore deux éléments a R, notés
—oo et 4+o0o. On obtient ainsi un ensemble R = RU {—o0,+o0c} qui s’appelle la droite

numérique achevée.

Attention : cet ensemble n’est plus un corps ! Par exemple, I’addition de —oc et de +oo

n’est pas définie, ni le produit de +o0o0 par 0. On définit cependant :

(+00) + (+00) = 400 (—00) + (—o0) = —o0
(o0) — (~o0) = +oo  (~o0) — (+o0) = —oc
a+ (+o0) =+ a+(—o0)=—

a— (+o00) = —x a—(—o0) =4
a X (+o0) = +o00 ax(—o0)=—00 si a>0
a X (+o0) = —o0 ax (—o0) =400 si a<0

En revanche, la relation d’ordre total de R s’étend & R en posant —oo < a < 400
pour tout réel a. Les notions de plus grand et plus petit éléments, et de bornes supérieure
et inférieure, s’appliquent en particulier aux parties de R. Remarquons que +oo est un
majorant de toute partie non vide de R, et que c’est le seul si cette partie n’est pas majorée

dans R . Par conséquent
sup(X) = +o0 si X n’est pas majorée

et de méme

inf(X) = —o0 si X n’est pas minorée.

La propriété de la borne supérieure peut done s’énoncer ainsi : toute partie non vide de

R admet une borne supérieure et une borne inférieure (dans R).

On définit aussi les intervalles suivants (dits intervalles non bornés), qui sont des parties

de R :

[a,+oc[={z eR|a <z} la,+c[={z e R |a <z}
| —oc,al={zeR |z <da} | —oc,al={zeR |z <a}.

Par exemple, | — o0, 00 = R.
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EXERCICES
(7.1) Solent a, b, c et d deséléments d’un corps ordonné tels que a > b et ¢ > d. Montrerque a+c¢>b+d.

(7.2) Solent a, b, ¢ et d des éléments d’un corps ordonné tels que a > b >0 et ¢>d > 0. Montrer que
ac > bd .

(7.3) Soit a un élément non nul d'un corps ordonné. Montrer que a? > 0. Soient n un entier naturel non nul
et K un corps ordonné, dont on note 1k 1’élément unité de la multiplication. Montrer que nlk est non nul.

(7.4) Soient A, B et C trois parties non vides de R.

a) On suppose que A est majorée et que B est inclus dans A . Montrer que B est majorée et que
supB < supA.

b) On suppose que A N C est non vide et que A et C sont bornées. Montrer que A N C est bornée et que

sup(inf A, inf C) < inf(A N C) < sup(A N C) < inf(sup A,supC) .

c) On suppose que pour tout élément a de A et tout élément b de B, on a a <b. Montrer que
supA < infB.

d) On suppose que A et B sont bornées et on note A + B lapartie {a +b|a € A,;b € B} de R . Montrer
que A + B est bornée et que

inf(A +B) =infA + infB et sup(A +B) =supA +supB .

(7.5) Déterminer les bornes supérieure et inférieure des parties suivantes de R :

{1—%|n€N,n;ﬁ0} {1+(—:L)” |nEN,n;é0} {2n235|”€N}'

(7.6) Soit z un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un entier naturel strictement positif n tel que
1
=lrx<n.

n

(7.7) Montrer que les nombres suivants sont irrationnels : \/g7 ;\3/57 V2 + /3. La somme de deux nombres
irrationnels est-elle toujours irrationnelle ?

(7.8) Montrer que l’ensemble des nombres irrationnels est dense dans R : pour tous réels a < b, il existe un
nombre irrationnel z tel que a < x < b.

(7.9) Solent a et b des réels tels que, pour tout entier naturel non nul n, on ait a < b+ 1/n. Montrer que

(7.10) Soit a un réel. Montrer que sup{z € Q |z < a} =a.
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II. LES SUITES NUMERIQUES

8. Définition

Une suite est, intuitivement, une collection (infinie) de nombres, donnés dans un certain
ordre. La formulation correcte de cette idée est de définir une suite comme une fonction de
N dans un ensemble : cette fonction associe simplement a n le nieme terme de la suite.
Il est traditionnel d’abandonner la notation classique f:n— f(n) d’une fonction, et de
noter plutot (u,)nen, ou méme (uy), une suite dont le nieme terme est u, . Il n’est pas
absolument nécessaire en pratique de garder en téte ce formalisme de suite comme fonction.
Si la suite est une fonction de N dans R, c’est-a-dire si les termes de la suite sont des
nombres réels, on dira que la suite est numérigue. Comme nous ne considérerons ici que des
suites de ce type, nous dirons simplement suite au lieu de suite numérique : il sera toujours

sous-entendu que les termes de la suite sont réels.

Pour se faciliter la vie, on permet aussi aux suites de n’étre définies qu’a partir d’une
certaine valeur de n (on dit «pour n assez grand » ), sans que l'on le précise toujours de
facon explicite. Par exemple, la suite (1/n) n’est définie que pour n > 1. De toute facon,
les propriétés des suites qui nous intéressent ne dépendent la plupart du temps que de leurs
termes d’indice assez grand ; en d’autres termes, ces propriétés ne changent pas si l’on modifie

un nombre fini de termes de la suite.

Dans la pratique, la fonction f qui définit une suite s’exprime souvent a l'aide
de fonctions usuelles. On parle par exemple alors de la suite u, = 1/n, ou de la suite
un = n'/™ . Mais ce n'est pas toujours le cas (¢f. par exemple la suite dont le nieme terme

est le nieme chiffre de la représentation décimale de 7).

. , . . . ’ .
On peut aussi définir une suite par une relation de récurrence : on donne les premiers

termes de la suite et on exprime comment trouver les suivants en fonction des précédents.

Par exemple, wo=1 et u,4; = 3u, définit une suite numérique, vg =1, v; =1 et

Up42 = Un41 + Up aussi, mais wg =1, Wpy2 = Wpy1 — Wy, non (pourquoi?).

Exemples 8.1. 1) Vous connaissez bien les suites géométriques, de la forme (u,) = (ag™)

et arithmétiques, de la forme (u,) = (nr+a).

2) Si tous les termes de la suite sont identiques, on dit que la suite est constante. On dira
par exemple de la suite (1,2,3,4,5,5,5,5,5,...) qu'elle est constante a partir d’un certain

rang.

3) La suite dont les termes valent alternativement 1 et —1 peut se noter de facon compacte
((=1)™) (on rappelle que (—1)" vaut 1 lorsque n est pair, —1 lorsque n est impair). On

voit dans cet exemple (et encore mieux dans le précédent) qu’il est important de distinguer

12



entre une suite et 'ensemble de ses termes : d’une part 'ordre dans lequel on les numérote
est important, mais d’autre part certains termes peuvent étre répétés plusieurs, et méme

une infinité, de fois.

4) Les premiers termes de la suite u, = 1/n (définie pour n > 1) sont

(1;0,5;0,3333; 0,25; 0,2; 0,1666 ; 0,1428 ; 0,125 ;...) .

5) Les premiers termes de la suite u, = sin(n)/n (définie pour n > 1) sont
(0,8415 ; 0,4546 ; 0,0470 ; —0,7568 ; —0,0302 ; —0,0466 ; 0,039 ; 0,1237 ,...) .

Le centieme terme w199 vaut environ 0,0051 et le millieme terme 0,0008.

6) Les premiers termes de la suite u, = n'/" (définie pour n > 1) sont
(1:1,4142 ; 1,4422 : 1,4142 ; 1,3797 ; 1,3480 ; 1,3205 ; 1,2968 ;...) .
Le centieme terme vaut environ 1,0471 et le millieme terme 1,0069.

9. Convergence

Nous allons maintenant introduire une notion extrémement importante : celle de la
convergence d’une suite. Nous voulons formaliser l'idée intuitive que les termes d’une suite
s’approchent de plus en plus d’une certaine valeur (qui s’appellera la limite). Dans 'exemple
8.1.2) ci-dessus, les termes sont tous égaux a 5 apreés un certain rang : la limite sera 5.
Dans l'exemple 8.1.4), les termes s’approchent de plus en plus de 0 (sans jamais lui étre
égaux) : la limite sera 0. Dans I’exemple 8.1.6), les termes semblent s’approcher de plus en
plus de 1 ; il faut cependant regarder énormément de termes pour se rendre compte de ce
phénomene, qui n’est pas du tout évident sur les huit premiers termes. L’exemple 8.1.3) est
plus complexe : on aurait envie de dire que 1 est une limite, puisque le nieme terme vaut 1
pour n pair trés grand ; mais —1 a exactement la méme propriété! Un phénomene différent

se produit dans ce cas, que vous aurez peut-étre l'occasion d’étudier plus tard.

En francais, on dit qu’une suite tend (ou converge) vers une limite { si tous les termes
de la suite deviennent aussi proches que 'on veut de ¢ a partir d’un certain rang. Insistons

sur « tous les termes ) : c’est ce qui fait que la suite (—1)" ne converge pas.

(9.1) En termes mathématiques, la définition est la suivante : la suite (u,) converge vers {

s1, pour tout réel € > 0, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |u, —l| < ¢.
On remarquera que la condition |u, —f| <& qui apparait dans la définition est
équivalente aux inégalités ¢ — ¢ < u,, < { + €, qui sont parfois plus pratiques a utiliser.

Le nombre ¢ (cette notation est traditionnelle) est arbitraire; il faut y penser comme
un nombre tres petit : il correspond a l’expression «les termes de la suite deviennent
aussi proches que l'on veut » de la définition en francais. Si |u, — €| < 0,0001, wu, est

indubitablement proche de ¢ (sans devoir nécessairement lui étre égal). Cette inégalité doit
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étre vérifiée pour tous les termes u, avec n > N : c’est ce qui correspond a «a partir d'un
certain rang » . La forme la plus compacte de 1’énoncé de la convergence de la suite (uy,)

vers un réel £, avec des quantificateurs, est la suivante :

Ve>0 INeN VneN n>N = |u,—/{|<e.

DESSIN

Si cette définition vous parait mystérieuse, c’est normal. Les symboles mathématiques
permettent de donner un sens parfaitement précis a un énoncé, mais n’en facilitent pas pour
autant la compréhension au premier abord. Un facon agréable d’énoncer cette définition est
la suivante : une suite converge vers une limite £ si, pour tout intervalle ouvert contenant
U, seuls un nombre fini de termes de la suite ne sont pas dans cet intervalle. C’est un bon
exercice de vérifier que cette définition est équivalente a la définition précédente. Revenons
encore une fois a celle-ci, puisque c’est elle dont on se sert dans la pratique : on se donne ¢
(cela signifie que ¢ est arbitraire; on ne peut pas le modifier), il faut alors exhiber un entier
N a partir duquel tous les termes de la suite soient au plus a distance & de la limite. Cela

appelle deux remarques :

e il faut connaitre la limite a prior: pour pouvoir démontrer la convergence; on fait
pour cela appel a 'intuition, ou I'on calcule suffisamment de termes de la suite pour se faire

une idée de son comportement ;
e il faut en principe calculer N en fonction de €.

Nous verrons plus loin des théoremes sur les suites numériques qui permettent de
prouver leur convergence sans connaitre leur limite ¢ priori. Enfin, dans la pratique, on
ne démontre que rarement la convergence d’une suite a 1’aide de la définition, mais plutot
en utilisant des théoremes généraux qui permettent d’éviter de manipuler les ¢, comme les
méthodes de comparaison avec des suites dont on connait déja le comportement, que vous
avez déja utilisées.

Pourquoi alors prendre la peine d’essayer de comprendre cette définition, pourquoi méme

I’énoncer? La raison en est simple : le but de ce cours n’est pas tant de vous donner une
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liste de recettes dans laquelle vous puiserez pour résoudre des exercices spécialement concus
dans ce but, mais plutot de vous donner une idée de la facon dont une théorie mathématique

se construit.

En partant uniquement des propriétés de R énoncées dans le premier chapitre (comme
celle de la borne supérieure) et des définitions (introduites au fur et & mesure pour formaliser
des notions importantes), il s’agit de construire un édifice logique ou chaque théoreme est
obtenu a partir des précédents par une démonstration : cela s’applique notamment aux
« théoremes généraux » sur les limites mentionnés plus haut, qui seront démontrés a partir

de la définition de la convergence.

Suivant ce principe, nous allons maintenant démontrer la convergence (ou la non
convergence, que 'on appelle divergence) des suites des exemples précédents. Auparavant,

assurons-nous que la limite d’'une suite, si elle existe, est unique. On la notera lim u, ,
n—>r00

limy, 00 Up , ou plus simplement lim(uy,) .
Proposition 9.2.— Si une suite converge a la fois vers £ et £, ona (=10

Démonstration. On raisonne par 'absurde, en supposant ¢ # {'. La définition de la conver-
gence dit que les termes de la suite doivent étre arbitrairement proches de la limite a partir
d’un certain rang; comme aucun réel ne se trouve a distance < | — ¢'|/2 ala fois de £ et de
0", on prendra pour e la valeur [¢ —¢'|/2. On applique alors la définition de la convergence
d’une suite (u,) vers ¢ : il existe un entier N tel que |u, — (| < & pour tout n > N. De
méme, la convergence de la suite (u,) vers ¢’ entraine qu’il existe un entier N’ tel que
|un, —0'| <& pour tout n > N'. Pour n =N + N’ les deux inégalités sont vérifiées; elles
entrainent :

|€—£l| < |€— uN+N/| + |€/ — uN+N/| < 2e = |E—€/| .

On a donc obtenu une contradiction, ce qui démontre la proposition. m
Passons maintenant aux exemples.

Exemples 9.3. 1) La suite (1,2,3,4,5,5,5,5,5,...) converge vers 5. Plus généralement,

toute suite constante égale a un nombre a a partir d'un certain rang converge vers a.

Démonstration. Soit € un réel strictement positif. Par hypothese, il existe un entier N tel
que u, soit égala a pour n > N ;pour n >N, ,ona |u, —al| =0 < e. On a bien démontré

que la suite vérifie la définition d’une suite convergente vers a. m

2) La suite ((—1)") diverge. On remarquera que comme on ’a mentionné plus haut, il est
indispensable avec les outils a notre disposition de se faire une idée a prior: de la divergence
ou de la convergence d’une suite (et, dans ce dernier cas, de sa limite) avant de se lancer
dans une démonstration : ici, on a déja remarqué qu’une infinité de termes sont égaux a 1
(donc aussi proches de 1 que l'on veut!), mais qu’une infinité de termes sont égaux a —1

(donc stirement pas aussi proches de 1 que l'on veut!).
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Passons a la démonstration formelle; on raisonne par ’absurde, en supposant que la
suite ((—1)") converge vers une limite ¢. Appliquons la définition de la convergence vers
{, en prenant ¢ = 1. Pourquoi ¢ = 1 7 Parce que la définition de la convergence dit que les
termes de la suite (& partir d’un certain rang) doivent se trouver a distance moins que € de
la limite, ou encore que la limite doit se trouver a distance moins que ¢ des termes de la
suite. Or, dans notre cas, aucun réel ne se trouve a distance < 1 a la fois de 1 et de —1,
qui sont tous deux des valeurs d’une infinité de termes de la suite. D’ou notre choix; notons

que tout réel strictement positif plus petit que 1 ferait tout aussi bien 'affaire.

Il existe donc un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |(—1)" —¢| < 1. En prenant
n = 2N, on obtient |1 —¢| < 1. En prenant n =2N+ 1, on obtient | —1—/¢| < 1. On en
déduit
2=14L4+1—L<[14+L+1-1 <2,
ce qui est absurde. On a donc démontré que la suite ((—1)") ne convergeait vers aucune

limite ¢ : elle est divergente. m

Vous constaterez que la divergence est souvent plus délicate a démontrer que la

convergence !

3) La suite u, =1/n converge vers 0. Soit en effet ¢ un réel strictement positif. On
cherche & démontrer I'inégalité |u, —0| < e pour n «assez grand ». Comme u, =1/n,
cette inégalité équivaut a n > 1/e. On peut donc prendre pour N n’importe quel entier
> 1/e (et il en existe puisque R est archimédien!) : pour n > N, ona n >N > 1/c et

|un| < €. La suite converge donc bien vers 0. m

4) La suite u, =sin(n)/n converge vers 0. Cela peut se montrer comme dans l'exemple
précédent (exercice), en utilisant la majoration |sin(n)/n| <1/n.

1/n converge effectivement vers 1, conformément & notre intuition. Il est

5) La suite u, =n
plus sage d’attendre les fameux « théoremes généraux » déja mentionnés pour le démontrer.

Nous laisserons donc la démonstration en attente.

10. Suites extraites

L’idée est simple : une suite extraite d’une suite donnée (u,) est une suite obtenue
en sélectionnant ( « extrayant » ), dans 'ordre, un sous-ensemble infini de termes. On peut
formaliser cette notion un peu vague en disant qu'une suite (vg) est extraite de la suite

(up) si, pour tout k, il existe un entier ny tel que vy = uy, et
ng < np < - < ng < Nty <

Pour une définition vraiment rigoureuse, il faut revenir a la définition d’une suite (uy)
comme une fonction u : N — R associant a n le terme u, . La suite v : N — R sera dite
extrate de la suite (uy) s’il existe une fonction strictement croissante o : N — N telle que
v =uoo. Avec les notations précédentes, on a o(k) = ny . Il est important de remarquer

que, pour tout entier k, on a ny > k.
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Exemples 10.1. 1) La suite constante v, = 1 est extraite de la suite u, = (—1)" : en
effet, on a v, = uz, (la fonction o correspondante est donnée par o(k) = 2k ). De méme,

la suite constante (—1) est extraite de la suite ((—1)").

2) Les termes de la suite wu, =sin(nw/2) sont 0, 1, 0, —1,0, 1, 0, —1,... La suite
((=1)™) est extraite de cette suite puisque (—1)" = ugp41. De méme, les suites 0, 1, 0,
1,0,1,0,1,...e0,0,0,1,0,0,0,—-1,0,0,0,1,0,0,0, —1,... sont aussi

extraites de la suite (uy,).

3) En revanche, la suite dont les termes sont 1, 1/3, 1/2, 1/5, 1/4, 1/7, 1/6,... n’est

pas extraite de la suite (1/n) (on n’a pas extrait les termes « dans 'ordre » ).

4) De fagon générale, si (u,) est une suite quelconque et a et b des entiers naturels avec

a > 0, lasuite (ugpnts) est extraite de la suite (u,). C’est par exemple le cas pour les suites

(unts), (v2n), (uzn41) et (usn).
Théoréeme 10.2.— Toute suite extraite d une suite convergente converge vers la méme limate.

Démonstration. Soient (u,) une suite convergente et (vj) une suite extraite de (uy) (avec
Vg = Up, ). On se donne un e positif. Comme (u,) est convergente, on peut trouver un
entier N tel que |u, —f¢| <e.Si k>N, alors ny >k > N, de sorte que |u,, — ¢ <e¢,

c’est-a-dire |vr — (| < e. On a montré que la suite (vg) converge vers ¢. m

Le théoreme est souvent utilisé sous la forme suivante : si des suites extraites d’une suite

donnée convergent vers des limites différentes, cette suite diverge. On peut ainsi montrer

facilement que la suite ((—1)") diverge : la suite extraite ((—1)?") converge vers 1 et la

2n—|—1)

suite extraite ((—1) vers —1 ; il y a des suites extraites de limites différentes, de sorte

que la suite diverge.

Exemple 10.3. La suite (
0.

) est extraite de la suite (1/n). Elle converge donc vers
2n + 1

On trouvera en appendice a ce cours des résultats sur les suites extraites.

11. Premiers résultats

Montrons maintenant nos premiers résultats sur les suites convergentes, avant d’aborder

des exemples plus généraux.

On dira qu'une suite (uy,) est majorée, ou minorée, ou bornée, si la partie {u, | n € N}
de R a la méme propriété. Par exemple, pour que la suite soit bornée, il faut et il suffit
qu’il existe un réel M tel que que 'on ait |u,| < M pour tout entier n ou, ce qui revient

au méme, pour tout entier n assez grand.
Proposition 11.1.— Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. On applique la définition de la convergence d’une suite (u,) vers une limite
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¢ en prenant ¢ = 1 (toute autre valeur ferait aussi bien l'affaire) : il existe un entier N tel
que |up, — | <e =1 pour tout n > N. En particulier, on a |u,| < |u, — €]+ €| < 4] +1
pour tout n > N. Il s’ensuit que la suite (u,) est bornée par le plus grand élément de la
partie finie {ug,uy,...,un—1, ||+ 1} de R. =

La réciproque de la proposition est évidemment fausse : une suite peut étre bornée sans

étre convergente (comme le prouve l'exemple de la suite ((—1)")).

Proposition 11.2.— Soit (u,) une suite convergeant vers une limite strictement positive.

Les uy, sont strictement positifs pour n assez grand.

Démonstration. Soit £ la limite de la suite (uy). Le réel ¢ = £ étant strictement positif, il
existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait { — ¢ < u, <L+, dou u, >0, ce

qui montre la proposition. m

Il faut prendre garde que lorsqu’une suite converge vers 0 , on ne peut rien dire en général
du signe de ses termes. Par exemple, les suites (1/n), (—1/n) et (sin(n)/n) convergent

toutes vers 0, mais leurs termes ont des signes variés.

12. Encadrements et opérations algébriques sur les suites

Cette section est consacrée a la démonstration de ce que 'on a appelé plus haut les
« théoremes généraux » . Le but est d’obtenir suffisamment de ces résultats pour ne plus
jamais avoir & manipuler les ¢ pour démontrer la convergence d’une suite! On va notamment

démontrer la validité de certaines des recettes que vous avez appris a utiliser au lycée.

En termes savants, le premier de ces théoremes affirme que l'’ensemble des suites

convergentes est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites numériques.

Théoréeme 12.1.— Sotent (uy) et (ul)) des suites convergentes.
a) Pour tout réel a, la suite (auy) converge et lim(auy,) = alim(uy) .
b) La suite (u, + ul,) converge et lim(u, + ul,) = lim(uy) + lim(ul,) .
Démonstration. Démontrons a). On se donne un réel strictement positif ¢ ; comme la suite

(un) converge vers un réel [, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait

lun, — €| < a1 - Pour n >N, ona

=<
] + 1

jaw, — af| = la] Jun — ] < a

Ceci démontre que la suite (au,) converge vers al.

Démontrons b). On se donne un réel strictement positif ¢ ; comme la suite (u,) converge
vers (, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |u, — ¢| < £/2. De méme, si

¢ =lim(ul,), il existe un entier N’ tel que, pour tout n > N’ on ait |ul, — ¢'| < ¢/2. Pour
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n>N+N, ona
(un +ul) — L+ ) < |up— L]+ |ul, =] <e/24c/2=¢.

C’est exactement dire que la suite (u, + u;l) converge vers { + (. m

Exemple 12.2. On a démontré que la suite (1/n) converge vers 0. Le théoréme entraine
que la suite (3/n) converge aussi vers 0, que la suite (2 + 3/n) converge vers 2, mais que
la suite ((—1)" 4+ 2/n) diverge (pourquoi?). Plus généralement, il permet de montrer que

la somme d’une suite divergente et d’une suite convergente est divergente (exercice).

Passons maintenant au principe dit de « conservation des inégalités larges par passage

a la limite » .

Proposition 12.3.— Supposons données des suites convergentes (up) et (ul) vérifiant

un < ul, pour tout entier n assez grand. On a alors lim(u,) < lim(ul).

Démonstration. On raisonne par 'absurde, en supposant lim(u,) > lim(u! ). Le théoréme
12.1 entraine alors que la suite (u, — u},) a une limite strictement positive. Par la proposition

11.2, on a u, —ul, > 0 pour n assez grand, ce qui contredit 'hypothese. =

Pour appliquer la proposition, il est essentiel de savoir a priori que les deux suites
convergent : elle ne peut pas servir a démontrer la convergence d’une suite. D’autre part, le
résultat devient évidemment faux lorsque l'on remplace les inégalités larges par des inégalités
strictes dans sa conclusion : on a par exemple 0 < 1/n pour tout entier n non nul, mais la
suite constante (0) et la suite (1/n) convergent toutes deux vers 0! Les inégalités strictes

«ne passent pas a la limite » .

Exemple 12.4. Si les termes d’une suite convergente (u,) sont tous dans Uintervalle [a, b]
a partir d'un certain rang, lim(u, ) est aussi dans cet intervalle : on a a < u,, < b pour n
assez grand et il suffit d’appliquer la proposition d’une part a la suite constante (a) et a la
suite (u,), d’autre part a la suite (u,) et a la suite constante (b). De nouveau, le résultat

analogue avec des intervalles ouverts est faux!

Vous avez peut-étre déja rencontré la propriété suivante sous le nom de « théoreme des

gendarmes ) .

Théoreme 12.5.— Supposons données des suites (up), (ul) et (ull) vérifiant les inégalités

ul, <up <ull pour tout entier n. On suppose que les suites (ul,) et (ull) convergent vers

la méme limite £ ; alors la suite (uy) converge aussi vers (.

Démonstration. 11 faut vérifier la définition de la convergence de la suite (u,) vers ¢ ;
soit donc e un réel strictement positif. Il existe un entier N’ tel que { —e < u/, <l +¢
pour tout n > N’. De méme, il existe un entier N” tel que ¢ —¢e < u!! < {4+ ¢ pour tout
n > N” . Pour tout entier n > N' 4+ N" on a donc u/, >0 —¢ et ull <+ ¢, de sorte que

(—ce<ul, <u, <ull <l+e,cequi démontre la convergence de la suite (u,) vers (. m
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De nouveau, il suffit pour appliquer le théoreme d’avoir l'inégalité u!, < u,, < u!l pour
tout n assez grand. Au contraire de la proposition précédente, ce théoreme est tres utile

pour démontrer la convergence d’'une suite, comme le montre les exemples suivants.

Exemples 12.6. 1) Soit r un entier strictement positif fixé; pour tout entier n non nul,
ona 0<1/n" <1/n;onadéavuque les suites (1/n) et (0) convergent toutes deux vers

0. Le théoréme entraine que la suite (1/n"),>o converge vers 0.
2) Reprenons 'exemple de la suite (sin(n)/n). Pour tout n >0, on a

sin(n) < 1

S|

<
n

3

comme la suite (1/n) converge vers 0 (exemple 8.1.4), ainsi que la suite (—1/n) (th.
12.1.a), le théoreme entraine que la suite (sin(n)/n) converge aussi vers 0. Cette démarche

se généralise sous la forme suivante :

Corollaire 12.7.— Supposons données des suites (u,) et (ul,) vérifiant |u,| < |ul| pour

/

') converge vers 0, il en est de méme de la suite (u,).

tout entier n. St la suite (u

Démonstration. La suite (|ul,|) converge vers 0 : en effet, la définition de la convergence

/
1)

de la suite (ul) vers 0 est rigoureusement identique (c’est-a-dire rigoureuse et identique)
a celle de la convergence de la suite (|ul,|) vers 0. Pour tout entier n, on a les inégalités
—Jul| <up < ul|. Comme la suite (|ul,|) converge vers 0 ; il en est de méme de la suite
(—|ul,]) parle théoreme 12.1. On peut donc invoquer le corollaire pour conclure que la suite

(up) converge elle aussi vers 0. m

Corollaire 12.8.— Soit (uy) une suite qui converge vers une limite . La suite (|un|)

converge vers |{].

Démonstration. En effet, la suite (u, —{) converge vers 0 (th. 12.1); l'inégalité
‘ |un| — |€|‘ < |up — €] montre, en utilisant le corollaire précédent, notre assertion. m

Théoreme 12.9.— Soient (uy) et (ul,) des suites convergentes.

a) La suite (unul) converge et

lim(u,u),) = lim(uy,) lim(ul,) .

b) Si la limite de la suite (uy) est non nulle, la suite (1/uy) est définie pour n assez
grand, converge, et
1. 1
(L) = L
Up lim(uy,)
¢) Si la limite de la suite (u!)) est non nulle, la suite (u,/ul) est définie pour n assez
grand, converge, et
, lim(-
lim(u—7) = M .
u!, lim(u’,)
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Démonstration. Démontrons a). La suite (uy) étant convergente, elle est bornée par un réel

M (prop. 11.1). Posons £ = lim(u,) et ¢/ =lim(u!,) ; pour tout entier n, on a

lunpu!, — 0| = |upul, — upl' + up l' — 00|
<upu!, — unl'| + |unl — 00
= Junl [u, — €] + un — €€
< Mluy, = 0 + |un — €] |£] .

Or la suite (|Ju, —{|) converge vers 0 (cor. 12.8), donc aussi la suite (|¢'| |u, —£])
(th. 12.1). Un raisonnement analogue montre que la suite (M]|u!, — ¢'|) converge vers 0.
La somme de ces deux suites converge donc encore vers 0 (th. 12.1). Il ne reste plus qu’a
appliquer le corollaire 12.7 pour en déduire que la suite (unu!, — ') converge vers 0 donc

(th. 12.1) que la suite (unul) converge vers £¢'.

Démontrons b). On suppose donc ¢ non nul; la suite (|u,| —|(/2|) converge vers |¢|/2
(cor. 12.8 et th. 12.1), qui est strictement positif. Par la proposition 11.2, les termes de cette
suite sont strictement positifs pour n assez grand, de sorte que |u,| > [¢/2| pour n assez

grand ; en particulier, u,, n’est pas nul. Toujours pour n assez grand, on a

< |0 — up|
€22

1 1‘_‘E—un

u, L unl

Up

Comme la suite (|0 — u,|) converge vers 0 (cor. 12.8), il en est de méme pour la suite

2 1 1
<—|£|2 |0 — un|) (th. 12.1). Le corollaire 12.7 entraine alors que la suite (— — Z) tend vers
Un

0, c’est-a-dire que la suite (1/u,) converge vers 1/¢.
Pour démontrer c), il suffit de remarquer que u,/u!, est le produit de w,, par 1/ul, et
d’appliquer les points a) et b) déja montrés a ces deux suites. m
E les 12.10. 1) La suite (——
xemples 12.10. a suite
P n?+1

12.9 directement, puisque ni le numérateur, ni le dénominateur ne convergent. L’astuce est

) tend vers 0. On ne peut pas appliquer le théoreme

de remarquer que

1 3
n=3 o w
2 o 1
n®+1 14—

n

(on a divisé numérateur et dénominateur par n?). La suite (1/n) tend vers 0 (exemple
8.1.4); il en est de méme de la suite (3/n?) par l'exemple 12.6, donc aussi de la suite
(1/n — 3/n?) par le théoréme 12.1.b). On démontre de la méme fagon que la suite (1 + 1/n?)
tend vers 1. On peut maintenant appliquer le théoreme 12.1.b) : la suite quotient tend vers
0/1=0.

2n3 — 3n

2) La suite ( 3 - 1) tend vers 2. Pour la méme raison, on ne peut pas appliquer
nd—n

le théoréeme 12.9 directement. On utilise la méme astuce : en divisant numérateur et
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dénominateur par n?, on obtient
3
9_ 2
2n® — 3n _ n2
nd—n+1 1 1

1—54—5

Les mémes arguments montrent que le numérateur tend vers 2 —0 =2 et le dénomi-

nateur vers 1 — 0+ 0 = 1. Le quotient tend donc vers 2/1 =2 par le théoréme 12.9.b).

3) Ces exemples se généralisent aussitot a la situation suivante : si P et Q sont des
polynomes et que le degré de P est inférieur a celui de Q, la suite (P(n)/Q(n)) tend
vers 0 si le degré de P est strictement inférieur a celui de Q. et vers le quotient des

coefficients dominants de P et de Q si les degrés sont les mémes.

13. Convergence dans R

Il est tres commode dans la pratique de d’étendre la définition de la limite d’une suite
convergente a des limites dans la droite numérique achevée R. On veut donc définir la
notion de suite « convergeant vers l'infini » ; il suffit pour cela de copier la définition de
la convergence vers un réel (fini), en remplacant «arbitrairement proche de +oo » par

(arbitrairement grand » .

On dit donc qu’une suite tend (ou converge) vers 4+oo si tous les termes de la suite

deviennent aussi grands que l'on veut a partir d’un certain rang.

13.1) En termes mathématiques, cela donne : la suite (u,) converge vers oo si, pour
q ) q y D

tout réel M, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait u, > M.

On a une définition analogue pour les suites convergeant vers —oo : la suite (up)
converge vers —oo si, pour tout réel M, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on
art u, < M.

Il faut tout de suite remarquer une certaine ambiguité dans les définitions : celles-
ci forcent a appeler «divergente ) une suite « convergeant vers +oc ». Cela peut parfois
préter a confusion; si ¢’est le cas, on dira qu’une suite converge vers une limite finie si elle

converge dans R, et qu’elle converge dans R si elle converge soit dans R, soit vers 4oo.

Remarques 13.2. (& démontrer en exercice) 1) Si une suite (u,) tend vers +oo, alors

la suite (|un|) tend vers +oo ; la réciproque est fausse (considérer par exemple la suite
((=2)") ; cf. (14.2)).
2) Une suite convergeant vers 4oo n’est pas majorée (la réciproque étant évidemment

fausse : penser a la suite (n(l 4 (—1)"), dont le terme n vaut 2n si n est pair, 0 sinon),

mais est minorée.

3) Comme dans le cas des limites finies, il y a unicité de la limite dans R. De plus, toute
suite extraite d’une suite convergeant dans R converge vers la méme limite.

!

4) Soient (u,) une suite convergeant vers +oo et (ul) une suite vérifiant w, < u] pour

tout entier n assez grand. On a alors lim(u},) = +oc.
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Exemples 13.3. 1) Montrons que la suite (n) tend vers +oo. Soit M un réel quelconque;;
comme R est archimédien, il existe un entier N strictement supérieur a M. Pour tout entier

n >N, ona alors u, =n >N > M, ce qui démontre que la suite (n) tend vers +oo.

2) La suite (n 4 (—1)") tend vers +oo car, pour tout entier n,ona n+ (=1)" >n—1 et

la suite (n — 1), extraite de (n), tend vers +oc.

3) Soit r un entier strictement positif fixé; pour tout entier n, on a n <n”. La suite (n)

tend vers +oo, donc aussi la suite (n").

De nouveau, il est rare dans la pratique que 'on démontre qu'une suite tend vers 'infini
en utilisant la définition; il est beaucoup plus courant de se référer aux théoremes généraux

ci-dessous.

Théoréeme 13.4.— Soit (u,) une suite convergeant vers +oc.

a) Pour tout réel a non nul, la suite (auy) converge vers +oo st a >0, vers —oo st
a<0.

b) Si (ul,) est une suite convergeant vers une limite finie ou vers +oo, la suite

(up + ul) converge vers +oo.

Démonstration. Pour montrer a), nous ne traiterons que le cas a > 0, le cas a < 0 étant
similaire. On se donne un réel M ; comme la suite (u,) tend vers +oo, il existe un entier
N tel que u, > M/a pour tout n > N. Comme a > 0, on a alors au, > aM/a =M pour

n > N, ce qui démontre que lim(au, )= +oc.

Montrons b) ; comme la suite (u/,) est minorée, il existe un réel m tel que ul, > m pour
tout entier n . Soit maintenant M un réel; comme la suite (u,) tend vers +oo, il existe un
entier N tel que u, > M —m pour tout n > N. On a alors u, +ul, > (M —m)+m=M

pour n > N, ce qui démontre que lim(u, +ul) =+0c0. =

Théoreme 13.5.— Soient (u,) et (ul) des suites convergentes dans R.
a) St lim(uy) >0 et lim(u!,) = 400, la suite (upul)) converge vers +oc.

b) Si lim(u!)) = oo, la suite (1/ul)) est définie pour tout n assez grand et converge

vers 0.

c) St ul, eststrictement positif pour tout n assez grand et que la suite (u),) converge

vers 0, la suite (1/ul,) converge vers +oc.

!

') vers +oo

Démonstration. Montrons a). La définition de la convergence de la suite (u

appliquée avec M = 0 montre que u!, est positif pour tout n assez grand.

Posons ¢ = lim(uy). Si € est fini, la suite (u, —{/2) converge vers le réel strictement
positif £/2. Par la proposition 11.2, on a u, —£/2 >0 pour tout n assez grand, d’ou
unul, > lu!, /2. Le théoreme 13.4.a) entraine que la suite (ful,/2) tend vers +oo, donc

aussi la suite (unul,).
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Si £ =400, o0na u, >1 pour tout n assez grand, d’ott unu!, > ul, . La suite (unul,)

tend donc vers +oo.

Montrons b); soit ¢ un réel strictement positif; comme la suite (|ul,|) tend vers +oo,
il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |u/| > 1/e. En particulier, la suite
(1/ul)) est bien définie pour n assez grand. Pour tout n >N, on a |1/ul,| < e, ce qui
démontre que la suite (1/ul) tend vers 0.

Montrons c¢); soit M un réel. Le réel ¢ = 1/(|M]| + 1) est strictement positif; comme

/

la suite (u!,

) tend vers 0, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait u! <.
Comme u!, > 0, on aalors 1/u/, > 1/e > M pour tout n > N, ce qui démontre que la suite

(1/ul,) tend vers +oo. m

—5n?4+2n—1T

n—1
théoreme 13.5 directement, puisque le numérateur et le dénominateur convergent tous deux

Exemples 13.6. 1) La suite ( ) tend vers —oo. On ne peut pas appliquer le

vers 'infini. On remarque que

—b5n? 4+ 2n -7 5—%—|-l2
n—1 _1
Le numérateur de la fraction tend vers 5 et son dénominateur vers 1 ; celle-ci tend

donc vers 5 (th. 12.9.b) et on peut appliquer les théorémes 13.5.a) et 13.4.a) : son produit

avec les suites (n) et (—1) tend vers —oc.

2) Cet exemple se généralise a la situation suivante : si P et () sont des polynomes et que
le degré de P est strictement supérieur a celui de Q, la suite (P(n)/Q(n)) tend vers 4oo

si les coefficients dominants de P et de () sont de méme signe, vers —oc sinon.

14. Quelques exemples de suites

Le but de cette section est d’étudier un certain nombre de suites « standard » dont on va
déterminer la convergence ou la divergence. On obtiendra en quelque sorte ainsi un catalogue

auquel on pourra se référer pour comparer la plupart des suites que ’on rencontrera.

(14.1) La suite (n"), r€ Q. Si r =p/q, avec ¢ >0, et que x est un réel positif, on
désigne par z” l'unique réel positif dont la puissance gieéme est z? (un tel nombre existe :
c’est la borne supérieure de la partie non vide majorée {y € R |y? < 2z} de R, voir le
chapitre III). On étendra plus tard cette notation au cas ot r est un réel quelconque; les
résultats ci-dessous restent encore valables dans ce cadre plus général. Les seules propriétés

de la fonction z — z" dont nous nous servirons sont :

si z<y et r>0 , <y

elles sont faciles a démontrer a partir de la définition. Montrons :

lim, 400" = 4o si r>0
= 0 si r<0
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(ces résultats ont déja été montrés en 12.6 et 13.3.3) lorsque r est entier; au fait que se

passe-t-il si r =0 7).

Démonstration. Supposons r > 0 ; soit M un réel quelconque. 1l existe un entier N > |M|1/r ;

comme 7 > 0, on a pour n > N
n” >N > (M) = M| >M,

ce qui montre le résultat. Lorsque r < 0, il suffit de remarquer que n” = (n=")"! =1/n""

et d’appliquer le théoréme 13.5.b). =

(14.2) La suite (a"), a € R. Clest la suite géométrique que vous connaissez bien.

Montrons
lim, 400 a” = 0 si Ja| <1
= 1 si a=1
= 4oo si oa>1
n’existe pas sioa<-—1.

Démonstration. Montrons tout d’abord un résultat intermédiaire.
Lemme 14.3.— Soitent © un réel > —1 et n un entier. On a (1 +2)" > 1+ nzx.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n : pour n = 0, le lemme se réduita 1 > 1,
qui est vrai. Supposons U'inégalité (1 + x)™ > 1 + na vérifiée; comme 1+ x est positif, on

peut multiplier les deux membres par 1+ z. On obtient
(1—|—;17)"+1 =(1+2)"(14z)>1+nz)(l+z) = 1—|—(n—|—1)x—|—n:172 >14(n+ 1z,

ce qui est exactement la propriété que ’on voulait démontrer a I’ordre n + 1. On peut aussi

démontrer le lemme en employant la formule du binéme (¢f. (14.5)). =

Supposons d’abord a > 1 ; le lemme donne, pour tout entier n
a"=(1l+a—-1)">14n(a—-1).

Comme a —1 >0, le théoréeme 13.4.a) entraine que la suite (1 + n(a —1)) tend vers
+00, et il en est de méme de la suite (a").

"= |a|” = ~7tryw ; comme 1/|al > 1,

(/a0

la suite ((1/|a|)™) tend vers +oo par le cas déja traité. Le théoréme 13.5.b) entraine que

Lorsque |a| <1 et a # 0, on remarque que |a la

la suite (]a™|) tend vers 0, donc aussi la suite (a™).

Les cas a =0 et a=1 sont évidents. Le cas a = —1 a été traité en 9.3.2). Reste
le cas o a < —1; montrons que la suite (a") diverge dans ce cas : la suite extraite
(a®™) = ((aQ)"> converge vers +o0o puisque a® > 1 par le cas déja traité en (4.2), tandis
que la suite extraite (a?"*!) = (a(aQ)") converge vers —oo ; il y a des suites extraites de

limites différentes, de sorte que la suite diverge. m
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(14.4) La suite (a"/n?), a€ R, a>1, p entier positif. Montrons que la suite (a_p)
n
tend vers +o0.

Démonstration. On peut employer la formule du binéme
(14.5) (1+2) Z Ck gk

dont on trouvera une démonstration dans ’exercice 17.8 (on rappelle que

& nn—1)---(n—k+1
ck _nln=1)d )

Posons b = a'/? > 1; cette formule entraine
P =(14+b—1)" Zc’f > 2b-1) =

puisque b —1 > 0. Ainsi
b _ (n—1)
— 2
n

ce qui montre que le membre de gauche tend vers 400 puisque b > 1. On peut écrire
a™ pn p
s

. . ) a
ce qui entraine que la suite (—p) tend vers +00. =
n

(b—1)*

(14.6) La suite (a'/"), a € R, a > 0. Montrons

lim o'/ = 1.
n—+ o0
Démonstration. Supposons d’abord a > 1 et définissons une suite (u,) en posant
un=a’/"—1.0na (1+up)” =a et uy, > 0; le lemme 14.3 entraine donc a > 1 + nu,, ,
de sorte que 0 < wu, < (a—1)/n. Comme la suite ((a —1)/n) tend vers 0, le théoreme
12.5 permet de conclure que la suite (u,) tend vers 0, donc que la suite (a'/") tend vers

1 (th. 12.1.b)).

Si 0 <a<1,on remarque que a'/" = W ; comme 1/a > 1, la suite ((1/a)'/™)

tend vers 1 par le cas déja traité. Le théoreme 12.9.b) entraine que la suite (al/") tend

aussivers 1. m
(14.7) La suite (n'/"). C’est le dernier des exemples du début de ce chapitre. Montrons
lim n'/™ = 1.
n—-+oo
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Démonstration. Définissons une suite (u,) en posant nt/" =1+ u,.Ona (I+up)"=n
et u, > 0 ;la formule du binome (¢f. (14.5)) entraine
. -1 —1
n= Z Cruf > 1+ nu, + %ui > %ui
k=0
pour n > 2. On en déduit 0 < u, < +/2/(n — 1), ce qui prouve que la suite (u,) tend vers

0, donc que la suite (n'/") tend vers 1. wm

(14.8) La suite (a"/n!), a € R. Montrons

lim a"/n! = 0.
n—+4oco

Démonstration. Soit N un entier > |a| ; pour tout n > N, on a

N fois n—N fois

—_—~— —_—~— N
0< || lal--lal ja] - - |a la[” |a]
ST T 2 N NF (N +2) - - N

Comme la suite (|a|/n) tend vers 0, le corollaire 2.7 permet de conclure que la suite a™/n!

tend vers 0. =

15. Suites monotones et suites adjacentes

On va obtenir dans cette section nos premiers résultats qui permettront de conclure a

la convergence d’une suite sans connaitre a prior: sa limite, ni méme sans la déterminer.

On dira qu'une suite (u,) est croissante si Up41 > u, pour tout n, décroissante
s Upy1 < u, pour tout n. Une suite est dite monotone si elle est soit croissante, soit

décroissante.

Exemples 15.1. 1) Soit r un rationnel; la suite (n") étudiée en (14.1) est croissante pour

r > 0, décroissante pour r < 0.

2) Soit a un réel fixé; pour a > 0, la suite (a”/n!) étudiée en (14.8) est décroissante «a
partir d'un certain rang » (plus précisément, pour n > a). Elle n’est pas monotone pour
a<0.

On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 15.2.— Toute suite monotone converge dans R. Une suite croissante converge
vers la borne supérieure de l'ensemble de ses termes; pour que sa limite soit finte, il faut et
il suffit que la suite soit majorée. Une suite décroissante converge vers la borne inférieure
de l'ensemble de ses termes; pour que sa limite soit finve, il faut et il suffit que la suite sout

minorée.

Démonstration. Soit (u,) une suite croissante. Par la proposition 11.1, ’ensemble des termes
de cette suite admet une borne supérieure £ dans R . Montrons que (u,) converge vers (.

On distingue deux cas.
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Premier cas : ¢ est finie. Soit ¢ un réel strictement positif; comme ¢ = sup {u,, | n € N},
il existe un entier N tel que uy > ¢ — e. Pour tout n > N, on a d’une part u, > uy > —¢
puisque la suite (u,) est croissante, d’autre part u, < ¢ puisque ¢ majore 'ensemble des
termes de la suite. On en conclut |u, — ¢| < ¢, ce qui démontre que la suite (u,) tend vers

L.

Deuxieéme cas : { = +oo. Soit M un réel; comme sup {u, | n € N} = 400, il existe un
entier N tel que uxy > M. Pour tout n > N, on a u,, > ux > M puisque la suite (u,) est

croissante, ce qui démontre que la suite (u,) tend vers +oo.

Si la suite (u,) est décroissante, la suite (—u,) est croissante. Elle converge donc vers
la borne supérieure de {—u, | n € N}, qui n’est autre que —inf {u, | n € N} (¢f. 1.2). La

suite (u,) converge donc vers la borne inférieure de ’ensemble de ses termes.

Exemples 15.3. 1) Développements décimaux : soit (k,) une suite d’entiers, avec kj,

compris entre 0 et 9 pour n > 1. Considérons la suite (u,) des développements décimaux

ko ; ko, ki ; ko,kiksa ; ... 5 ko,kike - kn ; ..., cest-a-dire

k1 ko kn,
Up = o+ = b
u TR AT

La suite (uy) est clairement croissante; d’autre part, on a pour tout n

up < ko + 2 + 2 + + 0
tn = F0T 70 T 102 107
_ In—l—l
On vérifie facilement l'identité 1+ a2 +--- 4+ 2™ = 5 valable pour tout réel
—z
x # 1. Si on l'applique avec = = 1/10, on obtient
1— (1/10)"""1 1
Up <kg—94+9 ko—94+9——— =%k 1,
e T i TR A S B VT

ce qui montre que la suite (u,) est majorée, donc, par le théoréme, convergente. Sa limite
est un nombre réel < kg + 1 dont le développement décimal infini est donné par la suite

(kr). On peut montrer inversement que tout réel a un développement de ce type.

1 1 1 1
2) La suite de terme général u, = ol + 7 + a0 44 — est visiblement croissante. On a
n! > 2771 pour n > 1, de sorte que
1 1
Up < 1T4+14 =+
up <1+4+1+ 5 + + o1
1—(1/2)"
1 M <3,

1-1/2

de sorte que la suite (u,), croissante et majorée, converge vers une limite < 3. Cette limite
joue un role important en mathématique : ¢’est le nombre qui est la « base » des logarithmes

népériens; on la note e.
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(15.4) On se donne maintenant des suites (u,) et (ul,) vérifiant les propriétés suivantes :

a) la suite (u,) est croissante et la suite (u!,) décroissante;
b) la suite (u!, —uy) tend vers 0 ;

de telles suites sont dites adjacentes.
Proposition 15.5.— Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration. L’hypothese a) de la définition (15.4) entraine que la suite (u), — u,) est
décroissante ; sa limite étant 0, le théoreme 15.2 entraine que 0 est la borne inférieure de
I’ensemble de ses termes. Ceux-ci sont en particuliers positifs : pour tout n,on a u, <u/, .
Comme la suite (u!,) est décroissante, on a u!, < u(, de sorte que la suite (u,), croissante,

est majorée par uy : elle converge vers une limite finie ¢ par le théoreme 15.2. On montre de

/

facon analogue que la suite décroissante (u!,) est minorée par ug ; le théoreme 15.2 entraine

qu’elle converge vers une limite finie ¢'. La condition b) de (15.4) entraine ¢ =/¢'. =

= 1 1
Exemple 15.6. On vérifie (cf. exerc. 17.18) que les suites u, = Z i et ul, =u,+ =
! n!
k=0
sont adjacentes (seule la décroissance de (ul,) demande un petit calcul). Elles convergent

donc vers la méme limite, que 'on a déja notée e.

16. Suites de Cauchy

(16.1) On en vient maintenant & un concept extrémement important du point de vue
théorique : une suite (u,) est dite de Cauchy si, pour tout réel strictement positif e, il existe

un entier N tel que, pour tous entiers m et n plus grands que N, on ait |u, —u,| <e¢.

Cette définition ressemble beaucoup a celle d’une suite convergente : la grande différence
est que 'on n’y mentionne pas de limite! Le résultat suivant fait de cette notion un nouveau

moyen de montrer la convergence d’une suite sans connaitre sa limite a prior.

Théoréeme 16.2.— Pour qu’une suite numérique soit convergente vers une limite finie, il

faut et il suffit que ce soit une suite de Cauchy.

Attention! Le théoreme 16.2 serait faux si on était resté dans le corps Q des nombres
rationnels : il existe des suites de Cauchy dont tous les termes sont rationnels et qui ne

convergent vers aucun nombre rationnel. C’est le cas par exemple pour la suite définie par

1 )
uo=1, tupy1 =1+ — (exercice).

Démonstration du théoréme. 1l s’agit de montrer d'une part que toute suite convergente est

de Cauchy, d’autre part que toute suite de Cauchy est convergente.

Soient donc (uy) une suite convergeant vers un réel ¢ et ¢ un réel strictement positif.

Il existe un entier N tel que, pour tout entier n > N, on ait |u, —¢| < ¢/2. Pour tous
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entiers m et n plus grands que N, on a donc |uy, — €] <&/2 et |u, — ] < /2, de sorte
que
|um _un| S |um _£| + |€—un| < 5/2—|—€/2 =&,

ce qui montre que (u,) est une suite de Cauchy.

Soit maintenant (u,) une suite de Cauchy; il s’agit de montrer qu’elle est convergente.
Montrons d’abord qu’elle est bornée. On procede comme pour montrer que les suites
convergentes sont bornées. On choisit un ¢ totalement arbitraire, par exemple ¢ =1.
Il existe un entier N tel que, pour tous entiers m et n plus grands que N, on ait

|um — un| < 1;en particulier |u, —un| <1 pour m > N. Donec, toujours pour m > N,
un — 1 <u, <un +1

et max{ug,...,un,un + 1} est un majorant de wu, (on écrit facilement un minorant,

exercice). En particulier, on peut définir des suites par

v, = inf {u;,} et wy, = sup {um} -
Elles encadrent (u,) puisqu’évidemment v, < u, < w, et la suite (v,,) est croissante,
tandis que (w,) est décroissante. Montrons qu’elles sont adjacentes : la propriété de Cauchy
nous assure que, pour tout € > 0, il existe un entier N’ tel que, pour tous entiers m et n

plus grands que N’ on ait |u, —u,| <&/3, soit encore
Up — )3 < Upm < un+¢/3.

Le réel u, —¢/3 est ainsi un minorant de l'ensemble {u,, | m > n}, donc est plus
petit que sa borne inférieure v, . De méme, le réel u, 4+ ¢/3 est un majorant de ’ensemble

{tm | m > n}, donc est plus grand que sa borne supérieure w, . On a donc

up —¢/3 <v, <w, <u,+¢e/3,
pour tout n >N, dou 0<w,—v, < (up+¢/3)—(up, —¢/3) =2¢/3 <e. On a ainsi
montré que la suite (w, —v,) tend vers 0. Les suites (v,) et (w,) sont adjacentes, donc

convergent vers la méme limite (prop. 15.5), donc aussi la suite (uy) (th. 12.5). =

Exemple 16.3. Pour tout réel = tel que |z| <1, la suite (up)n>o définie par

2 n .
Up = + 5 + -+ + “ est de Cauchy; en effet, on a pour tous entiers m > n

In—l—l :cn—l—Z me
|um—un|—‘n+1 +n+2+”.+ﬁ
<" 2| 4 A 2T
— |r|n+1<1 B |x|m—n> < |x|n—|—1 ‘
1—|z| 1—|z|
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n+41
Soit & > 0 ; comme la suite ( |f|_|x| ) tend vers 0 (cf. (14.2)), il existe un entier N tel
|z|"*
1—lz]

prouve que (u,) est une suite de Cauchy, donc qu’elle converge (on verra plus tard que sa

que, pour tout n > N, on ait < e.Pour m >n >N, onaalors |u, —u,| <e; ceci

limite est —log(l — z)).

EXERCICES

(17.1) Montrer par des exemples que les « définitions ) suivantes de la convergence d’une suite sont incorrectes :

a)
INEN Ve>0 Vn>N lup — €| < &5

b)
YNeEN Je>0 Vn>N |lup — €] < e .

(17.2) Déterminer les limites des suites suivantes (si elles existent) :
a) up =vVnZ+4+1—n;

b) up =vVn?2+n—n.

(17.3) Déterminer les limites des suites suivantes (si elles existent) :

v (55)

) (£2).

9 (222—+13> ’

0 (n:\iﬁ;l) ’

f) (n+(—nl)_”;)/ﬁ+1) ;
o (Semer)

(17.4) Montrer que si une suite (up) est a termes positifs et tend vers 0, il en est de méme de la suite (\/un) .

(17.5) Soit (uy) une suite convergeant vers £ dans R ; on définit une suite v, en posant

ug +up + -+ un
n+1

Up =
pour tout n. Montrer que lim(vy,) =¢.
(17.6)  Utiliser I’exercice précédent pour déterminer lim((n!)1/™).

(17.7)  On définit une suite (un) en posant ug =1 et up4q1 = 2u? .
a) Montrer que si la suite (up) converge, sa limite est soit 0, soit 1/2.

b) La suite (uy) converge-t-elle?
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(17.8) Pour tous entiers n et k vérifiant 0 < k < n, on pose

Ck_n(n—1)~~~(n—k+1)_ n!
no k! kN n— k)

a) On suppose k < n ; montrer que Cﬁii =Ck 4 CfL-H .

b) Démontrer la formule du binéme

(1+=2)" = ZC]fLmk
k=0

(on pourra procéder par récurrence sur n ).

Up41

Unp

(17.9) Soit (up) une suite dont tous les termes sont non nuls et telle que la suite (‘ | ) converge vers une
limite L.

a) Si L <1, montrer que la suite (u,) converge vers 0.

b) Si L > 1, montrer que la suite (Jun|) converge vers +oo.

c) Si L =1, montrer par des exemples que la suite (up) peut soit converger vers une limite finie, soit

converger vers +oco , soit ne pas converger dans R .

(17.10) Utiliser I’exercice précédent pour étudier la convergence des suites (a™/n?) et (a™/n!), ol a et p sont
des réels (on retrouve ainsi le résultat de (14.8)).

(17.11)  Utiliser 'exercice 17.9 pour étudier la convergence de la suite ((n!)?/(2n)!).

(17.12) On définit une suite (up) en posant up =1+ 1/2+ -4+ 1/n pour tout n > 0.

a) Montrer que la suite (up) est croissante et que wuan — up > 1/2 pour tout n > 0. En déduire que la
suite (up) converge vers +co.

b) On empile des briques identiques les unes sur les autres, en essayant de les faire déborder le plus loin
possible. Jusqu’ou peut-on aller ?
(17.13) Soit (un) une suite croissante; on définit une suite v, en posant

ug +uy + -+ un
n+1

Up =
pour tout n. Montrer que la suite (v, ) est croissante.

un +1
3

(17.14) On définit une suite (up) en posant ug =1 et upyq = . Montrer que la suite (uy) est

convergente et calculer sa limite.

(17.15) On définit une suite (up) en posant ug =0 et upt1 = Vun +2.
a) Ecrire les 5 premiers termes de la suite (uy).
b) Montrer que la suite (uy) est croissante majorée.

c) Montrer que la suite (up) converge et déterminer sa limite.

1
(17.16) On définit une suite (up) en posant u; =1 et up4; = (1 — m)un pour n > 1.
a) Montrer que la suite (u,) est convergente.
n+1 . .
b) Montrer que u, = . Quelle est la limite de la suite (up) ?
n
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(17.17) Soit S une partie non vide de R . Montrer qu’il existe une suite croissante d’éléments de S qui converge
dans R vers sup (S).

. 1 1 . .
(17.18) Montrer que les suites u, = E::O Pl et ul, = un+ — sont adjacentes; on note e leur limite

commune. Pour tout n, montrer que nlu, est un entier, et que |nlu, —nle| < 1. En déduire que e est

irrationnel.
(17.19) Soient a et b des réels positifs tels que a < b ; on définit des suites (ur,) et (ul) par les relations
up + ul,
ug = a Upgl = ——(——
2
up =b Upt1 = A/ unpul, .

Montrer que les suites (un) et (ul) sont adjacentes.

Soit a un réel tel que la suite (sin(nca)) converge vers une limite £.

(17.20)

a) Montrer que la suite (cos?(na)) converge vers (1 — £2).

b) Montrer que £ = 0 (utiliser une expression de sin(2na) ).
c) Montrer que sin(a) =0, donc que « est un multiple entier de = (utiliser une expression de

sin((n + 1)a) ).
(17.21) Montrer qu’un nombre réel posséde un développement décimal périodique si et seulement si ce nombre est

rationnel.
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III. CONTINUITE DES FONCTIONS

18. Définition de la continuité

On va étudier des fonctions f: D — R ou D est une partie de R. La partie D fait
partie de la donnée de la fonction f. Dans la pratique, on définit parfois la fonction par
une formule sans préciser D . Il est alors sous-entendu que D est la plus grande partie de

R sur laquelle la formule définit quelque chose.

Dans ce chapitre, on va souvent s’intéresser a ce qui se passe pres d’un point xg . Il sera
commode de dire qu’une propriété est vraie « au voisinage de zg » si elle est vraie sur un

intervalle ouvert contenant zg .

En définissant la continuité d’une fonction f en un point xg, nous voulons formaliser
I'idée intuitive que la fonction «ne saute pas». En francais, on dit qu'une fonction est
continue en un point xg si toutes les valeurs qu’elle prend sont aussi proches que 'on veut

de sa valeur en g des que 'on est assez pres de xg .

En termes mathématiques, on dit que la fonction f : D — R est continue en zq si, pour

tout réel € > 0, il existe un réel § > 0 tel que, pour tout = de D tel que |x —zg| < §, on
ait [£(x) — f(zo)| < .

La forme la plus compacte de la définition de la continuité de f en g, avec des

quantificateurs, est la suivante :

Ve>0 36>0 VereD |t —zo| <0 = |f(z)— flzo)| <.

Comme dans le cas de la convergence des suites, le nombre ¢ est arbitraire; il faut y
penser comme a un nombre tres petit. Il correspond a l'expression « aussi proches que l'on

veut » de la définition en francais.

DESSIN
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En pratique, on fixe ¢ > 0 arbitraire, et il faut trouver un 4 > 0, qui a prior: dépend
de ¢, satisfaisant cette condition. Graphiquement, on fixe un intervalle arbitrairement petit
autour de f(zg) et donc une bande autour de la droite y = f(xq). On peut trouver un
intervalle autour de zg tel que la partie du graphe de la fonction située au-dessus de cet

intervalle soit contenue dans cette bande.

On dit que la fonction f: D — R est continue sur D si elle est continue en tout point
de D.
Exemples 18.1. 1) La fonction f:R — R définie par f(z) = a (constante) est continue
sur R.
Démonstration. On fixe un € > 0, tous les ¢ conviennent. C’est un exemple ot § ne dépend
nide zg nide €. =m
2) La fonction f: R — R définie par f(z) =z est continue sur R.
Démonstration. On se donne un & > 0, on voit immédiatement que § =& convient. Ici §
dépend de ¢ mais pas de zg. =
3) La fonction f: R — R définie par f(x) = 2? est continue sur R.

Démonstration. On veut montrer que f est continue en tout point g de R. On fixe donc

un zg et on se donne un réel strictement positif €. On remarque tout d’abord que
|f(z) = f(zo)| = [a* — 25| = | + @0l - |z — o]

et que |z + zo| < |z — xo| + 2|z0|. On pose alors

e

771 3

d = min(

de sorte que
|t — 20| <d = |z + x0| <04 2|x0| <1+ 2]a0|

et, toujours pour |z — zg| < 4,

£(@) = Flwo)| < (2ol + 1) gy =<

wol +1

C’est ce qu’on voulait démontrer. On remarquera qu’ici, le § trouvé dépend effective-

ment de ¢ et de zg. m

4) La fonction f: R — R définie par f(z) = |z| est continue sur R.

Démonstration. On veut montrer que f est continue en tout point zg de R. On se donne

un réel strictement positif ¢ ; on a
o — 20| <& = |f(2) = flwo)| = [l2] = zol| < |z —wol <e
de sorte que 6 =& convient. m
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5) La fonction f:R — R définie par f(z) =1/x pour # >0 et f(xz) =2 pour z <0

n’est pas continue en 0.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde, en supposant f continueen 0 ; en prenant ¢ =1,
il existe alors § > 0 tel que, pour tout x dans | — 4,4, on ait |f(z)| < 1. Mais c’est absurde,
puisque f(z) > 1 pour tout x dans ]0,1]. =

L’exemple suivant va montrer qu’en fait, la notion est assez fine, bien plus que la simple
idée intuitive «la fonction ne saute pas » pourrait le laisser penser. Il faut noter que, jusqu’au
XIX ¢ siecle, la plupart des mathématiciens imaginaient que, a part quelques petits sauts,

les fonctions étaient continues.

6) Soit f:R — R la fonction définie par f(x) =0 si x est irrationnel et f(z) =1 si z

est rationnel. Cette fonction n’est continue en aucun point.

Démonstration. Fixons xg € R et montrons que f n’est pas continue en xp. Raisonnons
par absurde, en supposant f continue en g ; en prenant ¢ =1, il existe alors § > 0
tel que, pour tout x dans |rg — d,20 + d[, on ait |f(z) — f(zo)| < 1. Mais lintervalle
Jzo — 0, x0 + O] contient des nombres rationnels et des nombres irrationnels (voir le chapitre
I, prop. 4.4 et exerc. 7.8) donc un z tel que |f(z) — f(xo)| =1 : si o est rationnel, on
choisit = rationnel et si zg est irrationnel, on choisit z irrationnel. On a donc obtenu une

contradiction. =

On peut faire encore plus pathologique : on peut montrer par exemple que la fonction
f:]0,4+00[ = R définie par f(z) =0 si z est irrationnel et f(z) =1/¢ si @ = p/q, avec
p, g N, ¢#0 et p et g n'ont pas de facteur commun (la fraction est simplifiée), est

continue en zg si et seulement si zg est irrationnel.

19. Continuité et suites

Si la définition de la continuité «avec € et & » vous a rappelé celle de la convergence
des suites, ce n’est pas un hasard. Il y a en effet des relations profondes entre les deux

notions.

Proposition 19.1.— La fonction f:D — R est continue au point o de D si et seulement

st, pour toute suite (up) de points de D convergeant vers xo, la suite (f(uy)) converge

vers f(xzo).

On écrira souvent la conclusion de cette proposition sous la forme
lin( f(un)) = £(lim(un)

Démonstration de la proposition. Supposons d’abord f continue en xq. Soit (u,) une suite
d’éléments de D qui converge vers zg. Donnons-nous un réel ¢ strictement positif. Il existe

donc un réel positif 0 tel que si |z — xg| <, on ait |f(z) — f(zo)| < e.
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Il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |u, — 29| < 6. En particulier,
pour tout n > N, |[f(un) — f(z0)] < &, ce qui veut exactement dire que la suite (f(u,))

converge vers f(zo).

Réciproquement, supposons que, pour toute suite (u,) d’éléments de D convergeant
vers g, la suite (f(uy)) converge vers f(xg). Il s’agit de montrer que f est continue en
2o . Prenons ¢ > 0 et raisonnons par ’absurde, en supposant qu’aucun 4 > 0 ne convient
dans la définition : pour tout § > 0, il existe donc un point  de D vérifiant |z — zg| < §
mais pas |f(z) — f(zo)| < e. Appliquons ceci & § = 1/n : il existe un réel u,, dans D tel
que |u, —xo| < 1/n et |f(un) — f(xo)| > €. On construit ainsi une suite (u,) qui converge
vers xo mais telle que la suite (f(u,)) ne converge pas vers f(zg). C’est contraire a notre

hypothese, ce qui démontre la proposition. m
20. Opérations sur les fonctions continues

Nous allons donc pouvoir utiliser les théoremes que nous avons démontrés sur les suites
convergentes au chapitre Il pour démontrer des théoremes sur les fonctions continues.
Proposition 20.1.— Soient f et g des fonctions continues en xq .

a) Pour tout réel a, la fonction af est continue en xq .

b) La fonction f + g est continue en zg .

¢) La fonction fg est continue en xq .

d) Si g(xo) #0, la fonction f/g est continue en xq .
Démonstration. On pourrait démontrer chacune des assertions en copiant la démonstration

de lassertion analogue sur les suites convergentes (chapitre II). On va les démontrer ici en

utilisant 'assertion correspondante sur les suites convergentes.

Par exemple, pour b), soit (u,) une suite convergeant vers xg. Comme [ etg
sont continues en zg, les suites (f(un)) et (g(un)) convergent vers f(xzo) et g(zo)
respectivement (sens direct de la proposition). La suite (f(un)+ g(uy)) converge alors (th.
12.1, chap. IT) vers f(xo) + g(xo) . Ceci pour toute suite (u,) convergeant vers g, de sorte
que le sens «réciproque ) de la proposition implique que f + g est continue en zg. Les

autres points se traitent de facon analogue m

Remarque 20.2. Si g est une fonction définie au voisinage d’un point zq , continue en zg ,
et non nulle en zg, elle reste non nulle au voisinage de g : posons ¢ = [g(x0)|/2, qui est
strictement positif; comme ¢ est définie au voisinage de zy et est continue en ce point, on
en déduit un nombre § strictement positif tel que, pour tout x dans |zg — d, 29 + J[, on

ait |g(x) — g(xo)| < . Sur cet intervalle, on a
l9(2)| = lg(@o)| — lg(2o) — g(z)] > 2e —e >0,
ce qui montre que ¢ ne s’annule pas sur Uintervalle |zg — d, 2o + [ . En particulier, dans la
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situation du d) de la proposition, si les fonctions f et ¢ sont définies au voisinage de g,

il en est de méme de la fonction f/g.

Exemple 20.3. Toute fonction polynéme f(z) = an2" 4+ ap_12™ 1+ -+ a1z +ag est
continue ; toute fraction rationnelle f(z) = P(z)/Q(z) (ot P et Q sont des polynomes) est

continue la ou elle est définie (c’est-a-dire en les points ot Q ne s’annule pas).

Proposition 20.4.— Soient [ et g des fonctions. On suppose que f est continue en g,

et que g est continue en f(xg). Alors go f est continue en zg .

Démonstration. Notons Dy le domaine de définition de f et D, celui de g. Le domaine
de définition D de go f est I'ensemble des éléments x de Dy tels que f(z) soit dans
D, . Soit (uy,) une suite d’éléments de D convergeant vers zp. Comme f est continue en
zo , la suite (f(u,)) est une suite d’éléments de D, qui converge vers f(zg). Comme g
est continue en f(xg), la suite (g(f(un))) converge vers g(f(zo)). Par la prop. 19.1, cela

prouve que la fonction g o f est continueen zg. =

Remarque 20.5. Tout comme dans la remarque 20.2, on peut montrer que si f est définie
au voisinage de xg et continue en zo, et que g est définie au voisinage de f(xg), alors

go f est définie au voisinage de zg .

Exemple 20.6. Si f est continue en g, il en est de méme de la fonction |f| (on utilise

9(y) = |yl ).
21. Limites de fonctions

Considérons un intervalle (quelconque) I de R, un point g de I (qui peut tres bien

étre par exemple une des bornes de 1) et une fonction f définie sur I-{zo}.

On dit que f tend vers une limite ¢ quand z tend vers zo si f(x) est aussi proche

que l'on veut de ¢ pour tous les z assez proches (mais différents) de xq .

Cette définition «en francais » peut se traduire en symboles mathématiques :

Ve>0 30>0 Vael-{zo} |t —xo| <6 = |f(z)—{|<e.

Il est possible que la fonction f soit définie en zg. La valeur qu’elle prend en x¢ ne

joue aucun role dans cette définition.

Remarque 21.1. Cette définition permet de rendre précise la notion de limite introduite
au lycée, ou soit on procéde de facon intuitive soit, dans le meilleur des cas, on utilise des
«fonctions de référence ) . Cette derniere méthode permet de traiter beaucoup d’exemples
usuels, mais aboutit dans des cas plus subtils a des absurdités. L’idée est de se donner une
collection de fonctions dont on décréte qu’elles tendent vers 0 lorsque x tend vers 0 (comme

par exemple les fonctions z — x™ pour n entier strictement positif), et de comparer une
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fonction donnée a 'une de ces fonctions : on dit que f(z) tend vers 0 lorsque z tend vers

0 s’1l existe une constante C et un entier n > 0 tels que
|f(z) < Cla|

pour tout z non nul proche de 0. Le probléme est que la fonction = — 1/log || (on définira
les fonctions logarithmes au § 24) ne satisfait pas a ce critere, alors qu’elle tend bien vers 0
lorsque z tend vers 0 (cf. prop. 24.5.b)). On ne peut pas donner de définition convenable

de la notion de limite d’une fonction basée sur le concept de « fonction de référence » .
Exemples 21.2. 1) La fonction f définie sur [0,2] par f(z) = 2? pour z # 1 et f(1) =0
a pour limite 1 quand z tend vers 1 (exercice).

2) Le point xg peut étre une des extrémités de 'intervalle 1. Par exemple, la fonction définie

sur ]0,4+oc[ par f(x) =sin(z)/x a pour limite 1 quand = tend vers 0.

DESSIN

On démontre, comme au chapitre II pour les suites, que la limite, quand elle existe, est

unique (exercice). On peut alors utiliser la notation lim f(x).
r—rTg

La définition ressemble beaucoup a celle que nous avons utilisée pour la continuité d’une

fonction en zg . Cette ressemblance fait qu’on démontre aisément :

Proposition 21.3.— Soient f une fonction définie sur un intervalle 1 et xg wun point de

1. La fonction f est continue en xg st et seulement si elle a une limite en xo et que cette
limite est f(xo).

(21.4) Soient I un intervalle et z¢ un point de I. Supposons que la fonction f soit définie
sur [-{zo} et qu’elle ait une limite finie ¢ quand z tend vers zp. On peut alors définir

une fonction ¢ sur tout 'intervalle I par
G@) = fe) s chwo , et gleo)=t.
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On déduit de la proposition précédente que ¢ est continue en zp. On dit que g est
le «prolongement par continuité » de f., ou que I’«on a prolongé f par continuité en
zo » . Par exemple, la fonction sin(z)/z est définie sur R — {0} . On peut la prolonger par

continuité en 0 en décidant que la fonction prolongée vaut 1 = lim,_,qsin(z)/z en 0.

On peut aussi traduire l'existence d’'une limite en zg en termes de suites :

Proposition 21.5.— La fonction f tend vers { quand x tend vers xqg st et seulement s,
pour toute suite (u,) d’éléments de 1-{xo} tendant vers xo, la suite (f(un)) converge

vers 0.

La démonstration est analogue a celle que nous avons faite pour relier continuité et

suites convergentes, aussi nous la laissons aux lecteurs en exercice.

On peut utiliser cette proposition et nos résultats sur les suites du chapitre II pour

démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 21.6.— Sotent 1 un intervalle, xg un point de 1, et f et g des fonctions

définies sur I-{xo}. On suppose que f et g admettent des limites en xq .

a) La fonction f+ ¢ a une limite en xo et

lim ((f(x) —|—g(;c)> = lim f(z)+ lim g(x) .

r—rTg r—rTg r—rTg

b) La fonction fg a une limite en xo et

lim f(z)g(z) = lim f(x) lim g(z) .

r—rTg r—rTqg r—rTg

¢) On suppose que la limite de g en xo n'est pas nulle. Il existe alors un intervalle
ouvert J contenant xo tel que g ne s’annule en aucun point de (INJ)—{xo}. La fonction
flg est définie sur (INJ)—{xo}, a une limite en xq et

lim f(x) . limz—m:o f(x)

r—>Tqg g(fﬁ) N hmx—)xo g(fﬁ) .

d) Si f(z) < g(z) pour tout x dans I-{zo}, on a

lim f(z) < lim g(x) .

r—rTo r—rTg

On peut aussi parler de limites égales & 400 ou —oo (c’est ¢ qui est remplacé par

+00 ou —o0 ) et de limites en 400 ou —oo (c’est zp qui devient +oo ou —o0).
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Exemples 21.7. 1) Considérons la fonction définie sur U'intervalle |0, 4o0[ par f(z) = 1/x.
Alors lim,_,0 f(2) = +o00. Pour la fonction ¢ définie sur | —oo0,0[ par g(z) =1/z, on
trouvera lim,_,o f(2) = —oo. Sion a envie de penser que la formule 1/2 définit une fonction

sur R — {0}, on pourra adopter la notation

) . 1
lim — =4+ lim — = —.
z—0+ & z—0— T
2) On aura aussi
) 1 i 1
lim — =0 lim —=0.
r—+toco I r——0o0 I

22. Le théoreme des valeurs intermédiaires

C’est un théoreme important et utile, et qui s’énonce ainsi :

Théoreme 22.1.— L image d’un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle

de R.

DESSIN

Ce qui veut dire que si f est continue sur un intervalle I C R, et si f prend les valeurs
a et b sur I, alors elle prend toutes les valeurs comprises entre a et b. Par exemple, la
fonction f continue (polynéme) définie par f(x) = 2? —2 sur lintervalle [0,2] prend la
valeur —2 (en 0) et la valeur 2 (en 2). Le théoreme affirme qu’elle doit donc prendre
toutes les valeurs comprises entre —2 et 2 et en particulier la valeur 0 ; il entraine donc
Iexistence d’un réel de carré 2 compris entre 0 et 2. Il est done certain qu’il va falloir

utiliser une propriété spécifique de R pour le démontrer.

Remarquons que l'intervalle dont il est question dans cet énoncé peut tres bien n’étre
pas borné. On va utiliser la caractérisation suivante des intervalles (exercice 25.4) : une
partie J de R est un intervalle si et seulement si quand elle contient des réels z; et zy

tels que zy < z9, elle contient tous les réels compris entre z; et zy.

Démonstration du théoréme. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On se donne
des éléments 1 et xo de I tels que xy < 22 et un réel y compris entre f(x1) et f(xz2).

On veut montrer qu’il existe un réel x entre x; et zy tel que y = f(x).
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Pour fixer les idées, on suppose que f(z1) < f(x2) (le cas contraire se traite de fagon
analogue). L’idée de la démonstration est assez simple et jolie : on considére le milieu wq du
segment [z1,z3], on remplace z, ou xg par wg, et on recommence dans 'intervalle deux
fois plus petit obtenu. Précisément, on construit par récurrence des suites adjacentes (uy)

et (v,) de réels compris entre x; et x5 dont la limite commune sera le réel cherché.

Définissons d’abord ug = x1, vg = x2. Supposons u, et v, construits et construisons

Unt1 €t Vpgq. Posons wy, = (uy +v,)/2. Il y a deux possibilités
1) f(wy) <y ;on pose alors Upy) = Wy, Vpt1 = Uy ;

2) f(wy) >y ; on pose dans ce cas Upy1 = Up €t Vpg1 = Wy, .

DESSIN

On montre par récurrence que u, < v, pour tout n, que (u,) est une suite

croissante et que (v,) est une suite décroissante. En plus, pour tout entier, n, on a

Uptl — Upt1 = %(Un — uy), de sorte que v, — U, = 2—n('vo — up) . Donc (uy) et (v,) sont

des suites adjacentes, et elles ont une limite commune, que nous noterons z. Comme u,, et

v, sont dans [z, x2] pour tout n, le réel = est aussi entre x; et x5 .

Montrons enfin que f(z) =y. Pour tout entier n, on a f(u,) <y et f(v,) >y (par

récurrence), de sorte que
y <lim(f(vn)) = flim(vn)) = f(z) = f(lim(u,)) = lim(f(un)) <y
puisque f est continue. On a bien y = f(z). =

Le théoreme suivant permet parfois de prouver 'existence de solutions d’équations. Une
version plus constructive donnant un algorithme pour trouver ces solutions est donnée dans

Iappendice C (th. 36.1).

Théoréme du point fixe 22.2.— Soit f :[a,b] — [a,b] une fonction continue. Alors f

admet un point fize c’est-a-dire qu’il existe ¢ dans [a,b] tel que f(c) =c.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires 22.1 a la fonction

continue z +— h(z) = f(x) — z. En effet
fla) € a,b] = h(a) = f(a) —a
f(b) € [a,b] = h(b)=f(b)—=b<0.

Il existe donc un point ¢ qui annule h. =

Voici quelques autres applications du théoreme 22.1.
(22.3) Soient b un nombre réel positif et n un entier naturel non nul. Alors b a une racine
n -iéme positive. En d’autres termes, le polynome P(z) = 2™ — b a un zéro positif.

Démonstration. La fonction P est continue sur R, vérifie P(0) <0 et

P(b+1)=(b+1)"—b=Y Ckt*—b>Clb—b=(n—1)b>0.
k=0
L’image de l'intervalle [0,b+ 1] par la fonction continue P est un intervalle, mais 0
est entre P(0) et P(b+ 1), donc c’est une valeur de la fonction P ; en d’autres termes, il

existe un réel x entre 0 et b+ 1 tel que P(z) =0. =

(22.4) Soit P(z) = azpt12" T + -+ + ag un polynéme de degré impair ((aznt1 # 0). Alors

P a un zéro réel.

Démonstration. On peut diviser par le coefficient du terme de degré 2n 4+ 1 et le supposer
égal a 1. En gros, 'idée est que P(z) est positif pour x tres grand et négatif pour = tres

petit, et que donc P doit s’annuler quelque part. Posons

r=14|agn|+ - +]ao| > 1

de sorte que, pour Q(z) = P(z) — 22" *!

?

QU] < Jazalr® + - + ao] < ([azal + -+ + aglJr?" = (¢ — 1)r2" < 72+

On en déduit P(r) > r2"*! — |Q(r)| > 0 et de méme P(—r) < —r?"t1 4 |Q(-r)| <0,

de sorte qu’il existe un élément = de lintervalle | — r,r[ tel que P(z) =0. =

Rappelons que le résultat analogue pour les polynémes de degré pair est faux : on sait

bien que z? 4+ 1 n’a aucune racine réelle.

23. Extrema des fonctions continues

Le théoreme des valeurs intermédiaires dit que l'image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle. Le théoreme suivant dit que I'image d’un intervalle fermé et borné
par une fonction continue est un intervalle fermé et borné. Attention, 'image d’un intervalle
borné non fermé peut tres bien ne pas étre bornée : penser a f(x) =1/x sur ]0,1]. De
méme, I'image d'un intervalle fermé non borné peut tres bien ne pas étre fermée : penser a

g(x) = 1/z sur l'intervalle fermé [1,+oo[. Voici I’énoncé du théoréme.
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Théoréme 23.1.— Soit [ une fonction continue sur un intervalle [a,b] de R. Il existe

des réels m et M tels que f([a,b]) = [m,M].

Démonstration. On sait déja grace au théoreme des valeurs intermédiaires que f([a,b]) est
un intervalle d’extrémités m = inf f([a,b]) et M = sup f([a, b]) . Montrons tout d’abord que
M est fini. Raisonnons par 'absurde, en supposant M = 400 . On construit par récurrence
deux suites adjacentes (u,) et (v,) de fagon que f ne soit pas majorée sur Uintervalle
[Un,vy]. On pose d’abord ug = a et vg = b. Supposons u, et v, construits et construisons

Unt1 €t Vpg1. Posons wy, = (un +v,)/2 ; il y a deux possibilités
1) soit f est majorée sur [un,wy] ; on pose alors Up41 = Wy, Vpy1 = Uy ;
2) soit f n’est pas majorée sur [un,w,] ; on pose alors Up41 = Up, Vpt1 = Wy, .
On montre par récurrence que u, < v, pour tout n, que (u,) est une suite croissante

et que (v, ) est une suite décroissante, et que v, — U, = 2—n(vo — up) . Il en résulte que (uy)

et (v,) sont des suites adjacentes; elles ont une limite commune, que nous noterons .

Comme f n’est pas majorée sur l'intervalle [u,,v,], il existe un point u/, vérifiant

(23.2) U < ul <o, f(ul) >n.

7

!

Par le théoreme des gendarmes, la suite (u),

) converge vers x et la continuité de f

en x entraine que la suite (f(u!)) converge (vers f(z)), ce qui est en contradiction avec

(23.2).

On a donc montré que M est fini. En considérant la fonction —f, on en déduit que m
est aussi fini. Montrons que M est une valeur de f en raisonnant de nouveau par ’absurde.

Si ce n’est pas le cas, la fonction

1
g(z) = m

est continue sur [a,b] par la proposition 20.1, donc majorée par M’ par ce qui précede.

On en déduit f(z) <M — 1\/1/ pour tout z, ce qui contredit le fait que M est le plus petit

majorant de f([a,b]). On montre de la méme fagon que m est une valeur de f. m

On en déduit, par exemple, que, si la fonction continue f ne prend que des valeurs
strictement positives sur l'intervalle [a,d], son infimum est un nombre strictement positif.

Ceci est faux sur un intervalle non fermé : penser & f(z) =z sur ]0,1].

Le résultat suivant permet de dire quand une fonction continue est une application

injective.

Proposition 23.3.— Soient 1 un intervalle et f:1— R une fonction continue. Alors f

est injective sur 1 st et seulement st f y est strictement monotone.
Rappelons qu'une fonction est croissante si elle préserve 1'ordre :
<z’ = f(z) < f(a")
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elle est strictement croissante si
v <z = f(z)< f(a').

Elle est décroissante (strictement décroissante) si elle renverse les inégalités (strictes).
Elle est monotone si elle est croissante ou décroissante. Elle est strictement monotone si elle

est strictement croissante ou strictement décroissante.

Remarquons en particulier que n’importe quelle fonction strictement monotone de 1
dans R est injective. La proposition affirme donc, que, si la fonction est continue, la

réciproque est vraie.

Remarquons enfin qu’une fonction f est strictement monotone si et seulement si, pour
tous points x; < & < x2 en lesquels f est définie, le point f(x) est strictement entre f(zq)

et f(z2) (cf exercice 25.14).

Démonstration de la proposition. Soit f une fonction continue et injective sur un intervalle
I. Soient =1, o et = des éléments de I tels que =1 < x < x5. Il s’agit de montrer que
f(z) est strictement entre f(x;) et f(x2).

Supposons par exemple f(z1) < f(z2). Comme [ est injective, on a f(z1) < f(z2).
Si on avait f(x2) < f(z), le théoréme des valeurs intermédiaires nous donnerait un w3
dans [z1,z] tel que f(x3) = f(x2), ce qui n’est pas possible puisque f est injective et
que z3 < x < x3.0n adonc f(z) < f(xz2). De la méme facon, on montre f(z) > f(x1) et
finalement f(z1) < f(z) < f(z2). On a bien montré ce que 'on voulait, et f est strictement

croissante. m

Il est utile de remarquer que si f est une fonction croissante continue sur un intervalle

I, le théoreme des valeurs intermédiaires entraine 1’égalité

a9l = [f(2), f(y)]

pour tous points = et y dans 1. Si f est strictement croissante, on a aussi

fzyl) = 11(=), fy)l -
On peut préciser ces remarques comme suit.

Proposition 23.4.— Soit I un intervalle de R d’extrémités a et b, et soit f une fonction
définie sur 1, continue et stricterment monotone. Alors f(1) est un intervalle de méme nature

que 1 (ouwvert, fermé, semi-ouvert), et d’extrémités

lim f(z) et lim f(x) .

r—ra z—b

Démonstration. On sait déja que f(I) est un intervalle (th. 22.1); notons ses extrémités

m =inf f(I) et M =sup f(I). Pour fixer les idées, supposons f croissante et a < b, et
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supposons pour simplifier m # —oc. Soit ¢ un réel strictement positif; par définition de la
borne inférieure, il existe un élément de f(I) qui est plus petit que m + ¢. Il existe donc
¢ dans I tel que f(¢) < m +¢e. Puisque f est croissante, on a pour tout = dans |a,c[ les
inégalités

m < f(z) < fle) Sm+e,
de sorte que |f(z) —m| < e. On a montré lim,_,, f(z) = m, ce qui termine la démonstra-

tion dans ce cas; les autres cas se traitent de facon similaire (exercice). m

Le résultat suivant est fort utile : il montre que la fonction réciproque d’une fonction

continue et injective sur un intervalle est encore continue.

Proposition 23.5.— Soit 1 wun intervalle de R, et soit f wune fonction définie sur 1,
continue et injective. Soit J = f(I) ; alors la fonction réciproque f=1:J — R de f est
continue. De plus f et f=1 sont en méme temps strictement croissantes ou strictement

décroissantes.

Le graphique suivant montre comment on obtient le graphe de f~! & partir de celui de

f dans un repere orthonormé : c’est le symétrique par rapport a la premiere bissectrice.

DESSIN

Démonstration de la proposition. L’application f est une bijection de I sur J, et son

application réciproque f~! est définie sur J.

Comme [ est continue, elle est strictement monotone (prop. 23.3). Supposons-la
strictement croissante (par exemple) et montrons qu’alors, f~1 est aussi strictement
croissante. Considérons des points y; et yo de J tels que y; < y2 . Ce sont les images de
points @1 et x5 de I :ona f(z1) =y1, f(x2) = y2, ou, de fagon équivalente, 1 = f~1(y1),
23 = f7!(y2). Si on avait x; > x2, comme f est croissante, on aurait f(z1) > f(xq), ce

qui est contraire a notre hypothese y; < yz. Donc x1 < z3, en d’autres termes :
yi<y2 = [ y) <)
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ce qui veut bien dire que f~! est strictement croissante.

Montrons maintenant que ¢ = f~! est continue sur J. Soit yg un point de J ; posons
o = ¢(yo) . Soit e un réel strictement positif. Il s’agit de montrer que pour y assez proche
de yo, on a
zo —c=g(yo) —€ < g(y) <g(yo) +e=wz0+¢.
Si zg 4+ € n’est pas dans I, il est supérieur a tous les éléments de I, donc en particulier
a g(y). Sl est dans I, l'inégalité ¢(y) < xo + ¢ équivaut, puisque f est strictement
croissante, a y < f(zo +¢).

De méme, si xg — ¢ n’est pas dans I, l'inégalité zo —e < ¢g(y) est automatique. Sinon,

elle équivaut & f(zg —¢) < y.

Ceci montre bien que pour y assez proche de yo, on a |g(yo) — ¢(y)| < e, de sorte
que g (c’est-a-dire f~1) est continue sur J. =
24. Fonctions usuelles

Maintenant que nous avons a notre disposition suffisamment d’outils, nous allons revenir
sur la définition de certaines fonctions dites « usuelles » (nous les avons déja utilisées, mais

uniquement dans les exemples).

Logarithmes et exponentielles. On recherche les fonctions logarithmes, c’est-a-dire les

fonctions qui transforment la multiplication en addition :
(24.1) flzy) = f(z) + f(y) -
Proposition 24.2.— Pour tout réel strictement positif a # 1 , il existe une unique fonction
strictement monotone log, : |0, +oo[— R vérifiant
a) log,(zy) = log,(z) +log,(y) -
b) log,(a) =1.

Nous admettrons cette proposition (une démonstration en est donnée dans ’appendice

B). Le symbole log, se prononce, en francais, «logarithme de base a ». On a
log,a=1>0=log, 1,

de sorte que la fonction log, est croissante si a > 1, décroissante si a < 1. L’assertion
d’unicité entraine log, = —log; /, , ce qui permet dans la plupart des démonstrations de se

ramener au cas ¢ > 1.
Proposition 24.3.— 51 b >0 et b#1, on a log, x = (log, b)(log, x) .
log, ©

log, b
elle vérifie I’équation fonctionnelle, elle est strictement monotone, et vaut 1 en b. Clest

Démonstration. La fonction z +— est bien définie puisque b # 1, done log, b # 0 ;

donc la fonction log,. =
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Proposition 24.4.— La fonction log, est continue sur ]0,+o0].

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas @ > 1. Soit x¢ un point de |0, 4+o00[. Fixons comme
il se doit un ¢ > 0 et déduisons-en un entier n tel que % < e. On a montré en (22.3)
Vexistence du réel Va ; il vérifie log,(/a) =1/n et Ya > 1, puisque a > 1. Soit = un

réel strictement positif tel que

1
xo(w—l)ﬁx—xo < zo(a—1);
on a alors .
T
< — < 3
Q/E T xTo \/a’
d’ott, comme la fonction log, est croissante, —1/n <log,(z/x0) < 1/n, soit encore

|log,(z) — log,(x0)| < 1/n < e. Ceci achéve la démonstration de la proposition. =

Proposition 24.5.— a) La fonction log, est une bijection continue de |0, +oo[ sur R.

b) Sia>1, ona

limlog,(z) = —o0 et lim log,(z) = +o0;
sta<l,ona
limlog,(z) = +o0 et lim log,(z)=—o0.

Démonstration. Comme log, est continue, son image est un intervalle de R (d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires). Mais cet intervalle contient tous les entiers
n =log,(a™), donc c’est R tout entier. Ceci montre a), et b) résulte de la proposition

234. =

Pour aider a tracer le graphe de ces fonctions, on remarquera encore que :

log, «

=0.

Proposition 24.6.— On ¢ lim

r—+oo x

Démonstration. Supposons a > 1 (le cas o a < 1 s’en déduit facilement et est laissé en
n

exercice aux lecteurs). Rappelons d’abord que la suite ( ) tend vers +oo (voir le

n-+1
chapitre II, § 14.4). Fixons maintenant un réel strictement positif ¢ et montrons qu’il existe
. 1 :
un réel M tel que, si @ > M, on a O8a ¥ < €. On peut trouver un entier naturel N tel que
T
n+1
n>N = i <e.
an

1

Posons M =a" . Si z > M, il existe un entier n tel que a" < z < a"t' et n est plus

grand que N ;on a log, x <n -+ 1, de sorte que

log, <n—l—l

0<

. an <ée,

ce que nous voulions démontrer. m
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La fonction log, est continue et strictement monotone, de sorte qu’elle possede une
fonction réciproque continue appelée « exponentielle de base a » et notée exp,, définie sur
tout R et prenant toutes les valeurs strictement positives. Rappelons que si n est un entier,

I’équation fonctionnelle nous donne
log, a" =nlog,a=n,

de sorte que exp,n =a", ce qui justifie la notation exp,x =a”. Le réel a® est donc

I'unique réel strictement positif qui vérifie
log,a® = .
On pose aussi, pour tout réel =,

*=1.

Proposition 24.7.— Soit a un réel strictement positif ; on a, pour tous réels x et y, les
relations

a® =1 a*t¥ = a%aY (a®)? =a™¥ .

Y Y

Si a est différent de 1, la fonction exp, est une bijection continue de R sur ]0,4o0]

(strictement croissante si a > 1, strictement décroissante s1 a < 1).

Démonstration. Seules les trois relations sont a démontrer; si a = 1, elles sont évidentes, et

I'on peut supposer a # 1. La premiere vient de log, 1 = 0, la deuxiéme de l'identité
log,(a®a’) =log, a®* +log, a’ =z +y .

La démonstration de la derniere égalité est un peu plus délicate; si = =0, elle est

évidente et 'on peut supposer = # 0. On a vu dans 24.3 que
log, z = (log, b)(log; 2) ,
pour b # 1, ce qu’on applique ici avec z = bY | pour trouver
log, b = (log, b)(log, b¥) = ylog, .
On prend maintenant b = a® (qui est bien différent de 1 puisque = #0) :
log,(a®)? = ylog,(a") = zy ,

soit (a®)Y =a®. =
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(24.8) Pour tout réel a > 0 fixé, la fonction f, :]0,+oo[ = ]0,+00[ qui & x associe z*
est strictement croissante. En effet, si 0 < z; < 25, on a z3/xy > 1 ; la fonction €XPy, /2,

est croissante par la proposition 24.7, d’ou

o\ a
(ﬁ) = eXng/zl(a) > eXpIQ/Il(O) =1.

On a donc z§ > z{. Pour a < 0, on montre de la méme facon que f, est strictement
décroissante. La proposition 24.7 montre que f, o fi/, = fi/q4 © fu est l'identité, de sorte
que f, est une bijection. Si on écrit

fa(x) — 2alog21: ’

on voit que f, est continue comme composée de deux fonctions continues.

On peut maintenant tracer les graphes de ces fonctions.

DESSIN

Fonctions trigonométriques. A un angle, c’est-a-dire a deux vecteurs de méme origine

dans le plan, vous savez associer deux nombres réels, son sinus et son cosinus.

Dans le cas d'un angle aigu (comme sur la figure), on a sin A = % ,et cosA = 2.

DESSIN
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Les fonctions sin et cos sont des fonctions de R dans R, c’est-a-dire qu’elles se
calculent, non pas sur des angles, mais sur des nombres : on veut parler de sinz (ot € R)

et non pas de sinA (ou A représente un couple de vecteurs). C’est beaucoup plus délicat.

Une stratégie possible est de définir la longueur d’un arc de cercle. On considere ensuite
un arc de longueur z sur un cercle de rayon 1 et on définit cosz et sinz comme le cosinus

et le sinus d'un angle au centre A «interceptant » 1’arc en question.

La longueur de la circonférence d’'un cercle de rayon 1 est alors un nombre réel qu’on
appelle 27 . Les fonctions cosinus et sinus sont définies comme des fonctions périodiques de
période 27 : on ne sait pas combien de fois on a fait le tour de la circonférence pour aller

de B a C quand on calcule cos A et sinA.

Pour les angles, on démontre facilement les formules d’addition (COS(A + B), ete). 11

est alors naturel de demander que nos fonctions vérifient les mémes formules.

En résumé, nous admettrons :

Résumé 24.9.— Il existe une fonction de R dans R, notée sin, et un nombre réel appelé

7 tels que

a) sin est impaire (sin(—z) = —sinx ) périodique de période 2w, strictement croissante
sur [—5, 5], et sin g =1

b) on a |sinz| < |z| pour tout x ;

et, si l'on pose cosx = sin(F — z) ;

¢) sin(z + y) = sinx cosy +siny cosx pour tous réels x et y ;

sin x

d) st 2 €[0,7/2[, ona x < :
cos T

Remarquons que l'on a alors sin0 =0 (par imparité ou b), sin(—=) =sinn par
périodicité, mais aussi sin(—n) = —sin 7 par imparité, de sorte que sinm = 0. De I'imparité
de sin, on déduit encore que cos est paire (cos(—z) = cosx ). La formule d’addition donne

enfin sin(rm —z) =sinz et

2

. T . T T .
1:sm(;c—|—§—x):sm:ﬁcos(§—x)—|—81n(§—x)cos;v:cos x + sin” &

pour tout =z .
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Proposition 24.10.— La fonction sin est continue sur R. Elle définit une bijection de
[—%, %] sur [—1,1].
Démonstration. Fixons un réel ¢ et montrons, grace aux propriétés énoncées ci-dessus, que

sin est continue en zg . Remarquons d’abord que la formule d’addition permet de démontrer

. . . r — X T + xo
Sll’lllf—Sll'l$0:2$ll'l< ) > COS( ) > 5

de sorte que

r — X0 r — X0

) <2752

|sinz — sin zg| < 2|sin<

par b). Pour tout nombre réel ¢ > 0, on en déduit
|t — x| <& = |sinz —sinzg| < ¢

et sin est donc continue en xg. Comme on a admis 24.9 qu’elle était strictement croissante

sur [—7, 7], on déduit du théoreme 22.1 qu’elle définit une bijection de cet intervalle sur

s

5) =1, cette image est bien [—1,1]. m

son image. Comme on a vu que sin(
(24.11) On en déduit que la fonction cos est continue sur R et que la fonction tangente
tg = sin / cos est définie et continue sur R—{5 +kn |k € Z}.

La fonction tangente est impaire. Elle est périodique de période m. De plus, elle est
strictement croissante sur |0, Z[ comme quotient d’'une fonction strictement croissante par

une fonction strictement décroissante positive (la fonction cosinus). Elle est donc strictement

croissante sur | — 7, Z[ et, par périodicité, sur chacun des intervalles ol elle est définie.
On a de plus évidemment limx_,%_ tgx = +o0, limxﬁ_%+ tgx = —oo. En particulier, la
restriction de tg & ] — 7, 7| est une bijection continue de | — 7, Z[ sur R.

De ces remarques, de la proposition 24.10 et des propriétés de symétrie énoncées ci-

dessus, on déduit sans mal la forme du graphe des fonctions sinus, cosinus et tangente.
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Grace a la proposition 24.10, on sait que la fonction sinus, restreinte a [-Z, 7
une fonction réciproque continue et strictement croissante, notée Arcsin: [-1,1] = [—7,

dont voici le graphe.

DESSIN
De meéme, la fonction tangente restreinte a | — 7, %[ a une application réciproque,
continue et strictement croissante, que l'on note Arctg:R — ]| — Z2,7[, et qui vérifie

lim, 400 Arctgx = £7 ; son graphe est représenté ci-dessous.
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EXERCICES

(25.1) Montrer, en utilisant la définition de la continuité d’une fonction en un point que

3

a) la fonction f(z) = 2° est continueen 0, en 1;

b) la fonction f(z) = 1/z est continue en 2.
(25.2) Soit f une fonction f:D — R. On suppose qu’il existe un réel A tel que, pour tous z et y de D, on
ait
|f(@) = f(y)] < Alz —y] .

Montrer que f est continue sur D .

(25.3) Si f et g sont des fonctions continues sur D, montrer que la fonction sup(f,g) définie par
sup(f, g)(z) = sup(f(z), g(x)) est continue. Retrouver ainsi le fait que si f est continue sur D, alors |f| est
aussl.

(25.4) Montrer qu'une partie J de R est un intervalle si et seulement si quand elle contient des réels z; et zs
tels que z; < zg, elle contient tous les réels compris entre z; et zs.

(25.5) Soit f une fonction continue définie sur un intervalle [a,b]. Si A et p sont des réels strictement positifs,
montrer qu’il existe un réel ¢ dans [a,b] tel que

A(a) = (A + @) f(e) + uf(b) = 0.

29. u la fonction g o f est-elle définies1 f(z) = vVa* —3z+2 et g(x) = —x* !
25.6) Ou la f 1 lle définie si V-3 2 V1 27

(25.7) Soit I un intervalle quelconque de R . Construire une application continue de ]0,1[ dans R dont 'image
soit 1.

(25.8) Soit P: R — R une fonction polynome. Montrer que |P| atteint son infimum : autrement dit, qu’il existe
un nombre réel zg tel que |P(z)| > |P(zg)| pour tout réel z .

(25.9) La fonction f(z) =az +b a-t-elle une application réciproque? Si oui, quelle est cette application
réciproque ?
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(25.10) Montrer que la fonction f(z) = 23 posséde une application réciproque continue sur R.. Que peut-on dire
de la fonction g(z) = 22 ?

(25.11) Soit n un entier > 2. Montrer qu'il existe au moins deux réels = pour lesquelson a z™ = n” . Trouver
une approximation & 0,1 prés d’un réel 2 vérifiant 23 = 3% et 2 < 3.

(25.12) Soit z un réel strictement positif. On définit une suite (un(z)) en posant u(z) = 2" (z/2" — 1), pour
tout n > 0.

a) Lorsque = > 1, montrer que la suite (un(z)) est décroissante, et qu’elle converge vers un réel positif, que
I’on note #(z) (puisqu’il dépend de z).

b) Lorsque 0 < z < 1, montrer que la suite (uy(z)) converge vers —1/£(x).
On définit ainsi une fonction £:]0,+oo[— R en associant & z le réel 4(z).
c) Montrer que pour tout = > 0, on a

1
1—=—<¥lYz)<z—1.
z

d) Montrer que £ est une fonction strictement croissante qui vérifie, pour tous z,y > 0, 1’équation

zy) = L(z) + Ly) -

e) Montrer que £ est continue, que sa limite en +oco est +oo, et qu’elle prend la valeur 1 en un unique
réel @ > 1. C’est donc la fonction log, (c’est en fait la fonction « logarithme népérien ) , qui sera définie dans le
chapitre suivant).

(25.13) a) Soit f: R — R une fonction continue admettant une limite finie en +oo et une limite finie en —oco.
Montrer que f est bornée sur R .

b) Soit P: R — R une fonction polynomiale de degré n . Montrer qu’il existe une constante C telle que
I’on ait, pour tout réel z,

[P(z)] < C(l=[™ +1) .

(25.14) Soit f une fonction de domaine de définition D . On suppose que pour tous points z,y,z de D tels que
z <y <z,lepoint f(y) est strictement entre f(z) et f(z).On veut montrer que f est strictement monotone.

On fixe deux points a et b de D et on suppose pour fixer les idées f(a) < f(b) .

a) Soient z et y des points de D tels que a < z <y < b. Montrer que f(z) < f(y) .
b) Soit # un point de D tel que = < a. Montrer que f(z) < f(a) .

c) Soient z et y des points de D tels que z < y < a. Montrer que f(z) < f(y) -

d) Montrer que f est strictement croissante.

(25.15) Soient I un intervallede R et f:I— R une fonction monotone. Montrer que f est continue si et
seulement si f(I) est un intervalle.

(25.16) Soit f une fonction continue définie et strictement décroissante sur un intervalle [a, b]. On suppose le
graphe de f dans un repére orthonormé symétrique par rapport a la premiére bissectrice. Que peut-on dire de

f~! ? Exemple: f(z) zi sur [1/2,2].

(25.17) Trouver, si elles existent, les limites des fonctions suivantes quand « tend vers 0 :

sin z+2 T —CosS®T Vi+z—1
vz o 22—1 " x+4cosz T .

. VRS . . . .
(25.18) La fonction z +— sm( —) a-t-elle une limite quand x tend vers 0 ? Méme question pour la fonction
x

mHmsin(é) .

59



(25.19) Pour tout réel z, on note E(z) la partie entiere de z, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal

a x ; calculer les limites suivantes
. a® . . E(z . 1 .
lim — , limzlog, =, lim (z) ,  lim zE(-) , lim zE(-) .
r—+4oco I z—0 r—+oco T z—0 €T z—+oco X

(25.20) Déterminer toutes les fonctions continues vérifiant chacune des ( équations fonctionnelles )) ci-dessous.
Ve,ye R f(z +y) = fz) + f(y) .

Ve,ye R flz +y) = f(2)f(y) -

c)  Va,yelo,+oo[  flzy) = fz) + f(y) -

) VeyeR  fly/2? +y?) = fl@) + fly) .

e) Ve,ye R f(y/22 +y?) = f(z)f(y) .

(25.21) Pour tout réel z, on note E(z) la partie entiere de z, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal
a x . Les applications suivantes, de R dans R, sont-elles continues?

a)  f(z) =E(z) + (z — E(z)) .

b) fl) =2+ +/z—E(z).

c) f(z) = 22 si x est rationnel, et f(z) =  sinon.

I

o

f(=)

X

(25.22) Soit f :]0,+oco[— R une fonction croissante telle que la fonction = — soit décroissante. Montrer

que f est continue.

(25.23) a) Solent z un réel et & un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un entier naturel k vérifiant

a
2ke > 1. L’entier & étant fixé, monter qu’il existe un élément o de Z tel que = < o <z+e.

a
b) Soient D le sous-ensemble { ok |kE N, «€Z} de R et z un réel. Montrer qu'il existe une suite
(un) d’éléments de D qui converge vers = .

c) Soit f: R — R une fonction continue. Montrer que si f s’annule sur D, alors f s’annule sur R tout
entier.

(25.24) Soit f :[0,4+oo[ — [0, +oo[ une fonction continue en 0 telle que

Ve,ye R flz +y) < f(2) + fy)

Soit a un réel positif. Montrer que si « est un réel strictement positif, il existe un élément k£ de N vérifiant

;ik < «. En déduire que f est bornée sur l'intervalle [0, a].

(25.25) Solent f :]0,4+oco[— R une fonction continue et ! un réel tels que

lim (f(z+1)— f(z))=1.

z—+oco
Le but de cet exercice est de démontrer que

TG

r—+oco &

=1.

a) Solent A et =z des réels vérifiant = > A > 0. Montrer que x s'%crit  =y+n avec y réel,
A<y<A+1letneN.

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout = > A, il existe
y dans JAJA+1] et n dans N telsque z =n+y et |f(z) — f(y) — nl| < ne/2.
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c) Montrer que ’on a alors

x € l
o)y e, U i
x 2 n n
L N ) . fl=)
d) En déduire qu’il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |—= — | < e
x

e) Exprimer en fonction de A et N un réel B vérifiant

r>B = <e,

puis conclure.
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IV. DERIVABILITE DES FONCTIONS

26. Définition de la dérivabilité

Vous avez tous déja rencontré la notion de fonction dérivable. Le premier point de vue
est celui de la cinématique : la variable ¢ représente le temps, et f(¢) la distance parcourue
par un point mobile qui se déplace toujours dans la méme direction, disons sur une droite
pour simplifier. La wvitesse moyenne entre deux instants tg et t; est le rapport entre la
distance parcourue et le temps passé, c¢’est-a-dire

ft1) = f(to)
t1 —to

Lorsque t; devient tres proche de tg, la vitesse moyenne entre les instants tg et
t; «tend vers)» ce que 'on appelle la wvitesse instantanée au temps tg ; c’est le nombre

qu’indique le compteur de vitesse de votre voiture a un instant donné.

Dans l'autre point de vue, on essaye de construire, en chaque point Py du graphe
d’une fonction f, une droite « tangente » a ce graphe en Py . On peut procéder de la facon
suivante : on considére des droites sécantes au graphe, passant par Py et un point P,
«voisin » de Pg, et on fait «tendre) P; vers Py ; la tangente sera alors la « limite » de
ces sécantes. Si g est I’abcisse de Py, les coordonnées de Py sont (g, f(z0)) ; tout autre
point Py du graphe de f a pour coordonnées (1, f(z1)) avec x1 # xg, et la droite PoPy

a pour équation
_ f(z1) = f(xo)

1 — Xo

(z — x0) + f(@0)

(on vérifie directement que la droite définie par cette équation passe bien par Pg et Py ).

DESSIN
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Dans chacun de ces deux points de vue, on s’intéresse a la limite du rapport

fla1) = f(zo)

?

r1 — 2o

qu’on appelle un tauz d’accroissement, lorsque x; tend vers xg ; on est donc amené a

énoncer la définition suivante.

Définition 26.1.— Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xo. On dit que f

est dérivable en xq st la fonction

r — Zo

T —

a une limite lorsque x tend vers xg ; si c’est le cas, on note cette limite f'(xg) et on

Uappelle la dérivée de la fonction f en xq.

Comme d’habitude, on dit que f est dériwable sur un ensemble D si f est définie et
dérivable en tout point de D ; on peut alors définir une fonction f': D — R qui vaut f'(x)

en chaque point x de D.

(26.2) Supposons f dérivable en z¢ et définissons une fonction ¢ au voisinage de xg en

posant

f(f) — f(«%)

r — I

— f'(z0) pour = # xg et e(xg) =0 .

e(z) =
Par définition, cette fonction & est continue en zg. On peut écrire

(26.3) fz) = f(zo) + (x — o) f' (o) + (z — z0)e(x) .

On dit qu’on a fait un développement limité de f a l'ordre 1 en xg : on a approximé

¢ au premier ordre » f(z) par la fonction affine

z— f(zo) + (2 — z0) f'(20) -

On définit la tangente au graphe de f au point de coordonnées (zq, f(zg)) comme la
droite d’équation
y = f(zo) + (z = 20)f'(x0) .
On dit que f'(zg) est la pente de la tangente : une dérivée strictement positive
correspond a une courbe « qui monte », une dérivée strictement négative a une courbe
« qui descend » . Plus la dérivée est grande, plus la courbe « monte vite » . Nous préciserons

ces constatations intuitives plus tard.

La premiere remarque a faire est qu’une fonction dérivable en un point est continue en
ce point : il résulte immédiatement du développement limité (26.3) que f(z) tend vers f(zo)
lorsque z tend vers zg, et c’est la définition de la continuité de f en xg. On verra dans
un exemple ci-dessous que la réciproque n’est pas vraie : il existe des fonctions continues qui

ne sont pas dérivables.
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Exemples 26.4. 1) La fonction f: R — R définie par f(z) = ax + b est dérivable sur R.
Il s’agit de vérifier que la limite du taux d’accroissement existe en tout point zg . Pour tout

x différent de zq, on a

f() = f(zo) _ (az +b) - (azo + b)

r — X0 r — Zo

?

la limite de cette expression constante quand = tend vers zg est a. On a donc montré
fllz)=a

pour tout réel x.

2) La fonction f:R — R définie par f(z) = 2? est dérivable sur R. Il s’agit de vérifier
que la limite du taux d’accroissement existe en tout point g . Pour tout z différent de zq ,

o1 a 9 9
) — Xz r~ —

flz) = flwo) _ 2" —ad
r — o r — I

la limite de cette expression quand z tend vers zg est 2zg. On a donc montré

fl(z) =2z

2

pour tout réel x . La tangente a la parabole y = 2 au point (zg, z3) est la droite d’équation

y = 2xo(x — x0) + 3 = 20(22 — 20) .
3) La fonction f:R-{0} — R définie par f(x) =1/x est dérivable sur son domaine de
définition. Il s’agit de vérifier que la limite du taux d’accroissement existe en tout point

zg # 0. Pour tout z différent de z¢, on a

1 1

flz) = flwo) _ 5~z _  ®o—=x 1

T — To r—1x9 xxo(T —20)  TTO

La limite de cette expression quand z tend vers zo étant —1/z2, on a montré

pour tout réel = non nul.

4) La fonction f:]0,4o0c] — R définie par f(z) = /z est dérivable sur ]0,4o0[. Il s’agit
de vérifier que la limite du taux d’accroissement existe en tout point xg > 0. Pour tout

x > 0 différent de zg, on a

flz) — flzo) _ Vr -0 _ 1 .
T — Zg T — Zo \/E—I—\/%

La limite de cette expression quand z tend vers zp est s——, on a donc montré
2\/170 ?




pour tout réel x strictement positif.

5) Dérivée de la fonction sinus : d’apres les propriétés de cette fonction que 'on a

admises en 24.9, on a pour tout z € [0,7/2[,

sin

sine <z <

’
COsS T

d’ou )
sin x

cosx < <1

T

pour z # 0. Ces inégalités restent encore vraies pour z € [7/2,7/2]-{0}, puisque les
fonctions de x qui y apparaissent sont toutes paires. Comme cos est continue en 0 (cf.
(24.11)), on en déduit

sin

=1

lim ,
z—0 X

ce qui signifie exactement que sin est dérivable en 0, de dérivée 1. On écrit alors, comme

dans la démonstration de la proposition 24.10, pour z # zg,

sinz —sinzg  sin(*52)
= — = cos(
2

:c—l—:co)

r — X0

De nouveau par la continuité de cos, la limite de ce taux d’accroissement lorsque x
tend vers zg est cosz. La dérivée de sin est donc cos.

6) La fonction f:R — R définie par f(x) = |z| n’est pas dérivable en 0 : le taux

f(@) = (0) _ ol

z—0 T

d’accroissement est
9

qui vaut 1 si >0, et —1 si x <0; 1l n’a pas de limite lorsque z tend vers 0. Voici
donc un exemple de fonction continue qui n’est pas dérivable en un point. On peut méme

construire des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point!

Intuitivement, une fonction est continue si on peut tracer son graphe «sans lever son
stylo » ; dans la méme optique, on peut dire qu'une fonction est dérivable si on peut tracer
son graphe «sans arréter son stylo ». Il est facile de se rendre compte des limites de ces
interprétations intuitives en se demandant pour quelles valeurs de l'entier positif n la
fonction x — ™ sin(1/x), prolongée par continutié en 0, est dérivable en 0 (au fait, quelle

est la réponse?).

27. Opérations sur les fonctions dérivables

Comme pour la convergence des suites, ou la continuité des fonctions, il est rare dans
la pratique que 1’'on revienne a la définition pour montrer qu'une fonction est dérivable. On

utilise plutot des théoremes généraux, que nous allons maintenant démontrer.

Proposition 27.1.— Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xqo et dérivables

en g .
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a) Pour tout réel a, la fonction af est dérivable en xqo, de dérivée af'(xq).
b) La fonction f+ g est dérivable en xq, de dérivée f'(xq) + ¢'(z0) .
¢) La fonction fg est dérivable en xo, de dérivée f'(xo)g(xo) + f(x0)g'(20) .

Démonstration. Nous laisserons les démonstrations de a) (qui est un cas particulier de ¢))

et de b) aux lecteurs. Montrons c); il s’agit de calculer la limite du taux d’accroissement

f(z)g(z) — f(zo)g(zo)

T — Xg

lorsque x tend vers zg. On ’écrit ainsi :

f(2)g(z) = flzo)g(zo) _ f2)g(z) = flzo)g(x) flxo)g(z) — f(z0)g(x0)

r — X0 - T — X + r — o
= L2 TE0) 4 4 fag) LLZ00)

Le premier terme de cette somme est un produit de deux fonctions de z, qui tendent
respectivement vers f'(xg) (puisque f est dérivable en z¢) et g(xo) (puisque g est

dérivable, donc continue), en xg; sa limite est donc le produit des limites, a savoir

f'(x0)g(z0) . Le second terme de la somme a comme limite f(zg)g'(x0) ; le tout tend donc

vers f'(xzo)g(zo) + f(x0)g'(x0), ce qui montre c). m

Exemple 27.2. Pour tout entier n strictement positif, la fonction f: R — R définie par
f(z) = 2™ est dérivable sur R et f'(z) = na"~!. Démontrons-le par récurrence sur n. La
cas n =1 a été traité dans l'exemple 26.4.1); supposons connue la dérivée de la fonction

2" 71 Onéerit f(z) = 2™ comme le produit de = par 2" ™! ; la proposition 27.1 donne
flley=1-2""14+2-(n—1)2"? =na""" |
ce qui démontre la propriété au rang n.

Théoreme 27.3.— Soient f et g des fonctions. On suppose que f est définie au voisinage
de xqg et dérivable en xq. On suppose que g est définie au voisinage de f(xg) et dérivable

en f(xo). Alors go f est définie au voisinage de xq et dérivable en xq, de dérivée

(g0 f)(z0) = ¢'(f(0))f' (x0) -

Démonstration. 1l résulte de la remarque 20.5 que g o f est définie au voisinage de zg. Il

s’agit maintenant d’étudier la limite du taux d’accroissement

(9o f)lz) = (go f)lzo)

T — Xg

lorsque x tend vers zg . Ecrivons comme en (26.2) un développement limité de ¢ au premier
ordre en vy :

9(y) = g(yo) + (v — y0)g' (o) + (¥ — yo)e(y) -
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9(f(x)) — g(f(20)) = (f(x) = f(x0))g'(yo) + (f(2) — f(z0))e(f ()
pour tout x proche de g, de sorte que

o) =gf(x0) _ F) = F0) (e ro)

r — X0 r — X0

La limite de ce taux d’accroissement lorsque z tend vers zg est bien f'(z9)g'(yo), ce
qui montre le théoreme. m

T _

2

par I'exemple 26.4.5), (cos)'z = —cos(§ — z) = —sinz. La dérivée de cos est —sin.

2) La dérivée de la fonction f: R — R définie par f(z) = sin(2?) est f'(x) = 2z cos(z?).

Exemples 27.4. 1) Dérivée de la fonction cosinus : comme cosx = sin( x),ona

Corollaire 27.5.— Soient [ et g deuz fonctions définies au voisinage de o et dérivables
en xo. St g(xo) #0, la fonction f/g est définie au voisinage de xq et dérivable en xq,

de dérivée

(i) /(500) _ f'(@0)g(0) — f(0)g'(x0)

g 9(370)2

Démonstration. 11 résulte de la remarque 20.2 que f/g est définie au voisinage de zg. On
peut voir la fonction 1/¢ comme la composée de g avec la fonction y — 1/y, qui est par

hypothese définie au voisinage de g(xg). Le théoreme 27.3 et ’exemple 26.4.3) entrainent

(1/9)I(I0) = —g(IO)Q gl(l’o) .

On applique alors la formule qui donne la dérivée d'un produit (prop. 27.1.c)

N oy e gy (9 (@) _ f(@0)g(x0) — f(20)g'(x0)
(7 5) (o) = Fwo) ooy + Fleo) (=555 9(zo) ’

ce qui termine la démonstration. m

Exemples 27.6. 1) Pour tout entier n non nul, la fonction f:R-{0} — R définie par
f(z) = 2" est dérivable sur R={0} et f'(z) =nz""'. Le cas n >0 a été traité dans

I'exemple 27.2. Lorsque n < 0, on écrit " = —— et on applique le corollaire, qui donne

f’(x) _ —(—n)z — gl onel

2) Soient f:D — R une fonction dérivable en un point zg de D et n un entier non nul.

Si f(zo) # 0, la fonction f":D — R, définie par f"(z) = f(x)", est dérivable en ¢ ; en
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effet, c’est la composée de f et de la fonction y — y™, dont on a calculé la dérivée dans

I’exemple 27.2. Le théoreme 27.3 entraine
(f")'(x0) = nf(xo)" ™ f' (o) -

3) Dérivée de la fonction tangente : la fonction tangente est dérivable en tout point de
son domaine de définition (c’est-a-dire les points ou le cosinus ne s’annule pas, c’est-a-dire

encore les points qui ne sont pas de la forme 7/2+ kn, k € Z). Sa dérivée est donnée par

cos?z +sin’z 1
(tg)'(z) = = =1+te’x.

cos? z cos? x

Proposition 27.7.— Soit 1 un intervalle ouvert de R, et soit f une fonction définie sur
I, continue et strictement monotone. On sait (prop. 28.5) que f(I) =J est un intervalle
ouvert et que f admet une fonction réciproque f~! :J — 1 continue. Si f est dérivable en

zo de dérivée non nulle, f=1 est dérivable en yo = f(xq), et

(f_ )/(yO) = f’(fﬁo) .

On verra plus tard (lemme 29.2) qu’une condition suffisante pour que f soit strictement

monotone est qu’elle soit dérivable sur I, et que sa dérivée soit partout non nulle.

Démonstration de la proposition. Posons ¢ = f~1 ; il s’agit d’étudier la limite du taux
d’accroissement
9(y) — 9(vo)
¥—Yo
lorsque y tend vers yo . Par définition de g, on a y = f(g(y)) ; on peut donc écrire

9(yo)
flg(yo))

9() —9(wo) _ 9y
Y = Yo Flg(y))

C’est donc l'inverse du taux d’accroissement de f entre ¢(y) et g(yo). Puisque g est
continue en yo (prop. 23.5), g(y) tend vers g(yo) = xo lorsque y tend vers yo, de sorte
que le taux d’accroissement de f entre g(y) et xg tend vers f'(zg). Cela démontre la

proposition. =

On peut donner l'interprétation graphique suivante de ce théoreme. Rappelons que
dans un repere orthonormé, le graphe de la réciproque de f est le symétrique du graphe
de f par rapport a la « premiere bissectrice » ; on cherche la « pente » de la tangente au
graphe de f~! en le point (yo,f '(yo)) = (yo,0). Intuitivement, cette tangente est le
symétrique de la tangente au graphe de f en le point (zo,y0), dont la pente est f'(zq).
Or le symétrique d’une droite par rapport a la premiere bissectrice est une droite de pente

inverse, ici 1/f'(z0).
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Exemples 27.8. 1) Pour tout entier n non nul, la fonction ¢ : |0, +o00[ — |0, +oc| définie
par g(z) = {/xr = z'/" est la réciproque de la fonction f:z+ 2™ de ]0,+oc] dans
10, +o0] ; la proposition 27.7 donne donc, pour tout = > 0,

@) 1 1 1 1
glz)= = = — = —I
Flg(z))  ng(z)"=t pae n

Ce résultat se généralise a la fonction g(x) = z", ou r = p/q est un rationnel, qui est

la puissance pieme de la fonction z — 2'/¢. L’exemple 27.6.1) et ce qui précede donnent

11 1 p=1l41_ p_ _
l/q)p e B N R I e B r—1

g'(x) =p(x . . .

pour tout = > 0. Nous verrons dans la proposition 30.6 que cette formule reste valable pour

r réel quelconque.

2) On peut ainsi calculer les dérivées de fonctions que 'on ne peut pas exprimer a l'aide
de fonctions usuelles : par exemple, la fonction z + z° + x + 1 est strictement croissante
sur |0,4o0[, d’'image |1, 400 ; elle admet donc une réciproque ¢ définie sur |1, +oc[. On

a g(3)=1 ct ¢'(3)=1/F(1) = 1/6.

3) D’apres ce que 'on a admis en 24.9, la fonction cos, dérivée de sin, ne s’annule pas

sur | — 7, 7[. La fonction Arcsin : [-1,1] = [=F, 7] est donc dérivable sur | —1,1[, et, si
y = sinx , le théoreme 27.3 donne, puisque cosz > 0,
1 1 1

(Arcsin)'(y) =

cose \/1—sin2:17 N \/1—y2 .

On a vu dans l'exemple 27.6.3) que la dérivée de tg ne s’annule en aucun point. Sa

fonction réciproque Arctg : R —] — 7, Z[ est donc dérivable sur R, et, si y =tgz,
1 1
(Arctg)'(y)

- 1—|—tg2x: 14+y2
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28. Théoreme des accroissements finis

Ce théoreme est un résultat fondamental d’analyse. Il permet de controler les variations

d’une fonction par I’étude de sa dérivée.

Lemme 28.1.— Soit f wune fonction définie sur un intervalle [a,b]. Si f atteint son

mazimum ou son minimum en un point ¢ de |a,b[, et que f est dérivable en ¢, on a

F(e)=0.

Il est clair que la conclusion du lemme ne subsiste pas si I’extremum est atteint en une
extrémité de l'intervalle : la fonction z +— z atteint son maximum sur 'intervalle [0, 1] en
1, mais sa dérivée n’y est pas nulle. De méme, rien n’oblige la fonction en général a étre
dérivable en un extremum : la fonction x — |z| atteint son minimum sur 'intervalle | — 1, 1]

en 0, mais n’y est pas dérivable.

Démonstration du lemme. Supposons par exemple que f atteigne un maximum en ¢ (si
¢’est un minimum, il suffit de considérer la fonction —f). On a alors f(z) < f(¢) pour tout

z dans [a,b]. On en déduit que

fz) = f(c)

r —C

est positif si x < ¢,

donc aussi sa limite f'(¢) quand x tend vers ¢ (th. 21.6.d)). De méme,

fz) = f(e)

r —C

est négatif si = > ¢,

donc aussi sa limite f/'(¢) quand x tend vers c¢. Cela montre que f'(¢) est nul, d’ou le

lemme. =
Michel Rolle était un mathématicien francais (1652-1719); son lemme date de 1691.

Lemme de Rolle 28.2.— Soit f wune fonction continue sur un intervalle [a,b], dérivable
sur la,b[, et vérifiant f(a) = f(b). Il existe un point ¢ de |a,b| tel que f'(c)=0.

Démonstration. D’apres le théoreme 23.1, la fonction continue f atteint son maximum M
et son minimum m sur 'intervalle [a,b]. Si M = m, la fonction f est constante sur [a, D]
et sa dérivée est nulle sur Ja, b[ : n’importe quel point ¢ convient. Si M > m , I'un des points
M ou m, par exemple M, est distinct de f(a), et tout point ¢ en lequel f vaut M est

distinct de a et de b. Le lemme précédent entraine f'(¢) =0. m

L’interprétation géométrique de ce résultat est la suivante : si une fonction dérivable
prend la méme valeur en deux points distincts, son graphe admet au moins une tangente

horizontale entre ces deux points.
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Le théoreme suivant est une généralisation du lemme de Rolle : géométriquement, il
signifie qu’il existe toujours une tangente parallele a une corde du graphe d’une fonction

dérivable.

DESSIN

Théoreme des accroissements finis 28.3.— Soit f wune fonction continue sur un

intervalle [a,b] et dérivable sur |a,b[. Il existe un point ¢ de |a,b| tel que

fo) = fla) _
Démonstration. L’équation de la corde joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) du graphe

de f est

o) = =D ooy pia)
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L’astuce est de considérer la fonction = — f(z) — g(x) qui mesure la différence entre le
graphe et la corde. Elle vaut 0 en a et en b par construction; le lemme de Rolle entraine

que sa dérivée

Fl(2) —g'(x) = f'(2) - w

s’annule en un point ¢ de |a,b[, ce qui montre le théoreme. m

Corollaire (inégalité des accroissements finis) 28.4.— Soit f une fonction continue

sur un wtervalle [a,b] et dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe un réel M tel que
|f'(z)] <M pour tout x dans |a,b]. On a

£ (b) = fla)] < M(b—a) .

Démonstration. Cela découle du théoréeme, puisque |f'(¢)] < M. =

29. Applications

Nous allons maintenant préciser la relation déja évoquée entre signe de la dérivée et
croissance ou décroissance de la fonction. On peut commencer par remarquer que si une
fonction f est croissante, ses taux d’accroissements sont tous positifs. Si f est dérivable en
un point, sa dérivée y est donc positive. Le théoreme suivant montre que la réciproque est

vraie.

Proposition 29.1.— Soit f wune fonction continue sur un intervalle 1 et dérivable sur

[intervalle ouvert J de mémes extrématés que 1.

a) Pour que f soit croissante sur 1, i faut et i suffit que f'(z) soit positif pour tout

z dans J.

b) Pour que f soit décroissante sur 1, il faut et il suffit que f'(z) soit négatif pour

tout x dans J.

¢) Pour que f soit constante sur 1, i faut et il suffit que f'(x) soit nul pour tout x

dans J.

Démonstration. Montrons a); on a déja remarqué que la dérivée d’une fonction croissante
dérivable est positive. Inversement, supposons f : I —+ R dérivable de dérivée positive; si z;
et xp sont des points de I, avec 1 < x3, la fonction f est continue sur [z1, 23] (puisque
I est un intervalle), dérivable sur |z, z2[. Le théoréme des acroissements finis entraine qu’il

existe ¢ € |y, 22| tel que
f(z2) = f(1)

Ty — T

= f'(e) ;
par hypothese, f'(¢) est positif, donc aussi f(x2) — f(x1). Ceci prouve que f est croissante.

Le point b) découle de a) appliqué a la fonction —f, le point ¢) de a) et b), ou encore

de l'inégalité des accroissements finis (en prenant M =0). =
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Insistons sur le fait que la proposition précédente ne s’applique qu’aux fonctions définies
sur un intervalle. Par exemple, la fonction f:R-{0} — R définie par f(z) = —1/x est

dérivable, et sa dérivée est partout strictement positive, mais elle n’est pas croissante, puisque
f1)=-1<f(-1).
Il existe des fonctions strictement croissantes dont la dérivée s’annule (penser a la

fonction z — 2% ). Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition 29.2.— Soit f wune fonction continue sur un intervalle 1 et dérivable sur

[intervalle ouvert J de mémes extrématés que 1.
a) Si f'(x) >0 pour tout x dans J, la fonction f est strictement croissante sur 1.
b) Si f'(x) < 0 pour tout x dans J, la fonction f est strictement décroissante sur 1.

c) St f'(x) #0 pour tout x dans J, la fonction [ est strictement monotone sur 1.

Démonstration. Si x; et xy sont des points de I, avec z; < z9, la fonction [ est
continue sur [r1,22] (puisque I est un intervalle), dérivable sur ]zy,z2[. Le théoréme des

acroissements finis entraine qu’il existe ¢ dans |zy,z3[, donc dans J, tel que

flaa) — flz1)

Ty — T

= f'(c) .

Sous les hypotheses de a), f'(c) est strictement positif, donc aussi f(x3) — f(z1). Ceci

prouve que f est strictement croissante. Le point b) découle de a) appliqué a la fonction
Sous les hypothéses de ¢), f'(¢) est non nul, donc aussi f(z2) — f(x1). Ceci prouve

que f est injective sur I, donc, par la proposition 23.3, que f est strictement monotone

sur I. =m

Les résultats précédents sont tres utiles : ils permettent comme vous le savez de décrire
les variations d’une fonction dérivable en examinant le signe de sa dérivée. Le dernier résultat
de ce numéro est peut-étre un peu plus exotique, mais il découle directement de ce que nous
avons vu, alors pourquoi se priver... Il dit que la dérivée d’une fonction dérivable vérifie le
théoreme des valeurs intermédiaires. On sait que toute fonction continue a cette propriété
(th. 22.1); cependant, il est important de remarquer qu’il existe des fonctions dérivables dont
la dérivée n’est pas continue (un exemple en est donné dans 'exercice 31.3). Le théoréme

dit par exemple que la fonction dont le graphe est
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dessin d’une fonction en escalier

n’est pas la dérivée d’'une fonction.

Théoreme 29.3.— Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1. Limage f'(I)

de f' est un intervalle.

Démonstration. On se donne des éléments xy et xo2 de I tels que x; < 9 et un réel
¢ strictement compris entre f'(xz;) et f'(xz2). On veut montrer qu’il existe un réel z
entre ;1 et x2 tel que ¢= f'(z). Considérons la fonction ¢ : [x1,22] = R définie par
g(x) = f(x) — cx, et raisonnons par l'absurde : si ¢’ ne s’annule pas, ¢ est strictement
monotone sur [z, z2] par la proposition 29.2, donc ¢'(z1) et ¢'(z2) sont du méme signe.
Mais cela contredit le fait que les réels ¢'(z1) = f'(x1) —c et ¢'(x2) = f'(x2) — ¢ sont de
signes opposés puisque ¢ est strictement compris entre f'(z1) et f'(x3) ; il existe donc un

point de Jz1,z2[ en lequel ¢'(x) = f'(2) — ¢ s’annule, ce qui montre le théoreme.

30. Dérivées des fonctions logarithmes et exponentielles

Démontrer la dérivabilité des fonctions logarithmes a partir de la définition que 'on en
7 9 - - 7N\ ~ 14
a donnée n’est pas si simple. Comme vous le savez déja strement, nous allons démontrer que
. . . Ca
la dérivée de la fonction log, est une fonction du type =z — —, ou ¢, est une constante.
Jusqu’a présent, rien ne permettait de préférer une base de logarithme a une autre; vue la
forme de la dérivée de ces fonctions, il est clair qu’il existe une base a remarquable : celle

pour laquelle la constante ¢, vaut 1, c’est-a-dire celle dont la dérivée du logarithme est
x — —. On appelera cette base e, et le logarithme correspondant le logarithme népérien
x

(du nom du mathématicien écossais John Neper (ou Napier), 1550-1617), noté simplement

log .

Nous commencerons par étudier la dérivabilité de log, en 1, c’est-a-dire l'existence de

1
&a‘f lorsque = tend vers 1.

la limite de
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Lemme 30.1.— Pour tous réels x > —1 et b, vérifiant soit b > 1, soit b <0, on a

(1—|—x)b21—|—b;c.

Pour b entier, nous avons déja démontré cette inégalité dans le lemme 14.3.
Démonstration. Définissons une fonction sur | — 1, 4 00| en posant, pour tout = > —1,
f(z) =(1—|—x)b—1—b;c )

Pour b rationnel, cette fonction est dérivable sur son domaine de définition, et (ex.

27.8.1)
1

(1 + :c)l—b
Si b > 1, cette fonction est croissante par (24.8); si b < 0, la fonction = ~ (1 4 z)*~°

fll@)=b1+2) —b=b((1+2)"" ~1) =b] 1] .

est croissante pour la méme raison, donc la fonction entre crochets est décroissante, et son
produit avec b est croissante. La fonction f’ est donc croissante dans les deux cas. Comme
f'(0) =0, la fonction f' est négative pour # <0 et positive pour x > 0. La fonction f
est alors décroissante sur | — 0o, 0] et croissante pour [0, +oc[ ; comme elle est nulle en 0,
elle est partout positive. On a donc montré le lemme pour b rationnel. Si b est maintenant
un réel quelconque, on l’écrit comme limite d’une suite (b,) de nombres rationnels; pour z
fixé > —1,on a
(1+2) =1 —byz>0

pour tout n. Comme la fonction b — (14 x)? — 1 — bz est continue (cf. (24.8)), le membre

de gauche de cette inégalité tend vers (1+ x)® — 1 — bz lorsque n tend vers 'infini, de sorte

que cette quantité est positive (conservation des inégalités larges par passage a la limite). m

Lemme 30.2.— Pour a > 1, la fonction ¢: 0,1 U ]1,4o00] = R définie par

_log, @
-1

est décroissante majorée sur |1,4+o00[, et g(1/x) = zg(z).

g(x)

T2 — .
satis-

Démonstration. Supposons 0 < x1 < 9, avec x1 # 1 et 29 > 1. Le réel b =
1 —
fait aux hypotheses du lemme précédent ; si 'on prend = = xy — 1, il vient

9 —

(14 (e —1) =7 >1+ (21— 1) = a5 .

1 —
On applique la fonction croissante log, aux deux membres de cette inégalité; il vient

z9 — 1
v 1 log, 1 > log, 2 ,

Ty —
c’est-a-dire g(x1) > g(x2), puisque x5 — 1 > 0. Cela montre d’une part que ¢ est décrois-
sante sur |1,4o00[, et d’autre part que l'on a par exemple ¢(1/2) > g(x2), de sorte que ¢
est majorée sur cet intervalle. Enfin, on a

1. log,(l/x) —zxlog,x

go) = Bl - TR0 ey

ce qui démontre le lemme. =
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Proposition 30.3.— Pour tout réel a > 0 différent de 1, la fonction log, est dérivable
sur 10, 4+o0[ ; il existe une constante ¢, non nulle telle que, pour tout © >0, on ait

[

(log,)/(2) = =* .

Démonstration. On peut supposer a > 1, puisque log,,, = —log, . Dans ce cas, la fonction
g du lemme précédent est décroissante majorée sur |1, +oo[, donc a une limite finie quand
z tend vers 1 par valeurs supérieures (prop. 23.4). L’équation fonctionnelle satisfaite par
g entraine que ¢ a la méme limite quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. Il s’ensuit
que g(z), qui n’est autre que le taux d’accroissement de log, entre 1 et z, a une limite
quand z tend vers 1; on la note ¢, , c’est la dérivée de log, en 1. Le reste est facile : si

zg est un réel strictement positif quelconque, on a, pour x # z¢ et @ >0,

1Oga('r) _1Oga(‘r0) 1 10ga(;—0) 1 x
T e =1 9(—) -
xr — Io U Zo Zo

Cette expression a comme limite ¢,/zo lorsque z tend vers zg, de sorte que log, est
dérivable en zq, de dérivée ¢,/zq . La constante ¢, n’est pas nulle car log,, qui prend la

valeur 0 en 1 et la valeur 1 en a, n’est pas constante. =

La proposition 24.3 donne ¢, = ¢, log; a ; il existe donc un unique réel a tel que ¢, = 1.

Ve
On a montré

Définition 30.4.— Il existe un unique réel a tel que la dérivée de la fonction log, soit la
fonction x+— 1/x. On le note e, et on appelle la fonction log, , notée simplement log, le

logarithme népérien.

On peut aussi caractériser la fonction log comme étant 1'unique fonction définie sur

10, +o00[ qui vaut 0 en 1, et dont la dérivée est x +— 1/x (cf. exerc. 31.1).
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Corollaire 30.5.— a) Pour tout réel a >0 différent de 1, la fonction logarithme de base

a est dérivable sur 10,400, et

1

rloga

(log,)'(z) =
b) Pour tout réel a >0, la fonction exponentielle de base a est dérivable sur R, de
dérivée

r — a“loga .

log

Démonstration. Le a) résulte du fait que log, © = . Pour b), la fonction exponentielle

log a
de base a est la réciproque de log, ; comme la dérivée de cette derniere fonction ne s’annule

en aucun point par a),  — a” est dérivable sur son domaine de définition R, et sa dérivée

en x est (prop. 27.7)
(I SR
log,) (@)~ sopea 00

Ceci démontre le corollaire. =

On peut aussi caractériser la fonction x +— e* comme étant 'unique fonction définie

sur R qui vaut 1 en 0, et dont la dérivée est égale a elle-méme (cf. exerc. 31.2).

Proposition 30.6.— Pour tout réel a, la fonction f:]0,4+o00] = R définie par f(z) =z

est dérivable sur son domaine de définition, et f'(z) = az®~!, pour tout = > 0.

alogzx

Démonstration. On écrit f(x) = e ; le théoreme 27.3 entraine que f est dérivable et

que

1
f/(I) —a = ealogz — a$_1$a :a:ga—l 7
X

ce qui démontre la proposition. =

EXERCICES

(31.1) Montrer qu'il existe une unique fonction définie sur ]0,+oco[ qui vaut 0 en 1, et dont la dérivée est
z—1/z.

(31.2) Soit ¢ un réel; montrer qu'il existe une unique fonction dérivable f: R — R telle que f(0) =c et

fr=r.

(31.3) Montrer que la fonction f: R — R définie par f(z) = 22 sin(1/2) si 2 #0 et f(0) =0 est dérivable
sur R, mais que sa dérivée n’est pas continue en 0.

(31.4) Utiliser le théoréme des acroissements finis pour obtenir /626 a 1072 pres.

(31.5) Montrer que pour tout réel z,ona e* > 1+ .

1 1
(31.6) Solent p et g des réels strictement positifs vérifiant — + — = 1.

p

=]
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a) Soit y un réel strictement positif; étudier la fonction

b) En déduire que pour tous réels = et y, on a

P q
o] < 24 BT
p q

(31.7) Solent « et [ des réels positifs vérifiant v+ 3 =1, et z et y des réels positifs.

a) Etudier la fonction
e (I4+2)%(1+y)P —1—2%° .
b) En déduire 'inégalité
L+ <(14+2)*(1+y)" .

(31.8) Soit f une fonction continue et dérivable sur R . Montrer que si f s’annule n + 1 fois, sa dérivée s’annule
n fois.

(31.9) Dans le théoréme des accroissements finis, on écrit f(a + h) = f(a) + hf'(a + 0h) avec 6 € ]0,1[ ; calculer
# en fonction de h et a lorsque

@)=+ fE) =% 4345 f@)=VE  f)=

sans oublier de vérifier chaque fois que 6 € ]0,1].

(31.10) Soit f:[a,b] = R une fonction continue, ayant des dérivées premiére et seconde sur ]a,b[ et vérifiant
0

f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ € Ja,b[ ; on pose
f(e)
c—a)c—b)

En appliquant le lemme de Rolle aux fonctions f — ¢ et f' — @', montrer qu'il existe v dans ]a, b[ tel que

()
-

p(@) = (z — a)(x — b)

fle) = (e —a)(c —b)

(31.11) Retrouver la dérivée de la fonction z — z™ a l'aide de la définition de la dérivée ( n est un entier, et z
est non nulsi n < 0).

(31.12) Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur leur domaine de définition. Sont-elles dérivables ?
1
a) f:R—=R f(z) =2?sin— si z#0 f(0)=0
x
1
b) f:R—=R f@)==zsin— st z#0 f(0)=0
x
c) f:1-1L,1[—=R fl@)=vV1+z—+1—=
1 1 .
d) f:]1-L,1—=R f(r):\/—z—l—l—\/m—z—l si z#0 et f(0)=0

€T

1
(31.13) Soit f:R — R la fonction définie par f(z) = z*(2 + sin —) st z#0, et f(0) =0. Montrer que f
z

est dérivable sur R et que sa dérivée est continue.
(31.14) Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions = — sin/z et z — (sin\/z) — /z.
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(31.15) Soit f:R — R une fonction. Montrer que si f3 + f est dérivable sur R, la fonction f est aussi
dérivable sur R.. Donner un exemple pour montrer que si f2 est dérivable sur R, la fonction f n’est pas
nécéssairement dérivable sur R .

(31.16) Solent zg € R et f: R — R une fonction dérivable en z( . Montrer que

f(zo +h) — f(zo — h)

li =2f .
Jim . fi(xo)
: h) — f(zo — h
Montrer que lim F@o +h) - f(@o ) peut exister sans que f soit dérivable en g .
h—0

f(2z) — f(=)

X

(31.17) Soit f:]—1,1] = R une application continue en 0 telle que
0. Montrer que f est dérivableen 0.

posséde une limite finie en

(31.18) Soit f:]0,+o0c[ — R la fonction définie par f(z) = 2% + 2log(z) .
a) Montrer que f est une bijection.

b) On pose g = f~!. Calculer ¢’(1) puis déterminer ¢ et z tels que g¢'(t) =1/5 et f(z) =t.

(31.19) On consideére la suite définie par

Un

3
wFEg© R

1 x
a) On suppose que ug = 7 Etudier les variations de la fonction f(z) = 3o, oW R —{3/2} . En déduire
— 2z
que up est dans ]0,1[ pour tout entier n, et que la suite (up) est monotone. En déduire que la suite (up)
converge et calculer sa limite.

b) Que se passe-t-il si ug =0 ousi ug =17

(I

c) On suppose maintenent que ug = —= . Montrer que pour tout entier n > 0, on a u, < 0 et que la suite

up) converge et calculer sa limite.

A~

(un) est monotone. En déduire que la suite

d) Que se passe-t-il si 1 < ug < 3/27?

75



APPENDICE A
COMPLEMENTS SUR LES SUITES NUMERIQUES

32. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass
Théoréeme 32.1.— De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. On va d’abord démontrer le lemme suivant. Il suffira ensuite d’appliquer le

théoreme 15.2 pour avoir démontré le théoreme. m
Lemme 32.2.— De toute suite, on peut extraire une suite monotone.
Démonstration. On considere la partie E de N définie par
E={n € N|u, majore Upyi,Upt2,...} -
Si E est infini, on range ses éléments dans l'ordre croissant :
E={ni,na,...,ng,...} avec np <ng41 pour tout k.
On a alors wuy,, > uy,, > -+ par définition de E et on a bien construit une sous-suite

décroissante.

Sinon, l'ensemble E est fini, donc on peut trouver un entier m; strictement plus
grand que tous les éléments de E. Comme my ¢ E, il existe un entier mg > my tel
qUE U, > Upy, . Comme my € E, on peut recommencer. On construit ainsi une sous-suite

strictement croissante, ce qui finit la démonstration du lemme et du théoreme. m

33. Limites supérieure et inférieure

On a vu dans le chapitre II que les suites monotones sont tres agréables, puisqu’elles
ont toujours une limite (finie ou infinie). Il n’en est évidemment pas de méme pour les suites
quelconques ; néanmoins, nous allons voir que 'on peut toujours attacher a une suite bornée

une suite croissante et une suite décroissante.

Soit (uy) une suite; pour tout entier n, on pose

Up = sup {um, | m>n} u, = inf {u, | m>n}.

Si la suite (u,) est majorée, on définit ainsi une suite numérique (@, ), dont on vérifie
facilement qu’elle est décroissante. Elle converge donc vers une limite finie ou égale a —oo,
que l'on appelle la limite supérieure de la suite (u,), et que 'on note lim(u,). Si la suite

(un) n’est pas majorée, on pose H(un) = 400.
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Si la suite (u,) est minorée, on définit ainsi une suite numérique (u,,), dont on vérifie
facilement qu’elle est croissante. Elle converge donc vers une limite finie ou égale a +oo,
que lon appelle la limite inférieure de la suite (u,), et que l'on note lim(u, ). Si la suite
(un) n’est pas minorée, on pose lim(u,) = —oc.

L’intérét des limites supérieure et inférieure réside dans le fait qu’elles existent toujours
(dans R), méme si la suite est divergente. On a u, <%, pour tout n, de sorte que

lim(u,) < Tim(u,).

Exemples 33.1. 1) Considérons la suite bornée u,, = (—1)". Pour tout n, on a
Up =sup {(=1)" |m>n} =1 et u, =inf {(=1)" |m>n}=-1,
de sorte que lim((—1)") = —1 et lim((—1)") =1.
2) Considérons la suite bornée u,, = 1/n. Pour tout n, on a
T sup (Um | m>n}=1/n et u,=inf (1fm|m>n} =0,

de sorte que lim(1/n) = lim(1/n) = 0.

Théoreme 33.2.— Pour qu’une suite numérique soit convergente dans R wvers €, il faut et
il suffit que lim(u,) = lim(u,) = £.

Démonstration. 1l s’agit de montrer d’une part que si une suite est convergente, ses limites
supérieure et inférieure sont égales a sa limite, d’autre part que si les limites supérieure et

inférieure d’une suite sont égales, cette suite est convergente.

Soit donc (u,) une suite convergente; supposons d’abord sa limite ¢ finie. Soit e
un réel strictement positif; il existe un entier N tel que, pour tout entier n > N, on
ait { —e <u, <l+e.Pourtout n >N, onaalors £ —e¢ < up, et u, <+ pour tout

m > n, de sorte que
(—e<inf{upy |m>n}t=u, e u,=sup{um|m>n}<l+¢
On peut «passer a la limite » ; puisque ¢ —e <wu, pour tout n assez grand, on a
¢ — ¢ <lim(u,) = lim(u,). On montre de méme que lim(u,) < ¢+ ¢c. On a donc montré
que pour tout réel strictement positif €, on a
0 — ¢ <lim(u,) <lim(u,) <l+¢.
Cela entraine lim(u,) = lim(u,) = £. Le cas ot la limite ¢ est infinie se traite de fagon

analogue, et sera laissé aux lecteurs.

Soit maintenant une suite (u,) dont les limites supérieure et inférieure sont égales. De
. \ N 14 N\ 7
nouveau, nous ne traiterons que le cas ou elles sont finies, égales a un réel £, les autres cas

étant laissés aux lecteurs. De facon générale, on a pour tout n les inégalités

u, =inf {uy, |m>n} <wu, <sup {up |m>n}t=1u, .
Comume les suites (u,,) et (uw,) convergent par hypothese vers la méme limite ¢, il en

est de méme de la suite (uy). =
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APPENDICE B
CONSTRUCTION DES LOGARITHMES

Nous donnons ici une démonstration de ’existence des fonctions logarithmes, admise

au chapitre III. Montrons d’abord :

Proposition 34.1.— Pour tout réel a > 1, il existe une unique fonction strictement

croissante [ :]0,+o00[— R telle que
a) flzy) = f(z)+ f(y) -
b) f(a)=1.

Supposons qu’une telle fonction existe. On aura alors
F) = fAx1) = f(1) + f(1)

done f(1)=0, et

Pour construire une fonction f comme dans I’énoncé de la proposition, on commence

donc par comparer les nombres réels positifs aux puissances de a .

Lemme 34.2.— Pour tout réel x > 0, il existe un entier relatif m tel que a™ <z < a™*!.

Démonstration. Comme a > 1, on a lim,_,4~(a") = +oo (voir 14.2) et lim,,_oo(a”) =0.

m—+1

Il existe donc un plus petit entier relatif m tel que = < a . On a alors a™ <z, d’ou le

lemme. =

Démonstration de la proposition. La premiere étape est de définir une fonction f. Fixons

un réel x > 0 et considérons la partie A, de R définie par

AI:{]—)EQM]ZI et o <27}
q

(il faut remarquer que a? < z¢ équivaut a a*? < 2% pour tout entier k& de sorte que cette

propriété dépend de la fraction p/q seulement, et pas du choix de p et ¢).
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La partie A, est une partie majorée de R :si m est I'entier donné par le lemme, c’est-
a-diresi a™ <z < a™*!, alors m + 1 majore A, . En effet,si p/¢g€ A, ,ona p/g<m+1
puisque a? < z¢ < a{™*+14 Donc A, a une borne supérieure dans R . Remarquons que si
p/q € A, , et que f est une fonction vérifiant les conditions de la proposition, on a a? < x?,
donc p = f(a?) < f(x?) = qf(z) puisque f est croissante. On en déduit f(z) > sup A, . In-
versement, pour tout ¢ > 0, il existe un rationnel p'/¢’ tel que supA, +¢ > p'/q¢’ > sup A, .
On a alors p'/q¢" ¢ A, , de sorte que a? > 27 et p = f(apl) > f(;cql) = ¢ f(z) puisque f
est strictement croissante. On a donc f(z) < p'/q¢’ <supA, + ¢, ceci pour tout e. Cela
montre déja 'unicité de la fonction f : si elle existe, on doit avoir f(z) = sup A, pour tout
x > 0. On définit maintenant f ainsi, et il faut vérifier qu’elle satisfait bien aux conditions

de la proposition.

Tout d’abord, puisque a > 1, des entiers p et ¢ vérifient a? < a?, si et seulement si

p < ¢g. Ensuite, on a
A, = {7 P<gii=1(P <
Aa—{EEQW <a }—{EGQH?_Q},

de sorte que f(a) =supA, =1.

(34.3) Remarquons que, si a? < 2% < aP*" alors p/q€ A,, de sorte que f(z)>p/q.

Ensuite, pour tout p'/q¢’ dans A, , on a a?’ < 27 et
aP' 1< g0 = (Iq)q' < (ap-I-r)q' = q(Ptnd

de sorte que p'q < (p+ 1)’ et p'/q’' < (p+1)/q. On a done p/q < f(z) < (p+1)/q.

Montrons maintenant que cette fonction vérifie «1’équation fonctionnelle » (24.1).
Donnons-nous des réels x et y. Pour tout entier ¢ > 1, il existe par le lemme des entiers
p et p’ tels que

’ ’
aP§$q§aP+1 7 aP Syq<alﬂ-‘r—17

de sorte que
aPt? < (zy)? < aPtP'+2

Mais alors, on a par (34.3)

< fle) < PTL
q

?

S

2 p+1 p+p p+p +2
gﬁf(y)é p , p §f($y)§f-

En ajoutant les deux premieres inégalités, on obtient

PV < pla) 4 fly) < PEEEZ
q
de sorte que )
|[f(zy) = fx) = fly)] < E

ceci pour tout entier ¢ > 1. Donc f(zy) = f(z) + f(y) .
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Montrons a présent que f est strictement croissante. Comme elle transforme multipli-

cation en addition, il est naturel de considérer, si 0 < x < y, le rapport z = y >1.
x

Comme limy,_,1o0(2") = 400, il existe un entier n > 1 tel que a < z™. Alors % €A,
et done f(z) > % > 0. Enfin

fly) = flzz) = f(z) + f(z) > f(a) .
On a ainsi fini la démonstration de la proposition. m

La fonction f ainsi définie grace au réel a > 1 est le logarithme de base a, noté log, .
Si a est un réel tel que 0 <a <1, la fonction —log,,, vérifie I'équation fonctionnelle et

prend la valeur 1 en a, ce qui justifie de la noter aussi log, . Elle est, bien str, décroissante.
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APPENDICE C
COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

35. Un premier résultat
Le résultat suivant est parfois tres utile pour montrer qu’'une fonction est dérivable en

un point (voir cependant la remarque qui suit la démonstration).

THéoreme 35.1.— Soient 1 un intervalle ouvert et xg un point de 1. Soit f une fonction
continue sur 1 et dériwable sur I-{xo} . St la limite en xo de f'(x) existe et est finie, alors

la fonction f est dérivable en xg et on a

f(xo) = lim f'(z) .

r—c

Démonstration. On veut démontrer que f est dérivable en zg et donc étudier

fim (8 =z

r—rTo r — Xo

Si z est distinct de zg, la fonction f est continue sur 'intervalle fermé d’extrémités
xg et x et elle est dérivable sur 'intervalle ouvert de mémes extrémités. D’apres le théoreme

des accroissements finis 28.3, il existe un réel ¢ strictement compris entre zg et = tel que

T — Zo

= f'(c) .
Lorsque = tend vers xq, il en est de méme de ¢, et I’on obtient

r—Tg T — Zo c—c
ce qui implique le résultat. m

Remarque 35.2. La réciproque est fausse : ce n’est pas parce que la limite de la dérivée
n’existe pas que la fonction n’est pas dérivable en ce point; en d’autres termes, la dérivée

n’est pas nécessairement continue (cf. exerc. 31.3).

36. Théoreme du point fixe

Le résultat suivant est utile pour déterminer des valeurs approchées de solutions
d’équations. Il complete le théoreme 22.2 : il permet d’obtenir des valeurs approchées d’'un

point fixe avec des hypotheses un peu plus fortes sur la fonction.
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Théoréme 36.1.— Soit f:[a,b] — [a,b] une fonction continue. On suppose que f est
dérivable sur la,b] et qu’il existe k <1 tel que |f'(x)] <k pour tout x dans [a,b]. Alors
f admet un unique point fize dans [a,b] qui est obtenu comme limite de toute suite (uy)

vérifiant upy1 = f(un) (avec ug quelconque dans [a,b] ).

Démonstration. Le point fixe (dont on connait déja l’existence par le th. 22.2) est unique car si
c1 et ¢y sont deux points fixes de f, on obtient en appliquant 'inégalité des accroissements

finis 28.4
lc1 — 2| = [f(er) — flea)| S kler — e,
ce qui n’est possible que si ¢; et ¢z sont égaux (car 0 < k < 1). Montrons que toute suite

définie dans ’énoncé converge bien vers ce point fixe, que l'on note ¢. Comme f(¢) = ¢, on
obtient

m — ] = £ (tn_1) — F(O)] < klitn_s — ¢l ,
d’ou (par récurrence)
lup —c| < E"ug — | .
Ceci implique bien la convergence de la suite u, vers ¢ et donne une majoration de

I’erreur commise en remplacant ¢ par u,. =

Il faut impérativement que la constante k& de ’énoncé soit strictement inférieure a 1 :
si f:[0,1] = [0,1] est la fonction définie par f(z) =1 — z, une suite (u,) comme dans

Iénoncé ne converge en général pas vers le point fixe 1/2 de f.

37. Regle de I’Hospital

Cette regle est parfois pratique pour calculer des limites. Il faut cependant s’en méfier,
car ses hypotheses sont nombreuses mais indispensables (¢f. remarque 37.2.3) ci-dessous). Il

est souvent tout aussi rapide de s’en passer (¢f. remarque 37.2.1) ci-dessous).

Théoréeme (Régle de I'Hospital) 37.1.— Soient f et g deuz fonctions définies sur un

intervalle ouvert 1, et soit ¢ un point de 1. On suppose que
(i) f et g sont continues sur I;
(ii) f et g sont dérivables sur 1 sauf éventuellement en c ;
(iii) ¢'(x) #0 pour z € I-{c} ;
(iv) flc) =g(c)=0.

/
Si la fonction = admet une limite finie en ¢ alors on a
g

Faisons quelques remarques avant de passer a la démonstration de cette regle.
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Remarques 37.2. 1) Cas ou il est inutile d’appliquer la régle de I’'Hospital. Si on
suppose que les fonctions f et g vérifient les propriétés (i) a (iv) et que, de plus, elles sont

dérivables en ¢ avec ¢'(¢) #0, on a

Il suffit en effet d’écrire

fz) _fa)—fle) w—c
g(x) r—c g(z) —gle)’

et d’appliquer la définition de la dérivée de f et de ¢ au point ¢. On a par exemple

et —1
lim —
=0 sinx

=1

?

car r — € — 1 a pour dérivée 1l en x =0 et =z — sinz a pour dérivée 1 en = = 0.

2) Cas ou il est utile d’appliquer la régle de I’Hospital. Considérons la fonction F

définie sur | — 1, 4o0[ par
T
_ pour z # 0,
1 pour z =0 .

Cette fonction est-elle dérivable en 0 7 Il s’agit d’étudier

I F(z) — F(0) — lim z —log(1l + z)
z—0 T z—0 zlog(l+ x)

Définissons f et g par f(z) =z —log(l+ z) et g(x) = xlog(l+ z). Ces deux fonc-

tions sont dérivables sur | —1,4o00[ et nulles en 0. Comme on a f'(z)= et

z+1

g'(z) =log(l+ )+ %, on a f'(0) =¢'(0) =0. On ne peut donc pas appliquer la re-
x

/
marque 1), ni directement la regle de ’'Hospital puisque I'on ignore si — admet une limite

finieen 0. On a
f'lz) x
g'(z)  z+(1+a)log(l+a)’

On définit alors deux fonctions a et [ sur |—1,+o00[ en posant o(z) ==z et
Blz) = x4 (1 + x)log(l + x). Ces deux fonctions sont dérivables en 0 et on obtient

a'(0) =1 et B'(0)=2.
En appliquant la remarque 1) on obtient

afz) 1

lim

z—0 ﬂ(x) N 2 ’
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et en appliquant la regle de I’'Hospital a f et g,
1
lim flz) =

£—0 g(x) 27

La fonction F est donc dérivable en 0 et sa dérivée est égale & 1/2.

3) La regle de I’Hospital est fausse. Considérons les fonctions f et ¢ définies sur
10, +oo[ par
1 1 1 1

f(z) = 2% cos — + 223 sin = et g(z) = zrcos — + z2sin — .
x x x x

Ces deux fonctions se prolongent par continuité en 0 et sont dérivables sur |0, 4oof.

On a
. (=) . sin® 4 3z2sint 3234z
lim = lim +——"5 — = lim =0.
z—0 g'(z)  «—0 —sin o +2zsin . =0 222 + 1

En revanche, on montre que f/g n’admet pas de limite en 0 car
f(;c) T cos % + 222 sin %
T

x

g(z)  cos 1+ zsin
Quelle est 'hypothese de la regle de I’Hospital qui n’est pas vérifiée ?
4) La réciproque de la régle de ’Hospital est fausse. Prenons en effet
f(:ﬂ)zxzsin% , glz) =2 I=R et c=0.
Les fonctions f et g¢ tvériﬁent les propriétés (i) a (iv). La limite en 0 de f/g vaut 0

et pourtant la limite en 0 de f'/¢’ n’existe pas.

La démonstration de la regle de I’Hospital repose sur le lemme ci-dessous qui est une

généralisation de la formule des accroissements finis.

Lemme de Cauchy 37.3.— Soient f et g deuz fonctions définies sur un intervalle [a,b].
On suppose que f et g sont continues sur [a,b] et dérivables sur la,b[, et que de plus
g'(x) #0 pour tout x dans |a,b[. Il existe alors un élément ¢ € |a, b tel que

£~ fa) _ f(e)

g9(b) —gla)  g'(c)

Démonstration. Considérons la fonction h définie sur [a,b] par
h(z) = g(2)[f(b) = fla)] = f(2)[g(b) — g(a)] .
Cette fonction est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. De plus,
h(a) = g(a)f(b) — f(a)g(b) = h(b) .

On déduit donc du lemme de Rolle 28.2 I'existence d'un élément ¢ de ]a,b] tel que

h'(¢) = 0, ce qui s’écrit
g'()f(0) = fla)] = f'(c)lg(b) — g(a)] -

Comme ¢'(z) # 0 pour tout x dans ]a,b[, le théoréme des accroissements finis 28.3 pour g

implique que g(a) — ¢g(b) # 0. On peut donc diviser les deux membres de cette égalité par
g'(c)(g(b) — g(a)) pour obtenir le résultat du lemme. m
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Ce qui est remarquable dans ce résultat, c’est que 'on obtient le méme ¢ au numérateur

et au dénominateur. En effet, si on se contentait d’appliquer le théoreme des accroissements

f'er)

finis a f et a ¢ on obtiendrait une fraction égale a avec ¢ # ¢y en général.

Démonstration de la régle de I’Hospital. Soit = un élément de I. Les propriétés (i), (ii)
et (iii) permettent d’appliquer le lemme de Cauchy aux fonctions f et g sur Uintervalle

d’extrémités x et c. Il existe donc un élément d strictement compris entre = et ¢ tel que

On a donc en utilisant (iv)
flo) _ Fld)
g(z)  g'(d)

Comme f'/¢" admet une limite finie ¢ en ¢, il existe pour tout & > 0 un nombre § > 0

tel que

f'(d)
g'(d)
Or 0 < |z — ¢| < ¢ implique (vu la définition de d) 0 < |d — ¢| < §. On en déduit donc

que f/g admet aussi £ pour limiteen ¢. =

0<|d—c|<é=|

Al <e.
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