Le théorème de Brouwer, au carrefour 

entre discret et continu
De nombreuses démonstrations mathématiques font appel aux relations entre discret et continu. On s'intéresse dans ce TIPE au théorème de Brouwer, qui affirme que toute fonction continue du carré unité [0,1]x[0,1] dans lui-même admet nécessairement un point fixe. 

Dans une première partie, on verra que le théorème de Brouwer est équivalent à une propriété d'un jeu de société, appelé Hex, et ainsi on le démontrera à partir d'un résultat du domaine du discret. 

La seconde partie concernera une démonstration plus profonde du théorème de Brouwer ; on se fondera sur la théorie des homotopies, l'idée étant de transformer un problème de topologie en un problème algébrique.

A. Démonstration du théorème de Brouwer à l'aide d'une discrétisation amenée par un jeu de société.


I. Jeu de Hex et théorème associé

I.1. Présentation, propriété

Deux joueurs (A et B) s’affrontent sur un plateau de jeu constitué d’un pavage d’hexagones. Chacun marque à tour de rôle une case d’un signe distinctif ("X" pour A, "O" pour B). Le but du jeu, pour A par exemple, est de relier ses deux rives A et A’ par un chemin ininterrompu de "X".

Plus précisément, A (resp. B) a gagné s’il a marqué de "X" (resp. "O") une suite H1, …, Hp d’hexagones vérifiant :

. pour i=1..p-1, Hi et Hi+1 ont un côté commun

. H1 se situe sur le côté A (resp. B) et Hp sur le côté A’ (resp. B’)

On peut voir en annexe 1 l’exemple d’une victoire de B.

La propriété essentielle qui va être utile ici est l’impossibilité d’un match nul. On étudiera une propriété plus générale, qu’on appellera le théorème de Hex.

I.2. Théorème de Hex

Enoncé :


Si chaque case du plateau de jeu Hex est marquée de "X" ou de "O", alors il existe :



. soit un chemin de "X" reliant A à A’

. soit un chemin de "O" reliant B à B’

Démonstration :

Considérons un plateau de jeu complètement rempli ; appelons arêtes les côtés des  hexagones. On va faire apparaître le chemin demandé en construisant une suite d’arêtes selon un certain algorithme.

On ajoute les arêtes u, u’, v, v’ (cf. annexe 2) et on considère les régions A et A’ (resp. B et B’) comme des cases marquées "X" (resp. "O").

On part de u. A chaque fois qu’on arrive 

au bout d’une arête, on continue (si possible) 






?=O(en b

avec l’unique arête suivante qui sépare une case 





?=X(en a

"X" et une case "O".

On ne peut parcourir deux fois la même arête (propriété évidente). Donc (nombre fini d’arêtes), l’algorithme se termine. De plus le chemin s’arrête nécessairement en u’, v, ou v’, par exemple en v (cf. annexe 2).

Alors, v est adjacent à B’, u à B, et ainsi les cases "O".adjacentes aux arêtes construites forment de façon évidente un chemin reliant B à B’.


I.3. Représentation plus adaptée

Pour les besoins de la démonstration il est intéressant de donner une représentation plus "mathématique" du jeu Hex, en introduisant une structure de graphe.

On munit Z2 de (( ((( et de la relation d'ordre (partiel) : 

x ( y  (  x1 ( y1  et  x2 ( y2 

On donne ainsi au plateau de jeu de taille (n+1)x(n+1) une structure de graphe, noté Gn , où par définition :

Sn=(z(Z2, (0,0) ( z ( (n,n)( est l'ensemble des sommets de Gn
et

x et y adjacents  (  x et y comparables et (( x-y(((=1


On définit les côtés:

W==(z(Z2, z1=0( et de façon analogue E, S, N.
Reformulation du théorème de Hex :

Si H et V partitionnent Sn , alors

soit H contient un chemin de W à E

soit V contient un chemin de S à N.
Graphe G5

II. Démonstration du théorème de Brouwer à partir de celui de Hex

Soit f : I2 (        I2       continue

    z  ( (f1(z),f2(z))

On veut montrer : (x(I2, f(x)=x.

Par compacité de I2, il suffit de prouver : ((>0, (z(I2, (( f(z)-z((( ( (
(l'application z ((( f(z)-z((( est continue sur I2 compact donc atteint son inf)

Fixons donc (>0.

II.1. Discrétisation de I2
L'idée est d'utiliser Gn avec n "assez grand". Pour cela, on utilise la continuité uniforme de f (par théorème de Heine): 

( (1>0, (x, y(I2, (( x-y((( ((1 ( (( f(x)-f(y)((( ( (
On pose (=min((1, () et on prend n tel que 1/n ( (.

II.2. Démonstration

On définit 4 sous-ensembles de Sn correspondant à z/n déplacé, par f, vers le haut, la gauche, la droite, le bas plus de (. Ainsi :

                                          V+ =(z(Sn , f2(z/n)-z2/n ((( 

H- =(z(Sn , z1/n -f1(z/n)(((                                      H+ =(z(Sn , f1(z/n)-z1/n ((( 

                                          V- =(z(Sn , z2/n –f2(z/n)(((
Il suffit de montrer qu'ils ne recouvrent pas Sn.

Posons H=H+ ( H- ,

    V=V+ ( V-  

et supposons par l'absurde que Sn=H ( V.

Alors d'après le théorème de Hex, H contient un chemin de W à E (par exemple).

Ce chemin est forcé de partir de H+ et d'arriver dans H-, puisque clairement :

 H+ ( E=(  et    H- ( W=( 

En outre H+ ( H-=( donc il existe a(H+ et b(H- adjacents.

a/n et b/n sont donc assez proches, et, vu leur position, f les "éloigne" ; on aboutit rapidement à une contradiction avec la continuité uniforme :

(a1/n – b1/n (( 1/n (( a-b((( =1/n ( ( ( (
a1/n – b1/n  ( -(
f1(a/n)-a1/n (( 

b1/n - f1(b/n) (( 

d'où     f1(a/n)- f1(b/n) ((         contradiction.

Conclusion : H ( V(Sn   i.e. : (z(I2, (( f(z)-z((( ( (.

Le théorème de Hex et le théorème de Brouwer sont en fait équivalents : il est ainsi possible de construire une autre preuve du théorème de Hex en utilisant uniquement le résultat de Brouwer. L'intérêt est de mettre en évidence des méthodes permettant de passer du discret au continu.


III. Etude de la réciproque

III.1. Triangulation et prolongement barycentrique

Cn= [0,n]2
Si on trace dans Cn le graphe Gn, on remarque que tout point de Cn peut s'écrire comme barycentre d'un minimum de points de Sn (1, 2, ou 3).

Plus précisément, si x(Cn et n'est pas sur une arête de Sn, on a :

(! (z1, z2, z3)(Sn3, (! ((1, (2, (3)( (R+)3,

x=(1z1+(2z2+(3z3
z1, z2, z3 adjacents 2 à 2

(1+(2+(3=1

Si x est sur une arête mais n'appartient pas à Sn, on utilise deux sommets, et si x appartient à Sn un seul.

Cette triangulation permet de prolonger une fonction définie sur Sn en une application continue définie sur Cn entier :

Si 

f :                 Sn ( E (e.v.n.)

on pose 
F :                Cn ( E

(1z1+(2z2+(3z3( (1 f(z1)+(2 f(z2)+(3 f(z3)



La continuité de F se vérifie en calculant (1, (2, (3 en fonction des coordonnées de x.

III.2. Démonstration du théorème de Hex

On suppose que H et V partitionnent Sn 



On pose alors :

W* : sommets liés à W par un chemin dans H.

S*  : sommets liés à S par un chemin dans V.

E* = H - W*

N* = V- S*

On va supposer par l'absurde que :  W* ( E=( et  S* ( N=(
et créer une fonction continue sans point fixe.


Soit (i,j) la base canonique de R2. 

Si z(Sn, on pose : f(z)=z + i  si  z(W*
z – i  si   z(E*

z + j  si   z(S*

z – j  si   z(E*

f(Sn)(Sn grâce à l'hypothèse.


On définit donc F : Cn ( Cn  par prolongement
F étant continue, on a par théorème de Brouwer : (x(Cn , f(x)=x.

Posons x = (1z1+(2z2+(3z3

et pour i=1, 2, 3, f(zi)=zi + vi  (vi((i, -i, j, -j( ).

On obtient : (1 v1+(2 v2+(3 v3=0

Or z1, z2, z3 adjacents 2 à 2 donc (i, -i( et (j, -j( ( (v1, v2, v3(, 

d'où la contradiction avec la combinaison linéaire nulle.

Cette équivalence fait apparaître que le théorème de Brouwer, tout en donnant des résultats dans le domaine du continu, est intimement lié à des concepts discrets. Une autre démonstration du théorème, utilisant la théorie des homotopies, illustre ce lien.

B. Le théorème de Brouwer : une application de la théorie des homotopies

L'objectif fondamental est de transformer des problèmes de topologie en des problèmes algébriques.


Ainsi, soient A, B, des espaces topologiques, et f : A(B continue.

On souhaite construire une "fonction de transfert" F, telle que F(f) : F(A)(F(B) soit un morphisme de groupes, vérifiant en outre :

(i)   si B=A et f=Id, alors F(f)=Id

(ii)  si g : B(C est continue, F(gof)=F(g)oF(f)


I. Définitions fondamentales

I.1. Homotopies de chemin



X espace topologique, I=[0,1]


(, ( chemins dans X (i.e. (C (I, X) ) avec ((0)=((0)=a ; ((1)=((1)=b


Définition : 



( et ( sont dits homotopes (on note (~( ) si il existe F : I x I(X continue telle que :


(1)  (s ( I, F(s,0)=((s)


(2)  (s ( I, F(s,1)=((s)

(3)  (t ( I, F(0,t)=a

(4)  (t ( I, F(1,t)=b




(cf. annexe 3)
Propriété :

~ est une relation d'équivalence, compatible avec le produit suivant : 

( chemin de a à b, ( de b à c, on pose

(((t)=((2t) si t([0,1/2]

        =((2t-1) si t([1/2,1]

I.2. Définition de G(X,a)

Un chemin de a à a est appelé boucle (ou lacet) sur a. On appelle G(X,a) l'ensemble des classes d'équivalences (notées [ ( ] ) des boucles sur a.


On pose [ ( ] [ ( ] = [ (( ]


On définit ( -1 : I ( X



et on pose [ ( ] –1=[ ( -1 ].




       t ( ((1-t)


On note c : I ( X  (boucle constante)
et e=[c].




t ( a

e est alors élément neutre pour la loi définie plus haut, et G(X,a) est un groupe.


Cas particulier :

Si X est connexe par arcs, tous les G(X,a) pour a(X sont isomorphes entre eux ; on définit ainsi G(X), le groupe fondamental de X.


Démonstration :



Si a,b(X et ( : I ( X continue telle que ((0)=a et ((1)=b


alors on peut vérifier rapidement que  (()* : G(X,a) ( G(X,b)









      [ ( ]   ( [ ( -1 ( ( ]


est un isomorphisme de groupes. (inverse : (( -1)* )


I.3. Fonction de transfert



A, B connexes par arcs ; on transforme f : A ( B continue en :


f* : G(A) ( G(B)


       [ ( ] ( [ fo( ]


Ce transfert vérifie bien les propriétés (i) et (ii).



On va désormais s'intéresser plus spécifiquement à deux ensembles en relation avec le théorème de Brouwer : D et U, resp. le disque et le cercle unité de R2.


II. Cas d'une partie étoilée

Théorème :

Si X est étoilé, G(X)({e}

Démonstration :



Soit X étoilé par rapport à a, ( une boucle quelconque sur a, et c la boucle constante.


On a bien (~c en utilisant F : I x I ( X


(continue)







 (s,t) ( (1-t)((s)+ta


D'où [ ( ]=e et G(X)(G(X,a)={e}


Application :  G(D) ({e}  , puisque a fortiori D est convexe.


III. Groupe fondamental de U



( : R ( U


induit un homéomorphisme de ]-1/2,1/2[ vers U – {-1}



      x ( exp(2i(x)


Soit ( son inverse.


Lemme 1 :

Soit ( chemin de U avec ((0)=1




( ! (' chemin de R tel que ('(0)=0 et (o('=( 




(on "déroule" ( : relèvement)


Démonstration :




Unicité :
Si (' et ('' conviennent, (o(''=(o('  d'où (o(('- ('')=(o('/(o(''=1



i.e. (('- ('')(I) ( Ker(()=Z



Or I connexe par arcs donc (('- ('') est constante.



Valeur en 0 ( (''=('


Existence :
I compact : ( uniformément continue sur I donc :



( (>0, ( t, u(I, ( t-u( ( ( ( ( ((t) - ((u)( ( 1



i.e. a fortiori ((t)(((u) et ((((t)/((u)) est définie.



Donc si on prend n tel que n(1/( on peut poser :



(t ( I,



('(t)= ((((1/n t)/((0)) + ((((2/n t)/((1/n t)) + … + ((((t)/(((n-1)/n t))



et cette expression convient.

Lemme 2 : 
Soit (, ( boucles homotopes de U sur 1, avec F : (~(. Alors :




( ! F' : I x I( R telle que F' : ('~(' et (oF'=F.


Démonstration :



On souhaite obtenir F' : I x I( R avec


F'(u,0)=('(u)

F'(0,v)=0


F'(u,1)=('(u)

F'(1,v)=('(1)=('(1)


On emploie exactement le même raisonnement que pour le lemme 1, en remplaçant I par I2, 

( par F, (' par F', en posant :

((u,v) ( I2,


F'(u,v)= ((F(1/n u , v)/F(0 , v))+((F(2/n u , v)/F(1/n u , v))+…+((F(u , v)/F((n-1)/n u , v))


Le seul problème concerne F'(1,v) :


On a : (oF'(1,v)=F(1,v)=((1)=((1)=1  d'où (v, F'(1,v)( Z.


Donc (continuité, connexité par arcs) : v( F'(1,v) est constante


valeur en 0, 1 ( F'(1,v)=('(1)=('(1)


Corrolaire :
('(1) ne dépend que de [ ( ]  et est entier




(correspond au "nombre algébrique de tours" faits par ()



On définit alors i : G(U) ( Z





    [ ( ] ( ('(1)

On peut vérifier que i est un isomorphisme de groupes (manipulations directes à l'aide des lemmes 1 et 2)


Conclusion : G(U)(Z


IV. Application : démonstration du théorème de Brouwer



Soit f : D ( D continue.


On suppose par l'absurde : (x(D, f(x)(x



On note alors g(x) l'unique point de U contenu 


dans la demi-droite issue de f(x) et passant par x.


On vérifie que g est continue (racine positive d'un 

trinôme du second degré).



On a ainsi construit g: D ( U continue avec g(U = Id U. ("rétraction")



On obtient une contradiction en appliquant G :


Posons h : U ( D 




z ( z


On a :

U
-h(
 D
-g(
U 
avec goh=Id U
D'où :

Z
-h*(
 {e}
-g*(
Z 
avec g*oh*=Id Z


contradiction.
Conclusion :


A travers ces deux démonstrations, on a pu voir en quoi le théorème de Brouwer est, contrairement à ses apparences, profondément lié au discret. Elles ont également permis d'appréhender différentes méthodes pour relier, dans un raisonnement, le discret et le continu (uniforme continuité, triangulation, prolongement barycentrique …) , ainsi que d'introduire les homotopies, théorie puissante en dimension 2, à l'origine d'une nouvelle "discrétisation".


Notons enfin que le théorème de Brouwer se généralise en dimension 

supérieure à 2 (problème non étudié).
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