Convergence exponentielle vers une distribution

quasi-stationnaire et applications

Denis Villemonais

Université de Lorraine, Nancy, France

Soutenance pour 'obtention de
I'Habilitation a diriger des recherches

1/27



1. Distributions quasi-stationnaires

a. Exemple d'une chaine de Markov
b. Définition et premieres propriétés
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— X admet une unique distribution stationnaire vy,

viP=vs; et nErPOOuP" liIPOOP#(Xne):vS,

pour toute distribution initiale y sur {1,...,N}.

— Preuves possibles
m par l'utilisation du théoreme de Perron-Frobenius

m par couplage, tel qu'exposé par Doblin
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u1>0 H2>0 us >0 Un-1>0 1>uny>0

— X admet une unique distribution quasi-stationnaire v

VgsP=00vgs et lim 6,"upP" = nljrpoo%”% (X €)= pumvgs

n—+oo
pour toute distribution initiale y sur {1,...,N}, 60 >0, n: E— R,
— C'est une conséquence du théoreme de Perron-Frobenius
B limy, oo Pu(Xy €| Xp #0) = vy,
m Darroch-Seneta 1965, 1967, Pinsky 1985

m méthodes de couplage?
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Soit (Xy) =0 évoluant dans EuU {0}, ou 0 ¢ E est absorbant.

Notons 15 = inf{t = 0, X; = 0} le temps d'atteinte de 0,

X;=0, YVt =1y presque slirement.
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Soit (Xy) =0 évoluant dans EuU {0}, ou 0 ¢ E est absorbant.

Notons 15 = inf{t = 0, X; = 0} le temps d'atteinte de 0,

X;=0, YVt =1y presque slirement.

Définition
Une distribution quasi-stationnaire (DQS) est une mesure de
probabilité v sur E telle que

Vgs = lIm Py (X € | £<71p)
t—o0
pour au moins une mesure initiale y sur E.
— Surveys et livre

m Méléard, V. 2012, Van Doorn, Pollett 2013
m Collet, Martinez, San Martin 2013
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Une mesure de probabilité v4s est une DQS si et seulement si

vqs:[F"Vqs(Xte- | t<71p), Ve=0.
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Une mesure de probabilité v4s est une DQS si et seulement si

vqs:[F"Vqs(Xte- | t<71p), Ve=0.

Dans ce cas, 31y =0 tel que

VgsPri=Py (e )=e My et Py (t<Ty) =€ M, V=0

— Réciproques partielles
m Ferrari, Kesten, Martinez, Picco (1995)
m Bourget, Chaumont, Sapoukhina (2013)

— Processus de Galton-Watson

m Cas critique : Ex(t5) = 0o pour tout xe N = pas de DQS.
m Cas sous-critique : Yaglom (1947), Athreya, Ney (1972)
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Définition
Le domaine d'attraction d'une DQS v est I'ensemble des mesures
de probabilité u telles que

tlir&l]””(X[ €.16<T3) =Vgs.
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Définition
Le domaine d'attraction d'une DQS v est I'ensemble des mesures
de probabilité u telles que

}H&P”(Xf €.16<T3) =Vgs.

En général :

L'existence d’'une DQS n’est pas garantie

L'existence n'implique pas I'unicité d'une DQS

L'unicité n'implique pas I'attraction de toutes les
distributions initiales

m L’attraction de toutes les distributions initiales n'implique pas
la convergence uniforme

— Comment garantir les propriétés ci-dessus ?
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2. Méthodes de couplage pour les distributions quasi-stationnaires

a. Convergence uniforme par couplage
b. Convergence non-uniforme par couplage et critére de Lyapunov
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Soit X évoluant dans EuU {0} absorbé en 0.

— Hypotheése Al (condition de Doeblin)

— Hypotheése A2 (inégalité de Harnack faible)

Théoreme (Champagnat, V. 2016)

Al et A2 © il existe C>0, y>0 et vy tels que

[PuXi€ 1t <T9)—vgs| ;v < Ce?', V=0, u proba sur E.

v
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Soit X évoluant dans EU {0} absorbé en 4.

— Hypothese Al (condition de Doeblin)
Il existe une mesure de probabilité v et ¢; >0 telle que

P.(Xi€:|1<13)=1v(-), Vx€eE.

— Hypotheése A2 (inégalité de Harnack faible)

Py(t<T1p)

>c >0, Vxe E,t=0.
Pr(t<Ts)

Théoreme (Champagnat, V. 2016)

Al et A2 © il existe C>0, y>0 et v tels que

[PuOG € 1t <T5) —vgs|| ;1 = Ce™Y', Vi=0, p proba sur E.

v

Dans ce cas, on peut choisir Ce™¥! =2(1 - ;)4
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|dées principales de la preuve (=)

VT =1, soit (Y/),.,. distribué suivant Loi((X)o<<7 | T < Ts).
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Ex(f(X)11<r,Px, (T~ 1 < T9))

AN
E{f0r)) = PA(T <1

, V0=t=<T.

— D'apreés les hypotheses Al et A2, on obtient

av(IP,(T-1<15)Px(1<1p)
Px(T < 1p)

Ex(f(Y])) = > c10V ().

— Cette propriété de Doeblin en temps inhomogene implique que
|Pe(YF €)—Py(Yf €|y 20—, VxyeE.

— Or IP’x(YITG ) =Py(Xre-| T<1y), ce qui conclue la preuve.
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Commentaires

m Al et A2 utilisées/étendues dans de nombreuses situations
PNM (Martinez, San Martin, V. 2013, Champagnat, V. 2016)
diffusions multi-d (Del Moral, V., 2018, Coulibaly-Pasquier, Champagnat, V. 2017)
NTE (Champagnat, V. 2016, Cox, Horton, Kyprianou, V. 2019)
algorithmes distribués (champagnat, Schott, V. 2019)
processus I'enfOI'CéS (Benaim, Cloez, Panloup 2016, Benaim, Champagnat, V. 2019)
limite d'échelles (chazotte, Collet, Méléard 2017)
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Commentaires

m Al et A2 utilisées/étendues dans de nombreuses situations
PNM (Martinez, San Martin, V. 2013, Champagnat, V. 2016)
- diffusions multi-d (pel Moral, v., 2018, Coulibaly-Pasquier, Champagnat, V. 2017)
NTE (Champagnat, V. 2016, Cox, Horton, Kyprianou, V. 2019)
- algorithmes distribués (Champagnat, Schott, V. 2019)
processus I'enfOI'CéS (Benaim, Cloez, Panloup 2016, Benaim, Champagnat, V. 2019)
limite d'échelles (chazotte, Collet, Méléard 2017)
m Ce type de preuve et/ou de condition apparait déja dans
- les travaux de Birkhoff (1951)
- les travaux de Del Moral (2004, 2013)
Ferrari, Mari¢ (2008)
Knobloch, Partzsch (2010)

m Limitations intrinséques car convergence uniforme et unicité

- espace d'états "compact”

non adapté a I'étude de nombreux modeles classiques
information sur le spectre réduite, au contraire de I'approche

Spectrale — Van Doorn 1991, Collet, Martinez, San Martin 1995, Cattiaux, Collet, Lambert,
Martinez, Méléard, San Martin 2010, Kolb, Steinsaltz 2012
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2. Méthodes de couplage pour les distributions quasi-stationnaires

a. Convergence uniforme par couplage
b. Convergence non-uniforme par couplage et critére de Lyapunov
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Soit (X;)nen un processus apériodique évoluant dans EuU {0}.

Hypothése E. 3 n; €N, 01,02,¢1,¢2,63>0, @1,02: E— Ry et une
mesure de probabilité v sur K c E tels que
— (A1-A2 local) Vxe K,
Py(n<T1y)

PyXy €)zav(NK) et ——=0, VneN.
Py(n<Ttp)
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Soit (X;)nen un processus apériodique évoluant dans EuU {0}.
Hypothése E. 3 n; €N, 01,02,¢1,¢2,63>0, @1,02: E— Ry et une
mesure de probabilité v sur K c E tels que

— (A1-A2 local) Vxe K,

Py(n<T1y)
PyXy €)zav(NK) et ——=0, VneN.
Py(n<Ttp)

— (Lyapunov) 6, <0, @1 =1, supg@; <oo, infxp, >0, @, <1,

E(p1(X1)) <0101 (%) + 021k (%), VX€EE
E(p2(X1)) =2 022(x), Vx€E.

Similarités et proximités :
B Meyn et Tweedie 1990', Hairer, Mattingly 2010
m Collet, Martinez, Méléard, San Martin 2010
m lonescu Tulcea, Marinescu 1950, Hennion, Hervé 2001
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Théoreme (Champagnat, V. 2019+)

Si I'hypothese E est satisfaite, alors 3vgs, a € (0,1),C> 0 tels que

K1)
B, |fX) | n< —vg(f)| = Ca™
|Eu [f(Xn) | n< 7] = vgs(f)| < Cax )

, VnenN,

pour toutes u et f telles que p(p1)/plp2) < +oo et |f] < ;.
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Théoreme (Champagnat, V. 2019+)

Si I'hypothese E est satisfaite, alors 3vgs, a € (0,1),C> 0 tels que

K1)
B, |fX) | n< —vg(f)| = Ca™
|Eu [f(Xn) | n< 7] = vgs(f)| < Cax )

, VnenN,

pour toutes u et f telles que p(p1)/plp2) < +oo et |f] < ;.
De plus, 3n: E— R, et 69 =60, tels que

|65 "Ex[f X1 —n(x)vgs(H| < Ca” o1 (x), ¥Yn=0,

— Extensions
- temps continu
- temps inhomogene (en cours avec Ocafrain et Champagnat)

- aux semi-groupes non-bornés par h-tranformée (Bansaye, Cloez,
Gabriel, Marguet 2019, Champagnat, V. 2019+)

- aux produits de noyaux aléatoires (en cours)
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Application aux diffusions multi-dimensionnelles

Soit X une diffusion évoluant dans un domaine borné Dc R% et
absorbé a sa frontiere 0D, solution de I'EDS

dXt = U'(Xt) dBt + b(Xt) dt, )(0 € D,

ol o et b sont Holder et uniformément elliptiques sur R?.
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Application aux diffusions multi-dimensionnelles

Soit X une diffusion évoluant dans un domaine borné Dc R% et
absorbé a sa frontiere 0D, solution de I'EDS

dXt = U(Xt) dBt + b(Xt) d[, )(0 € D,
ol o et b sont Holder et uniformément elliptiques sur R?.

Théoreme

L'hypothese E est satisfaite avec ¢ =1 et ¢, strictement positive.

En particulier, il existe une unique distribution quasi-stationaire,

qui attire toutes les mesures de probabilités sur D.

Comme corollaire, nous obtenons |'existence d'une unique fonction

positive 1 de classe C? telle que
oo”

5 An+b-Vn

pour un certain Ag >0, sans condition de régularité sur dD.

_/1017 =
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3. Urnes de Pdlya généralisées

a. Urnes de Pdlya usuelles
b. Urnes de Pdlya a valeurs mesure
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Urnes de Pdlya usuelles

Etat de I'urne au temps n Etat de I'urne au temps n+1

E—

— @
— @
L
+

Etat de I'urne au temps n+3 Etat de I'urne au temps n+2
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Etat de 'urne au temps n

my 235m+35+25.
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Etat de 'urne au temps n

my 235m+35+25.
Tirage d'une couleur Y41 € E:= {bleu,noir,blanc}, avec probabilité

my, 3

Y, ==0 +35 +26
" (B 8 s "B 5 O]

On obtient alors I'état de I'urne au temps n+1 via

S o
O =

0
Myy1 = mn+6yn+1 1
2

Par exemple, si Y1 = bleu, alors

Myl = 36+56+36.

— Aldous, Flannery, Palacios 1988, Janson 2004, Pemantle 2007
— Bandyopadhyay, Thacker 2017, Mailler, Marckert 2017
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3. Urnes de Pdlya généralisées

a. Urnes de Pdlya usuelles
b. Urnes de Pdlya a valeurs mesures
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Soient E un espace polonais, .# + les mesures positives sur E et
m mg € 4, 'urne initiale,
® R un noyau sur E.

Supposons m,, défini, on choisit et pose

my

Y1~ et muyy1 = mn+5yn+1R.
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Hypothese C. Il existe c},c2,0 >0 et une fonction V localement
bornée a ensembles de niveau compacts tels que

m0<c <infyegR(E) < superRx(E <1

m 0e(0,q) et
R,-V=0V(x)+c, Vx€E.

m le noyau de saut sous-Markovien R—1I admet une distribution
quasi-stationnaire v4s. De plus, la convergence vers la DQS a
lieu uniformément en variation totale sur les ensembles du
type {a e 4 (E) | a- VY4 < ¢}, C>0 pour un certain qg>1.

m enfin, x€ E— R, f est continu.

Théoreme (Mailler, V. 2019)

Si my -V < oo, alors la suite de mesures aléatoires (m,,/ m;(E)) =0
converge presque siirement faiblement vers v .
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Dans cet exemple, E=7Z et, pour tout x€ Z,
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Ol A,z >0, infyzq pty >0, SUP,y px =1 €t Ay =100 0(Hy),
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Dans cet exemple, E=7Z et, pour tout x€ Z,

Ry =Axbxi1+ pxbx1,

Ol A,z >0, infyzq pty >0, SUP,y px =1 €t Ay =100 0(Hy),

infrc 14x>0, sup,c_1Ax=1 et pux=_o 0(Ay)

Alors

0 <infyepAx + pix = infyep Re(E) < sup e p Re(E) = 1,

en posant V(x) =e™ a>1, R,V< %V(x) +C,
le processus de générateur R— Id satisfait I'hypothése E,
la continuité de R, est immédiate.
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Application 1 : noyau quasi-ergodique

lim ?
n—+oo
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Dans cet exemple, E=7Z et, pour tout x€ Z,
Ry=Ax0x11 +/vtx6x—l,

Ol A,z >0, infyzq pty >0, SUP,y px =1 €t Ay =100 0(Hy),
infyc 1 Ax>0, sup,c_1Ax=1 et px=_o 0(Ay)

L'urne de Pdlya générée par R converge presque slirement vers
I'unique DQS v associée a R et telle que v45(V) < +oo.
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Application 2 : degré extérieur d'une forét aléatoire

Le degré extérieur d'un nceud est le nombre de ses enfants.
Le profile des degrés extérieurs d'un arbre I est

Out(9) = Z 5degré extérieur de n
neg
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neg

Construction de |'arbre aléatoire récursif.
B RRT; a un nceud (la racine)
® RRT,:+1 = RRT, + un enfant ajouté uniformément

RRTy RRT, RRT; RRT), RRT; RRTs

0o 0p+01 200+ 0> 360 +26>
250+61+62 450+52+63
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Construction d'une forét aléatoire récursive.
m RRF; a un noeud
B RRFy41 : un nceud n de RRF, est choisi uniformément, puis
m si n est une feuille, on lui ajoute X ~ Y >0 @rd enfants;
m sinon, on lui ajoute/supprime X ~ Y r>_; Bray enfants,
ol (@p)k=0 et (Br)k=—1 sont des mesures de probabilités.

RRF,
[ J
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Construction d'une forét aléatoire récursive.
m RRF; a un noeud
B RRFy41 : un nceud n de RRF, est choisi uniformément, puis
m si n est une feuille, on lui ajoute X ~ Y >0 @rd enfants;
m sinon, on lui ajoute/supprime X ~ Y r>_; Bray enfants,
ol (@p)k=0 et (Br)k=—1 sont des mesures de probabilités.

RRFy

Proposition

Si a et B admettent un moment
exponentiel, alors le profil
renormalisé des degrés extérieurs
de RRF, converge presque
slirement vers une mesure de
probabilité v ;.
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Application 3 : processus auto-renforcé

Soit (Y;) =0 évoluant dans R% comme suit :

— Y évolue suivant I'EDS
dY, = dB, + b(Y;) dt, Yy € R? (1)

— et, a taux x(Y3) =1, le processus saute suivant sa mesure
] - 1 r
d'occupation  f; 8y, ds.
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— et, a taux x(Y3) =1, le processus saute suivant sa mesure
] - 1 r
d'occupation  f; 8y, ds.

N
’

Théoreme

Supposons que limsup,._., , U’(lx% < —§||K||§,/g. Alors

m la solution a (1) admet une unique DQS v4s avec un moment
exponentiel d’ordre ||«

fatble
0
f YS t —+00

m presque siirement,
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Quelques perspectives de recherche

m Etude de la longueur des télomeéres
— Albuisson, Benetos, Fritsch, Gégout-Petit, Horton, Toupance

Simulation des diffusions uni-dimensionnelles
— Anagnostakis, Le Jay

Etude des processus de branchement
— Coudray, Fritsch, Horton, Lenotre

m Travaux sur les DQS
— Champagnat, Lelievre, Ocafrain, Strickler

Algorithmes de simulation d'événements rares
— Cox, Kyprianou, Horton

m Courbure de Ricci grossiere
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