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Introduction

0.1 Motivation historique

Soient F' un corps local et G un groupe réductif connexe sur F. Soit R un corps de coefficients
algébriquement clos, sur lequel on prendra nos représentations.
En 1967, une lettre de Robert Langlands & André Weil ([Lan|) ouvre la voie a de nombreuses
questions qui constituent un gigantesque domaine de recherche actuel avec 1’étiquette « programme
de Langlands ». Ces questions couvrent en particulier les conjectures de Langlands locale dont la
philosophie est la suivante : il existe une bijection naturelle (en un certain sens)

certains morphismes certains paquets
de Gal(F/F) — | de représentations
dans I'G de G(F) sur R

oit G est un groupe (le « dual de Langlands », défini pour la premiére fois dans la lettre mentionnée
ci-dessus) associé & G sur R.

Soit p un nombre premier. Lorsque F’ est une extension finie de Q,, que G est un groupe « sympa-
thique » et R est C, Fy ou Q, pour ¢ # p un nombre premier, une série de travaux permettent de
mettre la main sur 'existence d’une telle bijection. Citons entre autres [HT01], [Hen00| et [VigO1]
pour le cas du groupe général linéaire GL(n, F).

0.1.1 Le cas modulo p et p-adique

Cette thése s’intéresse & des représentations modulo p, c’est-a-dire que ’on prend pour corps des
coefficients R une cloture algébrique Fp fixée du corps fini IF,,. Dans ce cadre-1a, trés peu de choses
sont connues et le gros des connaissances s’accumule autour du cas de GL(2,Q,). La bijection prend
alors la forme, pour F,; C F, fini :

certains paquets de

représentations lisses
irréductibles admissibles

de GL(2,Qp) sur F;

représentations semisimples
de dimension 2

de Gal(Q,/Qp) sur F,;

Le coté représentations galoisiennes est décrypté a travers la théorie des (¢, I')-modules de Fontaine
(|[Fon91]). Une premiére forme de cette correspondance a d’abord été établie numériquement par
Breuil ([Bre03a]), en terminant la classification de telles représentations de GL(2,Q)). Forts de cette
correspondance modulo p, les travaux de Breuil (|Bre03b|, |[Bre04|), Berger (|[BB10]), Kisin (|Kis10]),
Emerton (|[Emel0]), Colmez ([Col10al, [Col10c¢]|, [Col10b]) et Paskunas ([Pas13|) permettent d’établir
une correspondance (fonctorielle) & coefficients p-adiques compatible & la correspondance modulo p
évoquée ci-dessus.

0.1.2 Les représentations modulo p de groupes réductifs p-adiques

Comme on vient de le voir, dans le cas de GL(2,Q,), une étape importante dans I’établisse-
ment de la correspondance modulo p a été la classification des représentations de GL(2,Q,). On



s’intéresse uniquement aux représentations irréductibles, lisses, admissibles. L’histoire débute avec
la classification des représentations de Steinberg et des séries principales de GL(2, F') par Barthel et
Livneé (|BL95|, [BL94|), ot F est une extension finie de Q. Ils mettent de plus en lumiére I'existence
de représentations qui ne sont pas de cette nature (c’est-a-dire non sous-quotient d'une induite a
partir d’un sous-groupe de Borel) : les représentations dites supersinguliéres. La compréhension de
ces représentations pour GL(2,Q)) est due aux travaux de Breuil (|[Bre03a]). On peut citer aussi
que par la suite des travaux indépendants de Berger ([Ber10]) et d’Emerton ([Eme08]) ont établi
lirréductibilité des restrictions au Borel des représentations supersinguliéres de GL(2,Q,). Le cas
de GL(2, F') pour F' # Q, est réellement différent et plus compliqué comme l'attestent les travaux
de Paskunas ([Pas04]), Breuil-Paskunas (|[BP12]), Hu (|[Hul0]), ou encore Schraen ([Sch12]).
Récemment, les travaux de Grosse-Klonne (|[GKO09|) et de Herzig ([Herlla]) ont permis de com-
prendre les sous-quotients d’induites paraboliques pour GL(n, F'). Peu aprés, Abe a étendu cela au
cas de tout groupe réductif connexe déployé sur F' ([Abell]). Aucune avancée n’est & noter pour la
compréhension des supersinguliéres de GL(n, F') (y compris F' = Q,) pour n > 3.

Le premier cas de groupe non déployé a été étudié par Abdellatif avec I’étude des représentations
de U(2,1)(E/F) ou E/F est une extension séparable quadratique non ramifiée. Dans |Abdl11],
elle résout complétement le cas des sous-quotients d’induites paraboliques. Ensuite, Koziol et Xu
utilisent la machinerie de Paskunas ([Pas04]|) pour exhiber des représentations supersinguliéres de
U(2,1)(E/F) lorsque F' est de corps résiduel F,, (|[KX12]).

Enfin, on mentionne que les représentations de SL(2,Q,) et U(1,1)(Q,2/Q,) sont complétement
comprises : comme ces groupes sont en un sens « proches » de GL(2,Q,), Abdellatif ([Abd11]) et
Koziol (|[Koz12|) utilisent le cas de GL(2,Q,) pour mettre la main sur toutes les représentations
supersinguliéres du groupe qui les intéresse respectivement.

L’objet de notre travail a été de nous attaquer au premier cas de groupe non quasi-déployé,
U(2,1)(E/F)et U(1,1)(Q,2/Q,) étant quasi-déployés. Nous nous intéressons dans un premier temps
a GL(2, D) pour D une algebre a division de centre F', puis & GL(m, D) pour m > 3. Les différences
pour I’étude des induites paraboliques sont déja notables, et aucune approche des représentations
supersinguliéres n’a pu étre sérieusement tentée.

0.2 Présentation des résultats

0.2.1 Notations

Soit F'un corps local non archimédien localement compact, de caractéristique résiduelle p. Soit D
une algébre & division de centre F. Son degré sur F est un d? pour un certain entier d > 1. L’algébre
D posséde un sous-corps commutatif maximal E tel que F/F est une extension non ramifiée de
degré d, unique & conjugaison dans D prés (voir [Ser67]|, Appendix). L’extension D sur E est alors
totalement ramifiée au sens suivant : D contient une uniformisante wop de D de sorte que wp := w‘li)
soit une uniformisante de F' donc de E. On note Op ’anneau des entiers de D, kp son corps résiduel
et D(1) le pro-p-groupe 1+ wpOp.

Parce que E déploie D, le diagramme commutatif suivant existe et définit detg :

GL(m,D @p E) ~—= GL(md, E) .

J\ l det
detg

GL(m, D) EX

Par théoreme de Skolem-Noether, I'action de o € Gal(E/F) sur GL(m, D) — GL(md, E) coincide
avec la conjugaison par un élément ¢, € GL(md, E). En particulier, 'image de det est fixée point
par point par Gal(E/F) et est donc incluse dans F'* : on note detq : GL(m, D) — F* le morphisme
ainsi obtenu. Pour m = 1, detg devient le morphisme de groupes Nrm : D* — F* appelé norme



réduite.

Soient m > 2 un entier et G = GL(m, D). On note B le sous-groupe de G des matrices a coeffi-
cients triangulaires supérieurs : c¢’est un parabolique F-déployé minimal de G.

Toutes les représentations, sauf mention explicite du contraire, seront prises a coefficients dans

F,.

0.2.2 Le cas de GL(2,D)

On prend ici m = 2. La principale différence avec les cas quasi-déployés déja étudiés dans la
littérature réside dans le fait que les représentations lisses irréductibles admissibles de B ne sont pas
toutes des caractéres. En effet, dans le cas quasi-déployé, il existe un sous-groupe de Borel B de G
défini sur F'; et B posséde une décomposition de Levi B = TU avec U radical unipotent de B et
T un tore (non nécessairement déployé). En confondant abusivement les groupes et leurs F-points,
UNK est un pro-p-groupe et toute représentation lisse irréductible admissible de B sur ﬁp est triviale
sur U, donc se factorise par B — B/U ~ T. Ceci explique pourquoi, dans le cas quasi-déployé, on
ne travaille qu’avec des caractéres de B.

Revenons-en & G = GL(2,D). Il n’est pas quasi-déployé parce que D* ne l'est pas. A ce titre,
commengons par dire un mot sur les représentations lisses irréductibles de D*. Comme D(1) est un
pro-p-groupe, toute représentation lisse irréductible de D* se factorise par

D* — D*/D(1) ~ k) x wbh.
On remarque alors que w%z est dans le centre de D* et son action sur kj; dans le produit semi-direct
précédent est triviale. Il en résulte que toute représentation lisse irréductible admissible de D* est

de dimension finie, égale a un diviseur de d.
Soit p une représentation lisse irréductible admissible de B : elle se factorise par

B - BJU ~ D* x D*

ou U désigne le radical unipotent de B ; et p se décompose donc en p; ® ps ol p; et po sont deux
représentations de dimensions finies de D* comme expliqué ci-dessus. Le detg d'un élément de B
se lit

dete; < - ) — Nrm(a) Nrm(d).

On dira qu’une représentation p de B se factorise par un caractere de F X ¢'il existe un caractére
po: F* — IF'; vérifiant p = pg o detq sur B.
On commence par établir un critére d’irréductibilité pour I'induite parabolique Indg p-

Théoréme 0.2.1 Soit p une représentation lisse 1rréductible admissible de B.
(i) Si p se factorise par un caractére py de F*, alors Indg p est extension non scindée de deur
représentations de G irréductibles non isomorphes

O—>poodetg—>1ndgp—>8tpo—>0,

définissant par la la représentation de Steinberg St pg.
(1) Si p ne se factorise pas par detq, alors Ind%p est irréductible.

Remarque : Les représentations lisses irréductibles qui apparaissent dans le théoréme 0.2.1 sont
admissibles mais on ne 8’y attachera pas dans un premier temps. En effet, ceci sera établi plus gé-
néralement au cours des parties 0.2.3 et 0.2.4.



On va présenter trois preuves distinctes du théoréme 0.2.1.(ii). La premiére consiste a regarder
la restriction & B de la représentation & étudier ; la deuxiéme (sous I’hypothése supplémentaire que
p ne divise pas 2d) consiste a étudier la simplicité de D'espace (Ind$ p)/(") des I(1)-invariants en
tant que module & droite sur l'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori H(G, (1)) = Endg(inle(l) 1),
ol indg désigne le foncteur d’induction lisse & support compact modulo H pour H un sous-groupe
ouvert de G et 1 la représentation triviale. La combinaison de ces deux méthodes (sans 'hypotheése
supplémentaire p 1 2d) nous fournit aussi une preuve du théoréme 0.2.1.(i). Quant & la derniére
preuve présentée du théoréme 0.2.1.(ii), elle repose sur un isomorphisme entre une telle représenta-
tion Indg p et un conoyau dans une représentation obtenue par induction compacte.

Précisons un peu la nature de ces derniers objets. Pour cela, notons K le sous-groupe compact

maximal GL(2,Op) de G. Soit V' une représentation lisse irréductible de K ; elle est de dimension
finie et on sait la décrire explicitement. L’induite compacte indf'( V' est alors un module a gauche sur
l’algebre de Hecke H = Endg(ind% V). On montre que cette derniére est commutative et les repré-
sentations évoquées précédemment seront des conoyaux de certains opérateurs de H dans ind% V:
ce sont des ind]G( V ®n,x ﬁp pour des caractéres y : H — Fp de E;—algébres.
On dira qu’une représentation admissible est supersinguliére si elle un quotient irréductible d’un
indIG( V ®@m1x E, pour un caractére y s’annulant sur un certain opérateur explicite. Enfin, les com-
paraisons entre les induites paraboliques Indg p et ces ind?( V @1x F, fournissent le théoréme de
classification suivant.

Théoréme 0.2.2 Soit w une représentation lisse irréductible admissible de G. Alors w est dans l'un
des cas suivants :
(a) un caractére pg o detg, ou po est un caractére de F* ;
(b) une Steinberg St po, ot po est un caractére de F* ;
(¢) une induite parabolique Indg p, ot p est une représentation irréductible de B qui ne se fac-
torise pas par un caractéere ;
(d) une supersinguliére.

Remarque : Ce sera bien un théoréme de classification au sens oii l'on prouvera qu’il n’y a pas
d’entrelacement non trivial entre ces représentations.

Corollaire 0.2.3 Une représentation supersingulicre de G est supercuspidale, c’est-a-dire qu’elle
n’est pas sous-quotient d’une induite parabolique; et réciproquement.

0.2.3 Les réprésentations de Steinberg généralisées

Dans le but de généraliser les énoncés des théorémes 0.2.1 et 0.2.2 & GL(m, D) pour m > 3,
on a besoin de comprendre les « briques de base » correspondant aux représentations de Steinberg
dans le cas de GL(2, D) ; on les appellera donc représentations de Steinberg généralisées. Comme il
n’est pas vraiment plus difficile de ’obtenir dans le cadre d’un groupe réductif connexe quelconque,
c’est ce que l'on fera. Enfin, on souligne que les changements & apporter par rapport aux travaux de
Grosse-Klonne et de Herzig qui ont traité le cas d’un groupe déployé sont minimes.

Soit G le groupe des F-points d’un groupe réductif connexe défini sur F. Soit P un sous-groupe
parabolique standard de G, c’est-a-dire qui contient B, un parabolique déployé minimal fixé. L’es-
pace des fonctions P-invariantes a gauche IndIGD 1 contient I'espace Indg 1 pour tout sous-groupe
parabolique @) de G contenant P et on définit la représentation de Steinberg relative & P :

nd% 1
ZQ>P Indg 1

Soit K un sous-groupe parahorique maximal spécial de G. Notons K (1) le pro-p-radical de K. Pour
tout sous-groupe H de G, on note H le sous-groupe (H N K)/(H N K(1)) de G = K/K(1). Par

Stpl =



exemple, lorsque G est GL(m, D), K (1) est le sous-groupe de K composé des matrices congrues a
l'identité modulo (wwp) et G est le groupe fini GL(m, kp). On note red : K — G la réduction modulo
K(1) et on rappelle que le sous-groupe d’Iwahori standard de G est I = red™!(B). On commence
par récolter des informations sur I'espace des I-invariants de Stp1 en le comparant & son analogue
, _ _ Ind$ 1
fini, ’espace des B-invariants de Stpl = —————.
Z@>ﬁ Indg 1

Z Q
Proposition 0.2.4

(i) 1l existe une injection K-équivariante Stp1 — Stpl qui induit un isomorphisme

(Stp1)? = (Stp1)!

de F-espaces vectoriels.
(ii) Il existe une fonction fp € Ind%]l explicite telle que tout sous—Endé(Ind% 1)-module a droite

non nul de (§ﬁ]l)§ contient la classe de fg dans Stpl.

La preuve de cette proposition est uniquement combinatoire et suit les arguments de [GK09]
malgré la présence d’un systéme de racines éventuellement non réduit. On en déduit ensuite, par la
machinerie de Herzig, le résultat voulu suivant.

Théoréme 0.2.5
(i) Le K-socle! de Stpl est irréductible et on peut lidentifier explicitement.
(1) La représentation de Steinberg généralisée Stpl est irréductible et admissible.

0.2.4 Le cas de GL(m, D)

Maintenant que I'on dispose de toutes les informations voulues sur les Steinberg généralisées,
on retourne au cadre G = GL(m, D) précédent. Le travail que I'on effectue, dans la lignée de celui
de Herzig pour le cas déployé GL(m, F), est une généralisation des méthodes employées dans la
troisiéme preuve présentée du théoréme 0.2.1 pour GL(2, D).

Soient S un tore F-déployé maximal de GL(m, F) < GL(m, D); c’est aussi un tore F-déployé
maximal de GL(m, D). On note X, (S) le sous-groupe des cocaractéres associés et A le centralisateur
de S dans GL(m, D). Quitte & remplacer S par I'un de ses conjugués, on peut supposer que A est
composé des matrices diagonales, et en particulier est inclus dans B; c’est donc ce que l'on fera par
la suite.

Dans un premier temps, on doit comprendre un peu mieux ’algébre de Hecke-Satake H(G, K, V) =
Endg(ind% V). Grace au travail de Henniart-Vignéras ([HV11]), on sait que c’est une Fp-algébre
commutative qui s’injecte via la transformée de Satake modulo p dans H(A, ANK, VUmK) ou U
est le radical unipotent de B et K le compact maximal GL(m,Op). D’autre part, pour inverser la
transformée de Satake, dans le cas déployé et ol V est la représentation triviale de K, on dispose
de la formule de Lusztig-Kato. On fera attention que ladite formule concerne des représentations
a coefficients complexes. Ici, pour se faire, on va comparer les valeurs de transformées de Satake
d’opérateurs de Hecke pour GL(m, D) avec celles d’opérateurs pour le groupe déployé GL(m, E) <
GL(m, D). Pour H un sous-groupe de G, on note H(g) le sous-groupe H N GL(m, £) de GL(m, E)
correspondant ; en particulier, Gy désigne GL(m, E) lui-méme. Enfin, W désignera le groupe de
Weyl fini associé a S (invariablement pour G ou G( £)), que I'on verra concrétement comme le sous-
groupe de G gy < G des matrices de permutation.

On prend ensuite les notations suivantes pour les transformées de Satake classiques, & coefficients
complexes :

Sy : H(G(w), Ky, 1) = CIX. ()",

!par définition, c’est la plus grande sous- K-représentation semi-simple



S:H(G, K, 1) = ClA/AN K]V & C[X.(9))".

On remarque que 'isomorphisme W-équivariant de Fp—algébres
C[A/AN K] = C[X.(S)]
utilisé pour définir S provient du morphisme de groupes W-équivariant suivant :

v: AJANK = S/SNK = X,.(9)
X — a;d

)\(’ZHF) <« A

Pour tout élément A de X,.(S), on fixe ty € A un représentant de I'image réciproque ¥ ~1()\) de A
dans A/A N K. L’énoncé de comparaison prend alors la forme de la conjecture suivante, que 'on
sait prouver en petite dimension comme on l’expliquera par la suite. On supposera la conjecture
satisfaite dans toute la suite de I'introduction.

Conjecture 1 Soit A un élément de X.(S). Alors on a

S(1ke, k) = S(E)(HK(E)/\(WF)K(E))v

ot Ly (respectivement 1k 1k ) désigne Uopérateur de H(G, K, 1) (resp. H(G gy, K(g), 1)) de
support KtK (resp. KpytK(g)) pourt € G (resp. t € G(p)).

Cette identité nous permet de ramener I’étude de I'inversion de Satake modulo p de GL(m, D)
a un cas déployé lorsque V = 1 est la représentation triviale.
Dans le cas déployé de GL(m, E), on peut ramener les calculs voulus sur la transformée de Satake a
ce cas V = 1. Ceci n’est malheureusement plus le cas pour GL(m, D), et la raison pour cela réside
dans le fait suivant qui n’est plus valable pour GL(m, D) : tout caractere de K(p) & valeurs dans ?;
se prolonge en un caractere de G ().
Dans le cas de GL(m, D), on doit se contenter de avatar plus faible suivant.

Proposition 0.2.6 Tout caractére £ de K se prolonge en une application ensembliste du support
de l'algébre de Hecke H(G, K, &) a valeurs dans IF';. De plus, ce prolongement est multiplicatif pour
m < 2 (en un sens convenable).

Pour m = 3, déja, on ne peut plus garantir la qualité de multiplicativité & un tel prolongement. Et
c’est la raison pour laquelle on doit rajouter 'hypothése supplémentaire suivante, que I’on supposera
donc satisfaite dans toute la suite de 'introduction.

Hypothése 1 L’une des deux conditions suivantes est satisfaite :
(a) le degré d est un nombre premier, ou égal a 1;
(b) Uentier m est inférieur ou égal a 3.

Dans le cadre de I’hypotheése, on va pouvoir utiliser le calcul de I'inversion de Satake sans coef-
ficients (c’est-a-dire V'=1) et le prolongement ensembliste d'un caractére £ de K pour proposer un
argument de « changement de poids », essentiel dans la machinerie & la Herzig. Compte tenu de la
remarque précédente, la présence du cas m = 3 dans 'hypothése peut étre surprenant. Cependant,
cela s’explique par le fait que I'on utilise alors uniquement un prolongement de caractére pour un
Levi GL(2, D) x GL(1, D).

Aussi, les cas m < 3 sont des cas pour lesquels la conjecture 1 est vérifiée. Remarquons ici que
I’essence de cet énoncé réside dans la comparaison de cardinaux d’intersections de doubles classes
de Cartan et de classes d’Iwasawa, pour GL(m, D) et GL(m, E) respectivement.
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Proposition 0.2.7 Supposons m < 3. Alors la conjecture 1 est vraie.

Avant d’énoncer le changement de poids précédemment évoqué, on a encore besoin de deux dé-
finitions.
D’abord, deux caractéres £ et £ de AN K sont dits conjugués s’il existe un élément a € A vérifiant
¢ = &(a-at). Puis, les K-représentations irréductibles lisses V' (appelées « poids » par Herzig)
sont classifiées par le caractére VUK de A N K et le paramétre My de régularité : My est le Levi
standard maximal tel que M N K stabilise la droite VUK, Et V est dit M-régulier pour tout Levi
standard M contenant My, . Signalons par ailleurs que 'on a My = G si et seulement si V' est de
dimension 1.
Soit x : H(G, K, V) — F, un caractére de Fp-algébres. On définit le paramétre M, de régularité de
x comine le plus petit Levi standard M tel que x se factorise par la transformée de Satake partielle
H(G, K, V) — H(M, MNK, VNQK), ou NV désigne le radical unipotent du parabolique standard de
Levi M.

,
Soient M = [] M; un Levi standard de G ou chaque M; est de taille m; > 1, et P le parabolique
i=1
-
standard associé. Soit o = Q) 0; une représentation irréductible admissible de M, ou chaque o; est
i=1
dans l'un des cas de figure suivant :
(a) o; est supersinguliere avec m; > 1;
(b) o est une représentation de D> (ainsi m; = 1) avec dimg o > 1;
(c) o; est une Steinberg généralisée (p? o detg) ® Stg,F, pour un parabolique standard Q; de
M; et un caractére p! de F*.
Supposons de plus p) o Nrm # p?H o Nrm s’il existe deux blocs adjacents dans le cas (c).
On s’intéresse aux représentations irréductibles V' C (Ind%_ o)|x. Pour M; dans le cas (c), on note
M le Levi standard de @;. Les tels M] et M, engendrent un Levi standard que I'on notera M, . La
proposition de changement de poids s’énonce alors comme suit.

Proposition 0.2.8 Soient V une K-représentation lisse irréductible du K-socle de Indg, oety:
H(G,K,V) — F, un caractére de Fp-algébres. On suppose lexistence d’un morphisme non nul

ind% Vv 1y Fp — IndIGJ_ o

de G-représentations. Il existe une K -représentation lisse irréductible V' satisfaisant auz trois condi-
tions suivantes :
(i) VUK et (VYUK sont conjuguées en tant que (A N K)-représentations (de sorte que l'on
peut identifier H(G, K,V) a H(G, K,V") ; on notera H chacune de ces deuz algébres) ;
(1) on a un isomorphisme de G-représentations

ind% V @, Fp = ind% V' @40, Fp;
(iii) V' est M, -régulicre.

La preuve de cette proposition est présentée ici a travers des calculs sur des opérateurs de Hecke
et leur transformeée de Satake; c’est uniquement dans cette proposition que ’hypothése précédente
est nécessaire, et tous les autres arguments ne 1’utilisent qu’a travers cette proposition.

Ajoutons qu’une G-représentation lisse irréductible 7 est dite supersinguliére si, pour toute sous-K-
représentation irréductible V de 7| et tout caractere x : H(G, K, V) — F, de Fp-algébres induisant
un morphisme de G-représentations non nul

ind% V @y Fp — 7,

le paramétre de régularité M, associé a x est G.
Maintenant que l’on a & disposition la définition d’une représentation supersinguliére, I’énoncé de
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changement de poids et le travail de Henniart et Vignéras (|[HV12]) sur la comparaison entre induc-
tion parabolique et induction compacte, on peut en déduire un critére d’irréductibilité, qui est la
généralisation directe du théoreme 0.2.1.(ii).

Théoréme 0.2.9 Soient P et o comme avant la proposition 0.2.8. Alors Indg o est une G-représentation
wrréductible admaissible.

Remarque : Comme pour le théoréme 0.2.1.(i), on va donner les composants de Jordan-Holder de
IndIGg o dans le cas de réductibilité (c’est-a-dire si on enléve ’hypothése p? o Nrm # pY 'v1 0 Nrm).

Enfin, avec cela, on peut reprendre les calculs de Herzig avec le foncteur des parties ordinaires
d’Emerton (étudié par Vignéras lorsque F n’est pas de caractéristique nulle) et conclure quant a un
énoncé de classification.

Théoréme 0.2.10 Soit m une représentation irréductible admissible de G. Alors il existe un unique
parabolique standard P de Levi standard M et une unique M -représentation irréductible admissible
o de M (a isomorphisme prés) vérifiant les conditions du théoréeme 0.2.9 tels que w soit isomorphe
o Ind% 0.

Comme pour GL(2, D), on en déduit I’équivalence de notions suivante.

Corollaire 0.2.11 Une représentation supersinguliére de G est supercuspidale, et réciproquement.

Concluons en disant que nos résultats sont de la méme veine que dans le cas déployé GL(m, F')
(correspondant donc & d = 1) et les méthodes employées sont adaptées du cas déployé.
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Chapitre 1

Des représentations modulo p de
GL(2, D), D algébre a division sur un
corps local

1.1 Introduction

L’histoire de I’étude des représentations lisses modulo p de GL(2, D) commence avec Barthel-
Livné en 1994-95 avec le cas déployé D = F' (voir [BL94], [BL95]). On compléte ici leur classification
avec le cas non nécessairement déployé. Soient G = GL(2, D) et B le parabolique minimal composé
des matrices triangulaires supérieures inversibles. On commence par établir le critére d’irrréductibi-
lité suivant.

Théoréme 1.1.1 Soient p; et py deux représentations lisses irréductibles de dimensions finies de
D*.
(i) Supposons p := p1 = pa de dimension 1. Alors Indg p® p est admissible et est extension non
scindée de deux représentations irréductibles admissibles non isomorphes.
(ii) Dans tous les autres cas de figure, Ind% p1 @ py est irréductible admissible.

Un autre travail de Pauteur sur les représentations de Steinberg généralisées établit le (i) dans
un degré de généralité supérieur (voir chapitre 2). Cependant une preuve pédestre sera présentée ici.
Pour le (1), on présentera trois preuves distinctes. La premiére est notable pour sa simplicité et repose
uniquement sur une étude de la restriction a B. La seconde, conditionnellement & une hypothése sur
p, s’appuie sur ’étude du module des invariants sous le pro-p-Iwahori. Quoique plus pénible, cette
méthode a ’avantage d’exhiber des modules simples de Hecke-Iwahori, auxquels ’auteur consacrera
un article ultérieur. Enfin, la derniére méthode présentée, plus proche des articles de Barthel-Livné
(et par conséquent du travail récent de Herzig dans |[Herlla|) aboutit de plus au théoréme de
classification suivant.

Théoréme 1.1.2 Les représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp sont les sutvantes :
(a) les caractéres;
(b) les représentations de Steinberg ;
(c) les induites paraboliques irréductibles ;
(d) les supercuspidales.
De plus, les supercuspidales sont exactement les supersinguliéres.

On fait remarquer que ce résultat ne fait que débuter 1’étude des représentations lisses admis-
sibles modulo p de G puisqu’a ’heure actuelle les représentations supersinguliéres ne sont connues
explicitement que dans le cas D = F' = Q,, grace au travail de Barthel-Livné (voir [BL94], [BL95])
et de Breuil (voir [Bre03al).
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1.2 Notations et généralités

Soient p un nombre premier et Fp une cloture algébrique fixée de IF), ; tout corps fini de caracté-
ristique p sera vu comme un sous-corps de [F),.

L’objet de cette section est de donner les notations et de présenter des faits généraux bien connus
sur la théorie des représentations ou bien sur D* ou GL(2, D).

1.2.1 Représentations et algébres de Hecke

On pourra se reporter au paragraphe 2 de |[BL94|. Dans tout ce qui suit, toute représentation
considérée sera lisse (et on oubliera souvent de le mentionner), a coefficients dans F,. Soient G
un groupe topologique et H < G un sous-groupe fermé. On notera indf] le foncteur d’induction
compacte lisse et Indff celui d’induction lisse. L’action sur une induite se fera par translation a
droite, a savoir g.f :  — f(zg). On suppose H ouvert. Soit V' une représentation de H. Pour tous
g € GetveV,on définit [g,v] comme étant la fonction de ind$ V' a support dans Hg~' et prenant
pour valeur v en g~!. En particulier, si & est un élément de H, on a [gh,v] = [g, hv] et g[1,v] = [g,v].
Pour toutes représentations Vi et Vo de H, on définit I’espace d’entrelacements

H(G, H, V1, Vs) == Homg (ind% V4, ind§ V2).
On se permettra aussi de noter les algébres de Hecke
H(G,H,V) :=H(G,H,V,V), H(G,H):=H(G,H,1),

ou 1 désigne la représentation triviale de H.
Lorsque H est ouvert dans G, par réciprocité de Frobenius, on a

H(G, H, V1, Va) ~ Homy (Vi,indG Va).

Supposons que, pour tout g € G, la double classe HgH est union finie de classes & gauche (ou a
droite), et que V; et V5 sont finiment engendrées en tant que H-représentations. Alors on peut (voir
[HV11], section 2.2) exhiber I'isomorphisme

Homp (V1,indf Vo) {GLHome(Vl,‘/Q)

(v (g fl9)(v)) «
f - (9= (v1— f(u1)(g))-

On va souvent assimiler les opérateurs de H(G, H, V1, Va) a des fonctions sur G a travers cet isomor-
phisme.

Pour tous Vi, Vo, V3 et tous f1 € H(G,H,V1,Va), fa € H(G,H,V,,V3), on a la convolée fo % fi €
H(G, H,V,V3) définie par

f(haght) = ha f(g)ha }
H\Supp f/H fini

Brfiige S ha@f ). (L1)

xeG/H

Aussi, quand on voit les opérateurs de H(G, H, V') comme fonctions sur G, la structure multiplicative
est donnée par la convolution, qui est bien compatible & la multiplication par composition de la
premiére définition (voir |BL94|, Proposition 5).

1.2.2 Des notations pour D

Soit F' un corps local non archimédien localement compact & corps résiduel fini kg de caractéris-
tique p; on notera O son anneau de valuation, my son idéal maximal et ¢ = p/ le cardinal de kp.
Soit D une algébre a division de centre F : elle est de degré d? sur F pour un certain entier d > 1, et
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d’invariant de Brauer ap/d avec ap un entier de [1,d[ premier & d. Alors D posséde un sous-corps
commutatif maximal F tel que E//F est une extension non ramifiée de degré d, unique & conjugaison
dans D prés (voir [Ser67]|, Appendix); on note Op son anneau d’entiers. On peut munir D d’une
valuation discréte vp ; on fixe une uniformisante w de D (et on normalise & vp(w) = 1) de sorte que
wr := w? est une uniformisante de F. On note Op l'anneau de valuation de D, mp = (=) son idéal
maximal et kp = Op/mp son corps résiduel (qui est de cardinal qd). On note = +— T l'application
de réduction de Op & kp. L’action de I'uniformisante sur le corps résiduel est wzw ! = 77°° pour
tout © € Op. On remarque que kp est aussi le corps résiduel de E. Ainsi, on note | | 'application
de Teichmiiller kg — (’)E, que I'on prolonge en kp — Op en envoyant 0 sur 0.

Pour plus de précisions on pourra aller voir le chapitre 17 de [Pie82] ou le chapitre 14 de [Rei75].

Fixons un générateur p de k. Cela définit un isomorphisme { }: k) = Z/(q% — 1)Z envoyant
posur 1.
Pour deux entiers positifs a et b, on notera a A b leur plus grand commun diviseur.

1.2.3 Des notations pour GL(2, D)

D* D
0 D~
laires supérieures de GG ; c’est un parabolique minimal de GG sur F'. On note U son radical unipotent
et A son sous-groupe de Levi constitué des matrices diagonales.
Soit K le compact maximal GL(2,Op) de G. Notons K (1) le sous-groupe normal 1+wM>(Op) de K,
et K le groupe quotient K/K (1), alors isomorphe au groupe fini GL(2, kp). On définit Uy = UNK.
Si 7 désigne la projection canonique K — K, le sous-groupe d’Iwahori de K est [ = 7~ (n(BNK))
et I(1) désigne I'unique pro-p-Sylow de I, appelé pro-p-Iwahori. On remarque I(1) = 7~ (m(Up)).

Le groupe GL(2, D) est noté G. Notons B = le sous-groupe des matrices triangu-

On note W, le sous-groupe de G engendré par w := ( ZOU (1) > et s:= < (1) (1) ) Si T désigne le

X

tore diagonal ( 0

0 . . .
> >, qui est déployé maximal, W, est isomorphe au groupe de Weyl étendu

0 1 0 @
de W, ; et w désigne v1p2. On note Ap le sous-groupe de A engendré par 1 et @9 : ¢’est un systéme

Na(T)/(T'NK). On note respectivement ¢ et @g les éléments particuliers < @ 0 ) et < L0 >

de représentants de A/A N K. Enfin, pour x,y € D*, on notera dy := ( g 2 > € A
On rappelle que | | : kp — Op désigne I'application de Teichmiiller; on la prolongera en

[]: k?) — OD
(xj); — X @]

De plus, pour tout ¢ € N, on plongera naturellement kiD dans klN) par l'application (xq,...,zj—1) —
(zo,...,2i-1,0,0,...). Pour z € D, notons n(x) la matrice de U suivante : ( 0 916 > On note aussi

n(zr) = sn(x)s € U™ := sUs.

1.2.4 Les « déterminants » dans GL(2, D)

Lorsque D n’est pas commutatif (c’est-a-dire d > 1), il n’y a pas de déterminant canonique
GL(2,D) — D*. Cependant, on va tout de méme présenter un morphisme de groupes detg :
GL(2,D) — F* qu’on conviendra d’appeler déterminant.

Parce que F déploie D, on a le diagramme commutatif suivant entre algébres de matrices, qui nous
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permet de définir dety :

j\ \L det
detg

My(D) ——E
L’isomorphisme de déploiement
np : Ma(D) @p E = Myy(E)

n’est pas Gal(F/F)-équivariant mais on sait par application du théoréme de Skolem-Noether que,
pour tout élément o € Gal(E/F), il existe une matrice inversible ¢, € GL(2d, E) telle que pour tout
r®1e My(D)®p E,on a:

conp(z®1) =c,(np(z® 1))0;1.

En particulier, deto(x) est fixe par Gal(E/F') pour tout x € My(D), et detg est donc a valeurs dans
F. On définit alors la restriction de detg & GL(2, D), detg : GL(2, D) — F*, qui est un morphisme
de groupes. Lorsque l'on fait la démarche précédente pour GL(1, D), detg devient le morphisme de
groupes Nrm : D* — F* appelé norme réduite.
On remarquera que si A € GL(2, D) est une matrice triangulaire supérieure de coefficients diagonaux
(a1,as2), alors on a

detg(A) = Nrm(aqp) - Nrm(az). (1.2)

Pour plus de détails, on pourra se reporter au §12 n°3 de [Bou58|, au §4 de [Bou58|, ainsi qu’au
paragraphe 16 de |[Pie82].

Un autre morphisme dérivé du déterminant va aussi entrer en jeu lorsque l'on s’intéressera aux
représentations de GL(2,Op). Il s’agit de la composée

det : GL(2,0p) — GL(2,kp) <% kX,

ou la premiére application est la projection canonique K — K/K (1), qui correspond concrétement
a la réduction modulo (w) coefficient par coefficient.

On fait la remarque que si on note Ny, /i, la norme de I’extension galoisienne kp/kp, alors on peut
vérifier la compatibilité que résume le diagramme commutatif suivant :

det

GL(2,0p) — /{:g
detgl iNkD/kF
Of ———=k

Pour une preuve, on pourra se reporter a la Proposition 16.1 du chapitre 3.

1.2.5 Représentations irréductibles de GL(2, kp)

On rappelle ici les principales propriétés des représentations irréductibles de K = GL(2, kp). On
se référera au paragraphe 1 de [BL94] pour les preuves.

On commence par exhiber quelques représentations de K. On peut former les puissances symé-
triques Sym” Ei de la représentation standard de K sur FZQ), pour r > 0. L’espace Sym” FZQ) est celui
des polyndomes homogenes de degré r en deux variables; il a donc dimension (r + 1) et admet

X" Xy, XT2y? L XYL yT
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comme base sur F,,. L’action de K sur cette base est donnée par :

< ‘z Z ) XY = (X + eY) T bX + dY)

Ensuite, on peut tordre cette action par le Frobenius absolu ¢ : x +— P et ses puissances : I’action

§7g r 2 906 4
de K sur (Sym IE‘p) est donnée par

Pour tout vecteur = (rg,...,7q-1) € [0,p — 1]/ on forme la représentation
fd—
TF = ® Sym"” IF'
j=0

de dimension [] j (rj + 1) de K. Enfin on peut tordre cette représentation par un caractére de K. 11
se trouve que ce procédé permet de construire toutes les représentations irréductibles de K.
Proposition 1.2.1 Les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de K sont en bijec-
tion via

(7, x) = V(7 x) = (x o det) © Sym"F,,

avec les paires (7, x) ot 7 est un élément de [0,p — 1)7¢ et x est un caractére k}, — F;.
Il est important de décrire I'espace d’invariants ou de coinvariants de ces représentations par
U=UnNK)/(UNnK(1), U =U nK)/(U NK(1)).
De méme, on note
B=(BNK)/(BNK(1)), B = (B NK)/(B NK(1)).
Enfin, pour 8= (sg,...,sf4-1) € [0,p — 1]7¢ avec s; < r; pour tout i, on note
X = X%@ X" @ . ® X1 € Sym" F-
et de méme pour Y7 et pour x € k5, on écrit

25 = 250 (wp)sl o (xpfdfl)Sfd_l — xso+p51+~~~+pfdflsfd_1_ (1.3)

Lemme 1.2.2 Soient 7 € [0,p — 1)/¢ et x un caractére de k..
(i) L’espace de coinvariants V (7, x)z est isomorphe a l'espace d’invariants V(7 x)Ui. Il est

porté par la droite FPY’?, sur laquelle Uaction de B est donnée par
a0 Y™ = x(ad)d"Y"
c d '

(11) L’espace d’invariants V (T, X)U est isomorphe a l'espace de coinvariants V (7, X)U" 1l est
porté par la droite E)XF, sur laquelle Uaction de B est donnée par

(g Z)XT—X(ad) X
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Les fd-uplets 0 = (0,...,0) et p— 1= (p—1,...,p—1) de [0, p— 1)7¢ jouent un role particulier.
2 > — x(ad)d” par lesquels B~ agit sur
V (7, x) sont deux a deux distincts sauf pour 7= 0 et 7= p — 1. Aussi, suivant la dénomination de

N N a
En effet, fixons un caractére x de k5 ; les caractéres < c

[HV12], on dira que les V (7, ) sont alors B -réguliers pour 7 # 0, et non B -réguliers pour 7 = 0.
On remarque que, dans ce cas particulier de GL(2,kp), une représentation irréductible de K est
B -réguliére si et seulement si elle est B-réguliére : on dira donc tout simplement que V (7, x) est ré-
guliére pour 7 # 0. Et ¢’est aussi équivalent au fait que V est de dimension strictement supérieure a 1.

Soit V' une représentation lisse irréductible de K. Comme K (1) est un pro-p-groupe, ’espace
VE® des K (1)-invariants de V est non réduit a 0 (voir [BL94], Lemma 3). Et parce que K (1) est
normal dans K, VE() est une K-représentation qui est donc égale & V par irréductibilité. Ainsi
'action de K sur V se factorise par K = K/K(1). Réciproquement, toute représentation irréductible
de K définit une représentation lisse irréductible de K par inflation. De ce fait, il n’y a pas lieu dans
la suite de faire de distinction entre une K-représentation irréductible et une K-représentation lisse
irréductible.

1.3 Représentations irréductibles de D*

Soit V une représentation irréductible de dimension finie de D* sur F,. Commengons par remar-
quer que D(1) := 1+ wOp est un pro-p-groupe, de sorte que VP est non réduit a 0 (voir |BL94|,
Lemma 3). De plus, D(1) est normalisé par D* et donc D* agit sur VP ; par irréductibilité de V,
Iaction de D> se factorise’ par D*/D(1), et V s’identifie & une représentation de D*/D(1). Par
la suite, on se servira de ce fait pour confondre les représentations irréductibles de D* et celles de
D*/D(1).

Rappelons que 'on a la décomposition suivante :

D*/D(1) ~ kS xw” ~7/(¢" —1)Z % Z (1.4)
ou l'action de w sur kj est donnée par z — w(z]w—! = 29 en notant gp := ¢*P.

Soient o un caractére de kJ; et N, le stabilisateur de o dans D*/D(1) pour l'action via conju-
gaison : 6 € D*/D(1) envoie o sur %0 : x +— (6~ z). Ce stabilisateur N, contient ki et est
donc égal & kJ w®Z pour un certain entier dy > 1 divisant d. Prolonger ¢ en un caractére de N,

. . .. . =X ~ . .
revient & choisir I'image de @ et, pour tout n € [, , on note o, le caractére défini par :
Gylix =0 et Gp(w®) =
nlky = n =

On forme alors I'induite
DX /D(1) ~
plo,n) = Inng/ ( )O'n,

que l'on voit aussi bien comme représentation de D*/D(1) ou comme représentation de D*.

Proposition 1.3.1 Soient o et T deuz caractéres de kJ,. Soient n,v € F;.
(1) La représentation p(o,n) est irréductible.
(ii) Les induites p(o,n) et p(7,v) sont isomorphes si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :
(a) il existe § € D*/D(1) tel que l'on ait T =0 ;
(b) on a l'égalité n = v.

'dans le langage de la théorie complexe, on peut dire que toute représentation irréductible est de niveau 0
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Preuve : Voir [Ser98|, paragraphe 8.2. O

En comparaison avec GL(2, F'), notre description précédente de p(o,n) est semblable & une
induite parabolique. Il nous sera utile plus tard de la voir comme une induite compacte aussi.
Pour o un caractere de O}, on remarque l'isomorphisme de Fp—espaces vectoriels suivant pour décrire
'algebre de Hecke H(D*, 0}, 0), ou le second isomorphisme est la réciprocité de Frobenius

Fplo®Z] = Homoé(a,indgga) = H(D*,05,0)

wodot —s (1 — [,{E—doi7 1]) (15)

Parce que Of est normal dans D*, les opérateurs de H(D*,Of, o) sont portées par des classes
simples et il s’ensuit que (1.5) est en fait un isomorphisme de Fp-algebres. En identifiant H(D*, OF, o)

a Fp[ew®Z] Via'(1.5),.pour tout n € ﬁ;, on définit un caracteére de Fp-algebres de H(D*, 0}, 0) en
posant X, (w®?) = n’ pour tout i € Z.

Proposition 1.3.2 Soient o un caractére de k5, que lon voit comme un caractére de OF par

wnflation, et n € F;. On a lisomorphisme de représentations de D*
indgg7 o @y, Fp = plo,n).

Preuve :
L’inclusion o C p(o,n) induit par réciprocité de Frobenius une surjection D*-équivariante mdg % O —
D

p(o,n) (puisque p(o,n) est irréductible). De plus, cette derniére se factorise par
. DX =
mdog o @y, Fp — plo,m),
qui est un isomorphisme car les deux termes sont de dimension dj sur Fp. (I

Décrivons la restriction d’une induite p(o,n) de dimension dy a kjj. Parce que kjj est cyclique
d’ordre premier & p et que F,, est algébriquement clos, action de kjj sur p(o,n) est diagonalisable.

Lemme 1.3.3 Soient zo un vecteur propre de kj dans p(o,n) et & € ﬁ; le scalaire tel que 'on ait
.20 = &ozo. Alors & appartient a F 4, et l'engendre en tant qu’eztension sur Fg.

Preuve :

Il s’agit de voir que &y est un élément de degré dy sur Fy. Or, par (1.4), le fait que ap est premier
a d et la définition de dp, le sous-groupe de Gal(F,/F,) fixant & est topologiquement engendré par
z — 27 Le lemme est prouvé. [l

On remarque que l’on oubliera souvent par la suite de le préciser mais on ne considére que des
représentations irréductibles de dimension finie de D*. Aussi, & cause du lemme de Schur et de (1.4),
toute représentation irréductible admissible de D* est de dimension finie. Parmi ces représentations
irreductibles de D* que l’on vient de décrire, les caractéres jouent un role particulier. Précisons un
peu leur structure.

Lemme 1.3.4 Soit p une représentation irréductible de D> Alors p est un caractére si et seulement
si 1l existe un caractére pg : F* — IE‘; tel que l’on ait p = pg o Nrm.

Preuve :
Une représentation pg o Nrm est un caractére de D*. Montrons que tout caractére p de D* posséde
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une factorisation p = ppoNrm. Lorsque p est un caractére, pour tout z de O}, on a p(wrw ') = p(x).
Comme Daction par conjugaison de w sur k5 est donnée par y — y?2, on a alors la factorisation

N 3y =
,0|Og :OB%I{:BM!{:; p—°>]F;, (1.6)

ou la premiére fleche est la réduction canonique et Ny, /i, est la norme de P'extension galoisienne
kp/kp. Par la preuve de [MN43|, Satz 1, (1.6) se réécrit

PO
. % Nrm Po =X
p’@g : OD O;‘ k;‘ IE‘p )

ot O —» kj est la réduction canonique. Il reste a prolonger pp & F* en posant

po((~1) ) = po(Nem(w)) = p(s0).

La preuve est terminée. O

1.4 Geénéralités et /(1)-invariants

Soient py et pa deux représentations lisses irréductibles de D, de dimension respective dy et do.
On commence par utiliser le paragraphe 1.3 pour expliciter des bases pour les espaces sous-jacents
a p1 et po dans lesquelles laction de kj — D*/D(1) est diagonale (voir (1.4)).

Soient vy un vecteur propre dans p; pour l'action de kJj et & € F;dl C F; la valeur propre associée

a p (voir lemme 1.3.3). On définit v, = w™*.vg pour 1 < a < d; — 1, de sorte que (vo, ..., v4—1)
forme une base de p1; et I’action de u est diagonale dans cette base, de valeur (51,5‘1“’, ey (1];131_1).
De la méme maniére, pour py, on a un vecteur wq tel que p.wy = Ewy pour un & € ]FquQ - F;. Si
on note w, = w C.wp pour 1 < b < dy —1, (wp,..., wq,—1) est une base de py dans laquelle I'action
de 1 est diagonale, donnée par (fg, b, ngZ_l).

Lemme 1.4.1 Soient & un caractére lisse de F* et p1, pa deux représentations irréductibles de D*.
Alors on a lisomorphisme de G-représentations

(€ o detg) o Ind% p1 ® py = Indg(((g o Nrm) ® p1) ® ((§ o Nrm) ® p3)).

Preuve :
Le morphisme de G-représentations

(€ odetg) ® Ind§ p1 @ py  — Indg((g odetq) ® (p1 @ p2))
a® f — (g agodeta(y) f(g))

admet naturellement
fr=1®(g— & odetaly) f(9))

pour inverse. Le résultat suit de (1.2). O

L’action de @ sur p; est scalaire par la proposition 1.3.1. Choisissons ¢ : F*X — F; tel que
ENmm @) = py(wh) € F; et §|O; trivial : par le lemme 1.4.1, on est donc ramené au cas ou

'action de w® sur p; est triviale, et c’est ce qu’on supposera par la suite.
Soit V = Ind% p1 ® p2. On va tacher dans la suite de cette section de préparer étude de lirréduc-
tibilité de V en tant que G-représentation en énoncant des généralités sur V! @,
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Comme I(1) est un pro-p-groupe, V(1) est non réduit a 0 (voir [BL94], Lemma 3). C’est donc
un objet intéressant & considérer, d’autant plus que, d’aprés la réciprocité de Frobenius,

V! ~ Homy)(1,V) ~ Homg(indfj;) 1, V) (1.7)

est naturellement muni d’une structure de module a droite sur H(G, I(1)). Explicitement, pour
g € G, l'opérateur T, de H(G, (1)) de support I(1)gI(1) et valant id en g agit sur V(1) par

v vl = Z vy = Z u g, (1.8)

yeI(M\I(1)gI(1) we(I(1)Ng = I(1)g)\I(1)

Un tel opérateur T, est caractérisé par son support et on dira parfois simplement que T, est la
fonction caractéristique de I(1)gI(1).
Regardons ’espace des I(1)-invariants de V' : en utilisant successivement les décomposition d’Iwa-
sawa et de Bruhat, on a

G = BK = BI(1) [ [ BI(1)sI(1).

Aussi, on remarque les identités
BI(1)sI(1) = B(U™ n1(1))sI(1) = BsI(1) = BwI(1),

de sorte que l'on a finalement

G = BI(1) [[ BwI(1). (1.9)

On fait remarquer que I'on préfére écrire Bwl(1) plutdt que BsI(1) car w a le bon gott de normaliser
I(1).

Comme 'espace sous-jacent & p1 ® po est de dimension dids, on en déduit que VI est de dimension
e = 2didy. Pour 0 < a < dy —1et 0 <b<dyg—1eti=0,1 soit f},, €V la fonction

I(1)-invariante de support Bw'I(1) et prenant la valeur v, ® wp en w'. La famille F := (f!,);

(ordonnée lexicographiquement) forme une base du F,-espace vectoriel I72ION

Proposition 1.4.2 Soient py et py deux représentations irréductibles de D*. L’induite parabolique
Indg p1 ® p2 est admassible.

Preuve :

Par la discussion précédente, (Ind% p; ® p2)!™®) est de dimension finie, égale a 2d;ds. Comme I(1)
est un pro-p-sous-groupe ouvert du groupe localement profini G, le résultat suit de [Pas04], Theorem
6.3.2. 0

Lemme 1.4.3 Soient p1 et po deux représentations irréductibles de D*.
(i) La représentation Ind$ pi®py est générée en tant que B-représentation par ses I(1)-invariants.
(ii) Soit T une représentation de G générée par ses I(1)-invariants. Si ') est simple en tant
que module a droite sur H(G,I(1)), alors w est irréductible.

Preuve :

Pour le (i7), voir [Vig04] Criterium 4.5. Le (7) se trouve dans [Vig08|, Proposition 9 pour une induite
de caractéres ; cependant, la preuve reste valable pour une induite parabolique de représentation de
dimension finie?. Réexpliquons I’argument, qui est d’autant plus simplifié que le groupe ici considéré
est de rang relatif 1.

Soit f une fonction non nulle de V' = Indg p1 ® p2. Rappelons la décomposition

G =B]][BsU = B[] Bwl, (1.10)

(mdp)" ™ = pxp
f = (f(1), f(w))

2et méme en général : on a uniquement besoin de la surjectivité de
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dérivée de la décomposition de Bruhat. Parce que BU ™ est dense dans G, si la valeur de f en 1 n’est
pas nulle, il existe kg € Z tel que Bi(ww*Op) est dans le support de f. Aussi, on a

Ba(wOp) = Bk (1)l = BI(1)pi .

1l existe alors des Ag’b € E, tels que la fonction
g:=1f- SOkO ' <Z)‘2,b 2,1;) (1.11)
a,b

prenne la valeur 0 en 1; par la décomposition (1.10), elle est donc & support dans BwU.
Soit k1 > 0 un entier tel que n(wk1 Op) C U soit un sous-groupe du stabilisateur de g dans G : un
tel k; existe par lissité de V. Ecrivons le support de g sous la forme

Hz’eI Buwn(a; + wklop),

g

ol Z, est fini et les a; € D sont distincts modulo (wkl) ; on remarque que g est constante sur chaque
wn(a; + " Op) par choix de k;. Aussi, on a pour tout i € Z, :

Buwn(a; + @™ Op) = Bwpt I(1)pr ¥ n(a;) = BwI(1)e; ¥ n(as); (1.12)

et cet ensemble est le support de la fonction n(—ai)gplfl. p- Parce que les supports (1.12) sont
distincts, il existe des scalaires )‘fz,b € I, tels que la fonction

gi=g-Y nl-a %-(ZA f5b> (1.13)

i€,

s’annule sur les Bwn(a; + @ Op) pour tout i € Z, : la fonction g; est identiquement nulle. En
observant (1.11) et (1.13), le résultat est prouvé. O

Le pro-p-Iwahori I(1) vérifie bien le fait que toute double classe I(1)gI(1) est union finie de
classes simples a droite. De ce fait, par le paragraphe 1.2.1, on peut voir H(G, I(1)) comme la F-
algébre des fonctions sur G a valeurs dans Fp et qui sont bi-/(1)-invariantes et & support compact ;
et c’est ce que l'on fera par la suite. Ainsi H(G, I(1)) est engendrée vectoriellement par les fonctions
caractéristiques des doubles classes I(1)gI(1) pour g € G, que l'on notera 1j(1yg7(1). Précisons un
peu les générateurs de H(G, I(1)) en tant que Fp-algébre.

Notons C'le sous-groupe de G composé des matrices monomiales (c’est-a-dire ayant un seul coefficient
non nul par ligne et par colonne). La décomposition de Bruhat pour la BN-paire (I, C') nous donne

wa O i wa 0 i
¢= ] I( 0 wb>s[— 11 I(1)< 0 wb>31.
a,beZ,i€{0,1} a,beZ,i€{0,1}

On peut réécrire cela en

[T 1()w'ebe’sri(), (1.14)
b,i,5,2,y

ot les indices parcourent b > 0, i € Z, j € {0,1} et z,y € O}. Parce que w et AN K normalisent
I(1), on a les égalités :

I(W)wI(1) = wI(1) = I(Vw, I()&I(1) = 621(1) = I(1)8° (1.15)
pour tous z,y € OF. On a alors

I()w'esw’ §y1(1) = (I(1)wI (1) (I(1)@3 (1) I (DwI (1)) (I(1)551(1)). (1.16)

Il en découle 'énoncé suivant.
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Lemme 1.4.4 La F,-algébre de Hecke-Iwahori H(G, (1)) est de type fini, engendrée par les opéra-
teurs L,+171), Lr1)srqr) et les Il (1) pour x,y € kJ;.

Preuve :

Gréce a (1.14), on sait que H(G, I(1)) est engendrée vectoriellement par les fonctions caractéristiques
des doubles classes (1.16). Aussi, les égalités (1.16) et (1.15) impliquent que H(G, I(1)) est engéndrée
en tant qu’algébre par 1 +17(1), les 11(1)<p31(1) pour b > 0 et les 1551(1) pour z,y € OF. En effet, on
voit par exemple que ’on a, par définition (1.1) pour g € G :

Trnwiry * Lrayesr) (@) = Luir) @) 1 ayps ) (@7'9) = Traywighry (9); (1.17)
et les autres produits voulus s’obtiennent de maniére identique. De plus, en utilisant successivement
I'identité

I(1)paI(1 II I(1 @2”

z€kp

et parce que 'on a l’égalité d’ensembles (pour b > 1)

{&hn([z]) | = € Ky} = {pan([zo))pan([z1)) @2 - . . pan([z-1]) | Zo, ..., 20-1 € kD],

on en déduit 1’égalité de doubles classes

1M1 = [ 1(W)ehn(lx]) = (I(1)g21(1)".

xekb

De cette maniére, le support de la b-éme convolée

*b
(Lr)ear)” = Lr(year) * Li(ypar(ry * % Lrygar(1)

est inclus dans I(1)p51(1). On établit enfin par récurrence sur b > 1 que sa valeur en ¢} est 1. Pour
b > 1, c’est la définition; supposons donc I'affirmation vraie pour b > 1 et montrons-la au rang
b+1:o0na

*(b+1
(Lr)parn)) ( )(SOSH) Trayesry * L Joar(1) (95T

par hypothése de récurrence. La définition (1.1) donne ensuite

*(b+1
(Lr(1yper(1)) G+ > (@5 g ) L 1(1)par(1)(9)
gEI(\I(1)p21(1)

=|{z € kp | &3 n((z])ps " € I(1)3I(1)}].

Or 5™ n([z]) ey ' = @hn([x]ow—!) appartient a I(1)4I(1) si et seulement si « est nul. La quantité

#(b+1) , b1
(Lr(1)pr(n)) (3t
particulier, on sait & présent que 1 ,+17(1), Lr(1)g,1(1) €t les ]1551(1) pour z,y € Of générent I'algebre

H(G,I(1)). Il reste a remarquer 0, I(1) = 5[[;].7(1) pour se limiter aux 1

est donc bien égale & 1 et 'affirmation est prouvée par récurrence. En

6[;11(1) ; et & la maniére de

(1.17), grace (1.15) et & o = ws, on a l'identité
L1(1)por(1) = Lory * Liysiqr)-

Le résultat est prouvé. O

Remarquons que 'on aurait tres bien pu garder 17(1),,7(1) au lieu de 17(1),7(1) parmi les généra-
teurs exhibés de H(G, I(1)) mais il se trouve que la littérature a tendance a favoriser le second (car
il fait sens dans un contexte de groupes finis aussi).
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Pourn>1letve F;, soit Cy(v) := ' ' ' la matrice cyclique et 1, la matrice

identité de M, (F,). On pose alors

0 ]' 142
How) :‘<cd1<1>®cd2<v> o )

qui est une matrice de M(F,). Pour z,y € OF, on note A(z,y) € My, q,(F,) la matrice diagonale

Jh 2
de coefficients ({fqu }fé{yq[) })i pour 0 < i < dido de division euclidienne ¢ = ¢1ds + 9, 0 < i9 < ds.

On pose alors
Az, y 0 =
H(s(x?y) = < <O ) A(y7fL‘qD) > 6 ME(FP)

Lorsque I'on a dy = da, on note Sy, € My, 4,(F,), pour 0 < k < d; un entier, la matrice définie par
Sk(va ® wy) = Gatkpt1Va @ W,

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker, valant 1 si et seulement si a + k est égal & b+ 1 modulo d;.
On définit alors, pour v € F; et e € {1},

0 0
sidy = dy et P1|OX = pZ(wk : w_k)|(’)xa
g, ® C, S ) P i
HS(I/,E) = R ®0d2(7/) ; k
sinon.
1d1 ® Cdz (V) 0

On fait la remarque qu'un tel entier 0 < k < d; est uniquement déterminé (s’il a lieu d’étre). On

rappelle aussi que I'on a posé A = po(w®)~! € F: au début du paragraphe 1.4. De plus, la valeur
de —p1(—1) est un élément de {£1}, que I'on va noter 7.
Enfin, pour z,y € O, on note de la maniére suivante les opérateurs de H(G,I(1)) :

x -1
Ay = L1y, TCY =110y, S = 10)sra)-

Par le lemme 1.4.4, les A7, (T(-D)*! et S engendrent H (G, I(1)). On va maintenant calculer Paction
de ces opérateurs sur V().

Lemme 1.4.5 Soient p1, p2,V, A\, 7 comme précédemment. Soient x et y des éléments de OF,. Dans
la base F, les actions des opérateurs Ay, T et S sur VI sont respectivement données® par

H(;(x,y), Hw(>‘) et Hs(>\a7-)'

Preuve :
Comme on a la décomposition (1.9), les fonctions images des f., par chacun de ces opérateurs sont

uniquement déterminées par leur valeur en 1 et en w. Les actions de Ay et TG sont faciles a
calculer puisque ces opérateurs sont de support une simple classe (voir (1.15)). Par exemple, en se
rappelant la formule d’action (1.8) et w? = @, on a :

(fapTCV)(D) = fop(w) =0,

(fopTED) (W) = fou(@) = (p1(w) © pa(w)) va @ wy,

3les images des vecteurs de base sont données par les colonnes des matrices respectives bien que les actions soient
a droite
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(f2pTED) Q) = fa4(w) = va ® i,
(fap V) (W) = fap(@) = 0.

Pour Ay, cela résulte de la discussion au début du paragraphe 1.4 et de I'identité wégjw_l =64 .
A- . worw
insi on a

a b
fq 4
(f2,.A2) (1) = £2,(52) = (p1(x) © p2(y)) va @ wp = E7 1l 0, @y,
(f2,.A%) (W) = f2,(8% __,w) =0,
(f1,.A0)(1) = f1,(6%) =0,

= Eqb+1
( ;,b-AZ)(W) = ;,b(‘%xw—lw) = i{y D}fé{ i }Ua & Wp.

Pour S par contre, le calcul est moins immeédiat. On écrit la décomposition

I()s1(1) = [T 1(1)sn([-a)),

z€kp

-1
ainsi que les relations n([z])s = < L [x?]ﬂz?l > w et

0
—fz]7t w7 o
onhr=d\ 0 el JnET) SR
v2 sixz=0.

Parce que |kp| est divisible par p, on a :

(fap-S)(1) = D fay(n(lz])s) =0,

r€kp
(fopS)(w) = Y faplwn((z])s) = (1® pa()) va @ wy,
z€kp
(fap-S)(1) = Z fap(n([z])s) = Z (1@ pa(@) ") va ® wp = 0.
z€kp z€kp

Enfin, on calcule

(fap-S) (@) = > faplwn([z])s) = pr(=1) D (p1([2)) ™" @ pa(@la]w™")) ve @ w, (1.18)

x€kp z€k)

Dans cette derniére égalité, on a mis p;(—1) en facteur puisque, —1 étant central dans D>, p(—1)
agit par un scalaire. On commence par remarquer que l'action de O} a travers o7 @ po(w-w ) sur
I'espace |p1 ® p2| est diagonale et qu’il n’existe pas d’entier 0 < k < dy avec p1|(9§, = pg(wk-w_kﬂog
si d et dy sont distincts (puisque les stabilisateurs dans D* des caractéres de OF les composant
sont distincts).

Supposons dans un premier temps p1|(9]§ = pa(w” - w_k)|(9,§ pour un certain entier 0 < k < dy;

k
c’est équivalent & la condition §gD = &1 (en particulier d; = d3). Sion a b+ 1 = a + k modulo dy,
pour tout x € kj5, on a

a¥- PLans
(p1([2) ! @ pa(@lalm ™)) va @ wp = & TS Yy, @ wy

a a+k
_ q q
= TP Y, @ wp = v, @
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Alors (1.18) est une somme de (g% — 1) termes identiques et on a
( (1171).5’) (W) =TV, @ wp.

Sionab+1%# a+k modulo di, pour tout générateur y de k5, laction de p1([y]) ™ & po(wlylw™!)
sur v, ® wy est donnée par un scalaire différent de 1. Mais alors (1.18) vaut

q*-1 ,
S (or([s) ™ @ pa(lyl ™)) v @y = 0. (1.19)
j=1

Supposons maintenant pl|@/§ # pa(wh - w_k)|og) pour tout entier 0 < k < do. Alors, pour tout

générateur y de k5, p1([y]) ! @ pa2(wlylw™?!) agit sur v, ® w, par un scalaire différent de 1. Comme
en (1.19), pour tous a et b, on a alors ( C}?b.S)(w) =0. O

1.5 Représentations de Steinberg

Soit p une représentation irréductible de dimension 1 (autrement dit un caractére) de D*. Par
le lemme 1.3.4, il existe un caractére lisse pg de F'* tel que p se factorise en p = py o Nrm. Gréce a
(1.2), le morphisme de groupes detg nous permet de définir une injection

po o detg — Ind$ (po o detg ) = md% p @ p. (1.20)

Définissons la représentation de Steinberg Stppg de G comme la représentation quotient de Indg pPRp
par pg odetg. Par le lemme 1.4.1 et parce que la tensorisation par un caractére de G est exacte, on
a:

Stppo ~ (po o detg) ® Stpl. (1.21)

Cette identité aurait pu servir pour définir St gpg de maniére équivalente, et elle permet de ramener
I’étude au cas du caractere trivial.

Lemme 1.5.1 La représentation Indg 1 contient une unique représentation propre et non nulle, la
représentation triviale 1.

Preuve :

Notons V = Indg 1. Le fait que V contienne 1 vient de (1.20); venons-en & l'unicité. Soit W une
sous-représentation non nulle et propre de V. Parce que I(1) est un pro-p-groupe, WD) nest pas
réduit & 0. Et comme V' est engendrée par ses I(1)-invariants (lemme 1.4.3), qui forment un espace
de dimension 2, W!() est en fait une droite. Aussi, le lemme 1.4.5 nous donne explicitement I'action
de l'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori sur V7! (). On cherche ainsi une droite de V(1) stable sous
laction (& gauche) des trois matrices :

o) (o) (0 5)

La seule telle droite est F( f(?,o + f&o) = W!M)_ Mais cette derniére engendre précisément W = 1,
et cela fournit l'unicité voulue. O

Pour prouver l'irréductibilité de Stpl, on va exhiber un sous-espace des fonctions de U dans
F, qui lui est isomorphe en tant que B-représentation. On dit qu'une fonction f sur U & valeurs
dans un E?—espace vectoriel L est lisse s'il existe un sous-groupe ouvert U’ de U tel que f(u-) est
constante sur U’ pour tout v € U. On remarque que t := gp‘li contracte strictement U et on note
U, = t"Upt™™ pour tout n € Z; de cette maniére, les U,, forment une base de voisinages ouverts de
U. En particulier, une fonction f sur U & valeurs dans L est lisse si et seulement si il existe n € Z
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tel que f(u-) est constante sur U,, pour tout u € U. Soit C2°(U) le Fp-espace vectoriel des fonctions
lisses & support compact sur U, a valeurs dans F,. On note

w : U = B\BwU

Iisomorphisme topologique induit par u — wu. On fait de C2°(U) une B-représentation en faisant
agir b € B par :

fr (u — f(LEl(LU(u)b))). (1.22)
En particulier, on remarque que U agit sur C2°(U) par translation a droite et a € A agit par
conjugaison : f + f(a~!-a).

Proposition 1.5.2
(i) La B-représentation C2°(U) est isomorphe a Stgl et est irréductible en tant que représenta-
tion de B. La G-représentation Stgl est alors irréductible.
(11) La suite exacte de G-représentations

0—1—Ind%1 — Stgl — 0 (1.23)
est non scindée.

Remarque : La preuve du (i) prouve méme que la restriction de C°(U) a t#U est irréductible.
Preuve :

On va prouver lirréductibilité dans (i) & la maniére du Théoréme 5 de [Vig08]. Soient W un sous-
espace non nul de C2°(U) stable par B et f un élément non nul de W. Parce que f est a support
compact et que la famille (U,,)mnmez est décroissante et recouvre U, il existe m € Z tel que le support
de f soit inclus dans U,,. Mais alors, le sous-espace W,, de W constitué des fonctions a support
contenu dans U, n’est pas réduit a 0. Parce que U,, est un pro-p-groupe, WmUm contient aussi un
vecteur non nul : & multiplication par un scalaire preés, c’est la fonction caractéristique 1y, de Up,. A
fortiori W contient 1y, , et donc les ut™. 1y, = 1y,, ,» pour tous n € Z et u € U. Enfin, parce que
toute fonction h de C°(U) est lisse a support compact, il existe k € Z tel que h soit combinaison
linéaire finie des 1y, ,, pour u € U. On a donc W = C°(U) et C°(U) est irréductible en tant que
B-représentation.

La décomposition de Bruhat

G =B]]Buwl, (1.24)

le fait que la suite exacte (1.23) de représentations de G (donc de B) définisse Stp1 et 'action (1.22)
montrent que la fléche
Stpl — ce(U)
[ (ue flow)
est un isomorphisme de B-représentations. Ainsi Stg1l est B-irréductible, et donc G-irréductible. La
suite exacte (1.23) de G-représentations est non scindée a cause du lemme 1.5.1. O

(1.25)

Le méme énoncé est valable apreés torsion par un caractére de G.
Corollaire 1.5.3 Soient pg un caractére de F* et p = pooNrm. La suite exacte de G-représentations
0 — pg odetg —>Indgp®p—> Stppo — 0

est non scindée et fait de Indg p ® p une extension non triviale entre deux représentations irréduc-
tibles.

Bien que l'on sache que Ind§ p ® p est admissible (voir proposition 1.4.2), 'admissibilité du
quotient Stppp n’est pas automatique. Lorsque F' est un corps p-adique, on peut invoquer [Vigll].
Dans le cas général des représentations de Steinberg, on peut se reporter au chapitre 2. Ici, on peut
donner une preuve élémentaire.
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Proposition 1.5.4 Soit py un caractére de F*.
(i) L’espace des I(1)-invariants (StB,oo)I(l) est de dimension 1.
(11) La G-représentation Stppo est admissible.

Preuve :
Parce que I(1) est un pro-p-sous-groupe ouvert du groupe localement profini G, (i) implique direc-

tement ’admissibilité de Stppp par [Pas04|, Theorem 6.3.2. Comme on a l'isomorphisme (1.21) de

G-représentations et que I(1) agit trivialement sur pg o det, les espaces (SthO)I(l) et (StBﬂ)I(l)

sont de méme dimension. On va donc supposer pg = 1 par la suite.
En appliquant le foncteur exact & gauche des I(1)-invariants a la suite exacte courte

0—1—Ind%1— Stpl — 0,

on obtient la suite exacte
0—1— (Ind%1)"™ 25 (stp1)" ™. (1.26)

L’espace (Indg 11)](1) est de dimension 2 par la discussion avant la proposition 1.4.2 et on veut
montrer que (1.26) se compléte en une suite exacte courte, ce qui donnera un isomorphisme de
[F-espaces vectoriels

1 (Stp1) " = (md§ 1) ~ F
et le (i) comme voulu.
Explicitement, prenons un élément f € (StB]l)I(l) et montrons que f se reléve en un élément
de (Indg Il)l(l) pour assurer la surjectivité de pr. On prend un relévement de f en une fonction

fe Ind$ 1, et on va montrer que f est invariante par I(1). Parce que f est invariante par I(1), pour
tout ¢ € I(1), il existe une constante \; € F), telle que 'on a f(-i) = f + \;. Prenons a,b,¢,d € Op;
le petit calcul

1 0 14+ wa b [ 1+ wa b
we(l+wa)™! 1 0 l4+w(d—c(l+wa)'b) | we 1+ wd

montre que 1'on peut écrire tout ¢ € I(1) sous la forme ¢ =i~ i* avec i~ € U"NI(1) et i € BNI(1).
On écrit ensuite

A = f(wi) = f(w) = flwimw  wit) = fw).
Parce que wi~w™! est dans B et que fest B-invariante a gauche, on obtient

Ai = flwit) = flw) = A+ (1.27)

Maintenant on sait, par définition de A\;+ et par B-invariance & gauche :

N+ = f(iT) = f(1) =0. (1.28)

La coordination de (1.27) et (1.28) implique que ); est nulle pour tout ¢ € I(1). Il s'ensuit f €
(Indg ]l)I(l) et la preuve est terminée. ]

1.6 Séries principales et restriction a4 B
On commence par s’intéresser aux représentations irréductibles de dimension finie de G.

Lemme 1.6.1 Toute représentation lisse de dimension finie de G se factorise par detq.
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Preuve :

Soit p une telle représentation, et soient (ey,...,e,) une base de l'espace |p| sous-jacent a p. Parce
que p est lisse et que G posséde une base de voisinages de 'unité composée de sous-groupes compacts
ouverts (les 1 4+ w®My(Op) pour k > 1), pour tout 1 < i < n, il existe un sous-groupe compact
ouvert H; de G stabilisant e;. Parce que (ey, ..., ey) est une base de |p[, en notant H = HyN---NH,,
la restriction de p & H est triviale. Mais alors, le noyau de p contient H NU et H N U™ ; et parce
que ker p est normal dans G, en conjuguant par cp%, il contient U et U~. Or, par [Pie82], Lemma
16.5.a, et [MN43], Satz 1, le sous-groupe de G engendré par U et U~ est précisément le noyau de
detq. Autrement dit, on a la factorisation

o
G — G/ ker(detg) — GL(|p|) (1.29)

o

Fx
et le lemme est prouvé. O

De ce fait, en reprenant (1.29), comme F, est algébriquement clos et F'* commutatif, si p est
irréductible alors p est un caractére de G.

Soient p1 et po deux représentations irréductibles de D*, de dimension respective dy et ds. On
note |p1 ® pa| 'espace sous-jacent a la B-représentation p; ® pe. Comme précédemment avec la
représentation de Steinberg, on va étudier Indg p1 ® p2 en observant sa restriction a B.

Soit C°(U, p1 ® p2) le Fp—espace vectoriel des fonctions lisses & support compact sur U, & valeurs
dans |p1 ® pa|. On fait de C°(U, p1 ® p2) une B-représentation en faisant agir b € B par

f = (w1 @ po(wubigy (o (w)b) ~'w ™) [ (w(w)b))).- (1.30)

On remarque que cette formule d’action fait de C2°(U, p1®ps) une sous- B-représentation de Ind% p; ®
p2 et que l'on a la compatibilitée C°(U, 1) = C(U).

On appelle série principale une représentation Indg p1 ® p2 de G qui est irréductible. Conjointe-
ment au corollaire 1.5.3, les séries principales sont exactement les Indg p1® p2 avec pi, po satisfaisant
aux hypothéses du théoréme 1.6.2.(ii) ci-dessous.

Théoréme 1.6.2 Soient p1, p2 deuz représentations irréductibles de D*.
(i) La B-représentation C°(U, p1 ® p2) est irréductible.
(11) Supposons p1 = pa ou p1 @ pa de dimension strictement supérieure o 1. Alors Indg pP1 ® p2
est une représentation irréductible de G.

Preuve :
On rappelle que t désigne cpil, qui appartient au centre de A, et que 'on a alors

(p1 @ p2)(t™1-t) = p1 @ pa.

En tant que t“U-représentation, p; ® po est isomorphe & la somme directe de dydy représentations
triviales. En appliquant le foncteur exact* C°(U,-), on obtient alors la décomposition en somme
directe de t“U-représentations irréductibles (par la preuve de la proposition 1.5.2.(i)) :

C(U, p1 ® pa) = CZ(U) M.

4voir la Proposition 2.4 de [BHO6] appliqué & H = {1} et & G = U localement profini
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En particulier, I'ensemble des sous-t“U-représentations de C°(U, p; @ p2) est en bijection avec
I'ensemble des sous-espaces vectoriels de |p; ® pa| via C°(U, ).

Soit 7 une sous-B-représentation non nulle de C°(U, p1 ® p2). Par le fait précédent, il existe un
sous-espace vectoriel non nul W de |p1 ® po| vérifiant 'isomorphisme de t“U-représentations

7w~ CX(U,W). (1.31)

Soient f un élément non nul de 7w et u € U tel que f ne s’annule pas en u. Supposons W # |p; ® ps]
et soit v € |p1 ® p2| N W. Parce que p; ® p2 est A-irréductible, il existe des \; € Fj, et desa; € A C B
tels que ’on ait

" X ® pa(ar) flu) = v.
Parce que l'on a l'identité

a;wu = w((w_laiw)u(w_laglw)) (wlaw)

et que l'action de B sur C2°(U, p1 ® p2) est donnée par (1.30), on a :

Zi i ((w_laiw)(u_l(w_laiw)u(w_lai_lw)).f) (u) =v.

Ceci donne v € W a cause de (1.31), ce qui est une contradiction. On a donc W = |p1 ® pa| et le (i)
est prouvé.

Montrons maintenant (7). Soit o une sous-G-représentation non nulle de Ind% p; @ pa. On a la suite
exacte de B-représentations

OHCSO(Uvm@PZ)HIHdCB;m@PzE—*m@szO

provenant de (1.24). Supposons que o est d’intersection nulle avec C°(U, p1 ® p2). Alors o s’injecte
dans p; ® po, est donc de dimension finie et se factorise par detg d’aprés le lemme 1.6.1. Ceci
implique alors que p; = py est un caractére de D* d’aprés (1.2) et le lemme 1.3.4. Cela contredit les
hypothéses de I’énoncé : c’est donc que o intersecte C°(U, p1 ® p2) non trivialement. Par le (i), on
a donc C°(U, p1 ® p2) C 0. De plus, comme C°(U, p1 ® p2) n’est pas stable par G, o est d’image
non nulle par pr. Et comme p; ® pg est B-irréductible, pr(o) est égal & p; ® p2. Au final, o est égal
a Ind§ p; ® po et (i) en résulte. O

1.7 Séries principales et /(1)-invariants

Dans ce paragraphe, en faisant une petite hypothése sur p, on va donner une seconde preuve
de l'irréductibilité dans le théoréeme 1.1.1.(ii). Pour ce faire, on va établir la simplicité du module
(Ind$ p1 @ p2) "
que { } est un isomorphisme k) — Z/(q? — 1)Z que l'on a fixé et on garde les notations du
paragraphe 1.4 (notamment &; et &).

Commencons par des lemmes calculatoires un peu techniques.

Y de ?p—dimension e = 2dyds sur 'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori. On rappelle

Lemme 1.7.1 Soient g = di A ds et j un entier de [0,g — 1]. Soit

k1 ko
(2,y) — fi(qu }féqu }7 0 <k <di,0<ky <dy,

F; = Vectg ky
p q
(z,y) — €Y7 Ie]

ko
z9D

+1
Yk —ky=j modyg

le sous-espace du Fp-espace vectoriel des fonctions (k:g)2 — F,.
(a) Supposons &1 et & non Frobenius-conjugués®. Alors F; est de dimension e/g.

S¢’est-a-dire non dans la méme orbite sous I'application x — z9P ; on remarque que par le lemme 1.3.3, en particulier
si di # da, alors & et & sont non Frobenius-conjugués
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(b) Supposons & et & Frobenius-conjugués. Alors il existe au plus un entier jo € [0,g9 — 1] tel
que Fj, est de dimension strictement inférieure a e/g.

Preuve :
ko+1

ky ko kqp
Les fonctions (x,y) — équ }gqu”} et (z,y) — §i{qu }gé{qu } sont chacunes des caractéres de
groupes (k5)? — F; . Par le théoréme d’indépendance linéaire des caractéres d’Artin, il suffit de
montrer que ces caractéres sont deux & deux distincts.

On prouve tout d’abord (a) et on suppose donc &; et & non Frobenius-conjugués. Il y a trois cas a
envisager.

pour tous z,y € kJ;.

ky k3
En spécialisant en x = p et y = 1, on obtient {gD = 5?17 . Par le lemme 1.3.3, et parce que ap est
premier a d, donc a dy, & n’est fixe par aucune puissance k de x +— 92 pour 1 < k < d; — 1. De ce

fait, k1 et ks sont congrus modulo d; et donc égaux. De méme, en spécialisant en z = 1 et y = p,
ko

kg
on ng = gD , et ko et k4 sont alors congrus modulo ds. Le Cas 1 est terminé.

@B By (2D ) (D)
Cas1: &7 /¢y 7 =677 7¢Y

il oah? P N
Cas 2 : ffz }éy - §i{y }gé"” } pour tous z,y € kJ.

ko k3
En spécialisant en x = 1 et y = p, on obtient ﬁgD = ilD , ce qui contredit 'hypothése que & et &

sont non Frobenius-conjugués. Le Cas 2 ne se produit donc jamais.
kg+1

qkl qk2+1 qk?’ q
Cas 3 : &y P }féx L - éy P }féx vl pour tous z,y € kJ;.
Le raisonnement est identique au Cas 1.
Passons maintenant a la preuve de (b). Les Cas 1 et 3 n’utilisent pas 'hypothése de Frobenius-

conjugaison et sont donc encore valables. Réexaminons le cas restant.

Ly a2 ¥y gt
Cas 2’ : 5# }géy - {fy }ggm } pour tous z,y € k.

En spécialisant en x = 1 et y = pu, puis en x = u et y = 1, on obtient les identités

ko kg kq kg+1
F =60, P =60 . (1.32)
On les combine et on obtient
geak1+ i3 hatkak1 1
fl = 2D = §1D
Par le lemme 1.3.3, cela implique
ks —ko+ks—k1+1=0 modg. (1.33)

On rappelle aussi que si on travaille sur un espace F} fixé on a :
ki—ko=j modyg, k3—kys=7 modg. (1.34)
En combinant (1.33) et (1.34), on a
2(kg —ks)+1=0 mod g. (1.35)

On remarque que cela nécessite que g soit impair; supposons-le, puisque dans le cas contraire (b)
est prouvé. Comme k4 — ko appartient a [1 — g, g — 1] (on rappelle que d; = dy = g puisque &; et &
sont Frobenius-conjugués), (1.35) nous dit en fait :

2(ks — k2) +1 € {—g,0,9}.

Le cas 2(k4 — k2) + 1 = 0 est écarté par parité. Reste que dans les deux cas restants, on a

-1
k4—k:2:gT mod g.
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En se servant de cela, de (1.34) et de (1.32), on a

g+1

J 2
b= (1.36)

Comme & et & sont Frobenius-conjugués et engendrent tous deux Fgq, il existe un unique jy €

0,g — 1] vérifiant (1.36). Et pour j # jo, le Cas 2’ est encore impossible et F; est de dimension e/g
J

comme convenu. O

On remarque que la preuve implique en fait qu'un jy comme en (71) existe si et seulement si g
est impair. Le cas contraire, tous les Fj sont de dimension e/g. Cependant, on n’aura pas besoin
d’utiliser cette remarque. Par contre, on va utiliser le fait que, sans aucune hypothése sur &; et &o,
la preuve des Cas 1 et 3 précédents nous donne immédiatement 1’énoncé suivant.

Lemme 1.7.2 Les sous-espaces

kq ko
VectFp{(:n,y) — 51mQD }ﬁiqu } ’ 0<k <d,0< ko< d2}7

ko+1

ky
VectFp{(x,y) s (WP Tl ‘ 0<ky <di,0<ky < dg}
du Fy-espace vectoriel des fonctions (k}5)? — F,, sont tous deuz de dimension e/2 = dyda.

On donne un résultat qui constitue un premier pas vers la simplicité de V(1) en tant que
H(G, I(1))-module (sous de bonnes conditions). On remarque que I’énoncé n’utilise pas 'action de
Hg (A, 7) et on va pouvoir 'utiliser par la suite pour des sous-espaces de V1M ne disposant pas d’une
telle action, et avec Hg au lieu de Ha.

Lemme 1.7.3 Supposons que p ne divise pas e = 2dyds. Soient W un Fy-espace vectoriel de dimen-
sion e, de base

0 0 0 0 0 1 1 1
(60,07 €0,10- -5 €0,da—1>€1,00 -+ > €d1—1,da—1>€0,05 - - - €0,dp—17" > edrl,drl)

et X un ensemble. Soient ( Z,b) pour i = 0,1, 0 < a < dy, 0 < b < dy une famille de fonctions

X — F, et, pour tout x € X, Ha(z) la matrice d’endomorphisme de W diagonale telle que l'on ait
HA(m)ei’b = hf;’befl’b pour tous i,a,b. Pour tout entier j € [0,g — 1], on note

Wj = Vecty, {eé’b ’ i=0,1;a—b=j mod g},

sous-espace vectoriel de W. On suppose que la sous-famille ( fz,b) pourt=0,1 et a —b =7 modulo

g est libre, pour tout j € [0, g — 1]. Alors, pour tout j, W; est stable et est irréductibleS sous laction
de H,(\) et des Ha(x) pour tout x € X.

Remarque : Lorsque 'on a pfe et di A da = 1, cela montre déja la simplicité de Vi,

Preuve :

Parce que les (k! ,) pour i = 0,1 et a — b = j modulo g forment une famille libre de fonctions,
les seuls sous-espaces de W qui sont stables par les Ha(z) sont ceux engendrés par des parties de
{eihb ! i = 0,'1; a—b =7 mod g}. Soit W' un tel sous-espace non réduit a {0} : il contient un
vecteur x = e, ;.

Regardons maintenant l'action de H,(\). Soit A9 un élément vérifiant )\(Q)dQ = A\ dans le corps
algébriquement clos IF,,. L'image de 6?’0 par les itérés successifs de A\gH,, () sont :

0 1-2ds 1 2—2d2 0 3—2ds 1
€0 A0 €11 AY €11 A)  €jady2

)

6¢’est-a-dire qu’il n’existe pas de sous-espace propre non nul stable par les endomorphismes en question
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~11 0 1-2dy 1
A €0 7 €m0 T AD € dy—1d—1 7 e (1.37)

ou les indices a, b dans f;b sont respectivement vus modulo d; et da. Parce que (1,1) engendre un
sous-groupe d’ordre e/g dans Z/d17Z x Z/dsZ, les images dans (1.37) forment un cycle de longueur
e/ g et parcourent toutes les droites Fp ez’b pour a — b = j modulo g. De ce fait, le sous-espace W' de
W; contenant x = ez , e peut étre stable sous H,,(\) que s'il est tout W;. Comme tout sous-espace
de W; non réduit a {O} et stable par H, () et les Ha(z) est W}, cela prouve son irréductibilité. O
)I &

Lemme 1.7.4 Supposons dido =1 et p1 non isomorphe a pa. Alors l’espace (Indg P1 X p2 est

simple en tant que module a droite sur H(G,1(1)).

Preuve :

Parce que I'on a d; = dp = 1, & et & sont des éléments de [y, et ainsi ils sont fixés par x +— x9P.
On se place dans la base ( f&o, f&,o) dans laquelle le lemme 1.4.5 nous donne les matrices respectives
des actions de T-1 | de Aj et de S suivantes :

{z} {7}
=% ). Ha(x,y)=<€1 I ) mon=(,0 7).
1 2

On discute deux cas distincts.

Cas 1: & # &, clest-a-dire p1]px 7 pafox -

En prenant T = p et ¥ = 1, on voit que Hg(z,y) n’est pas une homothétie : les sous-espaces non
triviaux et propres que Hg(z,y) stabilise sont alors les droites F), f(()),o et F) fol,o. Or ces droites ne sont
pas stabilisées par H,(A). On a donc montré la simplicité voulue.

M . 51 = 62, c’est-a-dire pl‘@g = p2|(9§'

Parce que 'on a 72 = 1, les droites stables par Hy(,7) sont Fyfq o et Fy(Af0o — 7f5¢)- Parce que
p1 et ps ne sont pas isomorphes, on a nécessairement A # 1. De ce fait, ni 'une ni 'autre de ces
droites n’est stable par H,()\). La encore on a la simplicité voulue. ]

Théoréme 1.7.5 Supposons l'une des deux conditions suivantes satisfaite :
(a) p1 et pa ne sont pas isomorphes ;
(b) p1 = p2 est de dimension di = do > 1.
Supposons de plus p t 2d1ds. Alors l’espace (Indg P1® pg)I(l)
sur H(G,1(1)).

est simple en tant que module a droite

Avant que de prouver ce résultat, mentionnons la conséquence qu’était notre objectif, devenue
immeédiate apres consultation du lemme 1.4.3. Comme annoncé précédemment, on va avoir besoin de
faire une hypothése sur p. Lorsque p; et ps parcourent I’ensemble des représentations irréductibles
de D*, p12dids devient la condition suivante.

Hypothése 1 Le premier p ne divise pas 2d.

Faisons tout de suite la remarque qu’elle provient de la méthode employée dans ce paragraphe
et l'irréductibilité des séries principales est vraie sans cette hypothése (voir théoréme 1.6.2).

Corollaire 1.7.6 Supposons Uhypothése 1. Soient p1 et po deuz représentations irréductibles de D>

satisfaisant (a) ou (b) du théoreme 1.7.5. Alors Ind% p1 ® po est une représentation irréductible de
G.
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1.7.1 Preuve du théoréme 1.7.5

Lorsque d; et do sont égaux a 1, par hypothése p; et pa ne sont pas isomorphes. Le résultat est
alors 'objet du lemme 1.7.4.
Lorsque dids est strictement supérieur & 1 mais que d; et do sont premiers entre eux, c’est ’objet

du lemme 1.7.3 appliqué a W = (IndB p1® pg)l(l) et

{Ha(z) |z € X} ={Hs(2,y) | 2,y € Op},

ce qui est possible grace au lemme 1.7.1.(i).

On peut donc supposer a présent que le pged de dp et dy, que I’on notera g, est strictement supérieur
a 1; et c’est ce qu’on fera par la suite. Notons V = Indg p1 ® pa. Pour tout entier j de [0,g — 1], on
note’

W; = VectFp{féyb |i=0,1; a—b=j mod g}; (1.38)

cela découpe une somme directe de F p-espaces vectoriels Vi) EB W;. Soient W un sous-
H(G, I(1))-module non nul de VM et w un élément non nul de W. On écrit

w:w0+w1+...—|—wg_1€@jwj‘; (139)

et on note
Ly = |{j €[0,9—1] | wj #0}|.

C’est un entier strictement positif car w est non nul.

On va montrer par récurrence sur k > 1 que tout élément non nul w de W avec 'y, = k engendre
VI en tant que H(G, I(1))-module. On veut distinguer deux cas différents pour la preuve de cette
récurrence.

On remarque que W; est stable par TG et par les AZ pour tous z,y € OF.

Cas1: pl\og o pg‘og, c’est-a-dire & et & non Frobenius-conjugués.

Commencons la récurrence avec I’étape k = 1. Dans ce cas-13, il existe un unique iy € [0,g — 1]
avec wj, # 0. Parce que &; et & sont non Frobenius-conjugués, le lemme 1.7.1.(i) nous dit que les
coefficients diagonaux de Hs(z,y)|w, forment une famille libre. On peut alors appliquer le lemme
1.7.3 pour affirmer que W;, est irréductible et il est donc inclus dans W. En particulier W contient
fl% o; et son image par S est un élément non nul de Wj,41. On se sert ensuite & nouveau des lemmes
1.7.1.(i) et 1.7.3 pour affirmer que W; 1 est inclus dans W' ; puis I'image de fzo+1 o par S est non nulle
et appartient a Wj y9, etc. Par une récurrence immeédiate, on voit que W contient € z W; = Vi
et on a terminé ’étape d’initiation.

Montrons maintenant que le rang k > 1 implique le rang k + 1 dans la récurrence. On remarque que
les cas k > g ou k+ 1 > g n’ont pas de sens vu que 'on a I'), < g pour tout w € W ; k est ainsi
inférieur & g — 1. Soit w un élément de W avec I'y, = k + 1. Notons

W = VectFp{fé,b |0<a<dy, 0<b<da}

pour i = 0,1. Supposons dans un premier temps w inclus dans W) ou dans W disons W),

Pautre cas de figure étant identique. Comme Al stabilise WO et A |W<0) est diagonalisable de
valeurs propres deux a deux distinctes par le lemme 1.7.2, le lemme des noyaux nous affirme la

décomposition
w© — @j ker ( H AEH §1IQD}§{yQD} (0)>.
a—b=j

Ton verra parfois aussi 'indice j de W; comme la classe qu’il représente dans Z/gZ
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En particulier, si ¢; est tel que on ait w;, # 0 (voir (1.39)), alors les fonctions

a b
T z? DY,
(2,9) = w'@,y) =w- (TT Al - e Hidyo)

a—b=j

sont non identiquement nulles (car on a I'y, = k + 1 > 2) et vérifient ', < I'y pour tout

z,y)
z,y € k). Il reste & prendre (zq,y0) € (kj5)? avec w'(zg,y0) # 0 et appliquer Uhypothése de récur-
rence a w'(zg, yo)-

Supposons maintenant w inclus ni dans W, ni dans W), Alors Iimage w’ de w par S est non

nulle et vérifie ',y < I'y,. On applique ’hypothése de récurrence & w’ pour conclure.

Cas 2 : p1|(9]§ ~ pg‘og, c’est-a-dire & et & Frobenius-conjugués.
Reprenons I'étape d’initiation & = 1 dans ce cadre-la. Par le lemme 1.7.1.(ii), il existe au plus un
Jo € [0, g9 — 1] tel que 'on ne puisse pas appliquer le lemme 1.7.3 & Wj,. Supposons que ce j existe
bien (le cas contraire, on peut procéder exactement comme au Cas 1) et voyons comment contourner
la difficulté. Si ig est distinct de jg, alors par le raisonnement du Cas 1, on a déja

Wi, ®Wigp1 ®---® W1 CW.

Or on remarque que la restriction de S a W N Wj,—1 induit un isomorphisme de F,-espaces
vectoriels entre W N W, _1 et W) NW;,. De cette maniére, W) N W, est inclus dans W, et il
reste a utiliser Paction de 7= pour conclure W, € W. On poursuit ensuite pour montrer Wj 1
comme au Cas 1, etc.

Maintenant, si 4o est égal & jg, on regarde d’abord le noyau de S : c’est le sous-espace vectoriel de
V1) engendré par

{fap latk#b+1}U{Tfap — fopsr | a+k=0+1#d} U{Tfs_tay1 — M _ro}  (140)

Si w est dans le noyau de S, comme on a I'y, = 1, w est dans I'espace engendré par {fi’b | a+k # b+1}.
Mais alors 7"V envoie w sur un élément w’ non nul de W©) N W, , et S envoie w’ sur un élément
non nul w” de W) N W 1. Reste a appliquer le cas ig # jo & w”. Si w n’est pas dans le noyau de
S, son image w' par S est dans W) N (Wi, @ Wjy41). Comme a la fin du Cas 1, on forme alors

(:Cy ( H A ‘W(D qD}g{a:qD }ldW(o))

a—b=jo

pour obtenir un w”(x1,y;) non nul dans W N W 41 et conclure comme précédemment.
Montrons maintenant comment le rang £ > 1 implique le rang k41 de la récurrence. Prenons w € W
avec I'y, = k + 1. Si wS est non nul, on le note w’ E WM et onaly <k —|— 2. On utilise alors une

fois de plus le lemme 1.7.2 et une de ces images w” par un polynome en Al @y est non nulle et

il
vérifie I',,v < k : on applique I’hypothése de récurrence a w”.

Si wS est nul, observons la base (1.40) du noyau de S : ou bien w est engendré par {fa{b | a+k # b+1}

et on prend, comme précédemment, une de ses images par un polynéme convenable en AEJE}]}W(U‘
: N 1 0 1 0
Ou bien w posséde une composante sur un Tfa’b — fa’b+1 ou del—k,dg—l — Afdtk’O. Remarquons que

[z]

ces vecteurs ne sont pas vecteurs propres pour les A[y] : si cela avait été le cas, on aurait
a b+1 a b
4D 9p 9D 9D
qen =g }séy }

+1 a
pour tous z,y € kj. Or cela impliquerait 5;1 52 ) 2 = (fD, et donc £JP = &;. Par le lemme
1.3.3 et 'hypotheése g > 1, c’est absurde. De ce fait, il existe 22, y2 € kJ; tels que wAgj]} = w’ ne soit

pas dans le noyau de S. Son image w” par S est alors non nulle, dans W), et on peut appliquer le
procédé précédent pour faire diminuer I'y,v. La récurrence est terminée. U
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1.8 Séries principales et induction compacte

On téache dans ce paragraphe d’établir une nouvelle preuve du théoréme 1.1.1.(ii) en utilisant
une méthode a la Barthel-Livné-Herzig. Parce que ceci est précisément ’objet d’un autre travail
de lauteur (chapitre 3) pour GL(m, D), on sera plus concis sur la présentation. On va rappeler la
méthode en renvoyant au chapitre 3 pour les preuves, et on va surtout se concentrer sur l’argument
de « changement de poids », pour lequel, dans la plupart des cas (voir ’hypothése 2 ci-dessous) on
peut se passer du gros du travail du chapitre 3 et effectuer un argument ad hoc.

Soient p; et po deux représentations irréductibles de D*. On cherche & démontrer que Indg P12
est irréductible sous les conditions du théoréme 1.1.1.(ii).
Avant de commencer ’argument & proprement parler, on s’attache d’abord & un lemme facile mais
utile au cours de la démonstration. On remarque que ce lemme est un corollaire facile des lemme
1.6.1 et théoréme 1.6.2, mais on veut s’en passer.

Lemme 1.8.1 Soient p1 et py deuz représentations irréductibles de D* telles que 'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

(a) p1 et pa ne sont pas isomorphes ;

(b) p1 = p2 est de dimension d; = dy > 1.
La représentation Indg p1 ® p2 ne posséde pas de sous-G-représentation de dimension 1.

Preuve :
Supposons I'existence d’une droite de Indg p1 ® p2 stable par G, disons engendrée par une fonction
f: G — |p1 ® p2| non nulle. Soit g € G un élément du support de f. Pour tout b € B, on a

((g7'bg)-f)(g) = f(bg) = p1 @ p2(b) f(9)- (1.41)

Et (1.41) est sur la droite F,f(g) de |p1 ® pa| car F,f est une droite stable par G dans Ind% p; ® po.
Comme c’est valable pour tout b € B et que p1 ® py est irréductible, p1 ® ps est de dimension 1. Soit
a € A. Parce que 'action de G sur f est de donnée par un certain caractére G — IF; , on a l’égalité

(97" sasg).f = (9~ ag).f. (1.42)

En regardant la valeur en g et en utilisant (1.41), (1.42) devient

p1 ® pa(sas) f(g) = p1 @ p2(a) f(g)-

Parce que f(g) est non nul, cela implique p; = p2, ce qui, accumulé avec d; = dy = 1, finit par
contredire I’hypothése de I’énoncé. C’est donc que f n’existe pas et le lemme est prouvé. Il

Soit 7 une sous-G-représentation non nulle irréductible de Indg p1 ® p2; en particulier, m est
admissible par la proposition 1.4.2. On suppose que p; et po vérifient 'hypothése suivante.

Hypothése 2 Si p1|OB et p2|OB sont isomorphes et ne sont pas des caractéres, alors pour tout

caractére x1 @ x2 C (p1 ® p2)|Bnk avec x1 # X2, ngl_l correspond & x — x° (voir (1.3)) avec
§=(s0,51,..-,5¢d—1) tels que l'un au moins des s; n’appartient pas a {0,1,p —2,p — 1}.

Remarque : Le raisonnement général est valable sans elle mais elle est utile dans notre preuve du
théoréme 1.8.3. Dans le chapitre 3, on prouve le théoréme 1.8.3 sans cette hypothése et on recouvre
complétement alors une autre preuve du théoréme 1.1.1.(ii). Cependant I’argument gagne beaucoup
en complexité.

Remarque : On voit que cela exclut d’office les premiers p = 2, 3.
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Parce que K(1) est un pro-p-groupe ouvert, 7/€() est non nul et de dimension finie. Comme

K (1) est normal dans K, 7 (1) est une représentation de dimension finie de K, qui admet donc une
sous-représentation irréductible, disons V.

On a Dalternative suivante : ou bien 7 est de dimension finie et par le lemme 1.6.1 et le fait que F,
est algébriquement clos, 7 est un caractére de G, ce qui est exclu par le lemme 1.8.1. Ou bien, par
le théoreme 1.8.3 ci-dessous, on peut supposer que V' n’est pas un caractére (c’est-a-dire qu’elle est
réguliére au sens du paragraphe 1.2.5); c’est donc ce que 'on fera par la suite.

Comme l’algebre de Hecke H(G, K, V') est commutative (par le paragraphe 2.10 de [HV11]) et que

Homg (ind% V, ) ~ Hompg (V, 7)

est non nul de dimension finie (par réciprocité de Frobenius et admissibilité de 7), il existe un
vecteur propre ® dans Homg(indf( V, ) pour 'action de H(G, K, V). On note x le caractére propre

correspondant : c’est un caractére de Fp-algebres H(G, K,V) — F,. Et ® se factorise donc par le
morphisme de G-représentations
indZ V@, F, — 7 (1.43)

que l'on notera encore ®. Parce que 7 est irréductible, ® est surjective. Observons que ® provient
par réciprocité de Frobenius d’un

f € Homp (V, ) € Homp (V,Ind% p1 ® po) ~ Homanx (V. p1 ® p2),

et on notera f; son image dans Hom gnx (VUQK,pl ® pg). Aussi, a cause des Lemmes 4.1 et 4.3 du
chapitre 3, x se factorise & travers la transformée de Satake

'Sa : H(G, K, V) — H(A, AN K, Vunk);

on notera encore x le caractére de Fp-algebres résultant H(A, ANK,Vyn K).
Parce que V' est réguliére, par [HV12|, Theorem 1.2 et Corollary 1.3, on a l'isomorphisme de G-
représentations

w s ind§ V @, Fy = IndG (ind4nx Vonk ®y Fp) (1.44)

caractérisé par
w([Lv]®1)(1) =[1,prv)]®1

pour tout v € V d’'image py(v) dans Vynk. De plus, f induit I'isomorphisme de A-représentations

ind4nx Vonx @, Fp = p1 ® pa
[1,v]®1 — f1(v)

comme on peut le voir & partir de la proposition 1.3.2 (ou bien on peut se reporter au lemme 1.9.1 et
a la proposition 1.9.2.(i) ultérieurs) ; on le notera encore f1. En appliquant le foncteur exact Ind§,
on obtient I'isomorphisme

Ind f1 : Ind3 (ind/jrx Vg @y Fp) = Indf p1 © p
de G-représentations. Comme
(Ind f1) o vy = ind% V @, F, = Ind% p1 @ pa
est déterminée par les valeurs
((Ind f1) o v ) ([1,v] @ 1)(1) = fropu(v) = f(v)(1)

pour tout v € V, on a (Ind f1) oty = ®. Il en résulte 7 = Ind$ p; @ py et Ind% py @ py est irréductible
comme voulue.

On vient alors de démontrer 1’énoncé suivant.
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Corollaire 1.8.2 Soient py et pa deux représentations irréductibles de D* telles que l'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

(a) p1 et pa ne sont pas isomorphes ;

(b) p1 = p2 est de dimension di = dg > 1.
Supposons de plus I’hypothése 2. Alors Indg p1 ® pa est une représentation irréductible de G.

Enoncons maintenant 1’énoncé de changement de poids qui nous a été utile.

Théoréme 1.8.3 Soit ™ une représentation irréductible non nulle de dimension infinie de G qui s’in-
jecte dans Indg p1®p2 avec py et pa satisfaisant Uhypothése 2. Alors m contient une K -représentation
irréductible réquliere (c’est-a-dire qui n’est pas un caractére).

Remarque : Par le lemme 1.6.1, parce que Fp est algébriquement clos, il est équivalent de demander
que 7 ne soit pas un caractére de G.

Remarque : Au cours de la preuve, on verra que si V est une K-représentation irréductible non
réguliére de 7|, alors on peut choisir V’ réguliére dans 7| telle que (V)UK et 0. VUMK sont des
(AN K)-représentations isomorphes, et sa classe d’isomorphisme est en fait uniquement déterminée.

1.8.1 Preuve du théoréme 1.8.3

Soit V' une sous-K-représentation irréductible de 7. Si V' est réguliére, il n’y a rien a faire.
Supposons donc V' non réguliére, c’est-a-dire égale & un caractére x o det et portée sur une droite
que l'on notera Fyv. Si x ne se factorise pas par la norme galoisienne Ny /., alors Fppov est une

représentation de K N ngK(,D;l =1 égale a

x@x(@ ' @) #x®x.

On a par suite une fleche non nulle

1

Indf y® x(@ ™ @) — 7 CIndG p1 @ po = Ind i p1 @ po

de K-représentations. Par réciprocité de Frobenius, on a une fleche non nulle de (BNK)-représentations
nd% x @ (@' []w) — p1 @ p2. (1.45)
Le morphisme de (1.45) se factorise en fait par le morphisme non nul de (A N K)-représentations
X @ x(@ ' [)w) & (IndB x (@ []=) @ x), = p1 @ pa. (1.46)

En notant x* = x(w ![]@) ® x, on cherche & déterminer (Ind% X“’)U. Une base de (Indg XW)U est

donnée par les [u,v] pour u Eﬁ et v un élément non nul fixé de la droite sous-jacente a x*. Les
u.f—fpouwrueUet fe Indg ¥ sont inclus dans la sous-B-représentation

(Ind% Xw)(U) = {Zueﬁ Ay, v] ‘ Ay € Fp, Z Ay = 0};
et ils engendrent bien comme on le voit en prenant f = [1,v]. Mais alors I’espace de coinvariants
(Indg Xy = (Indg xX“)/ (Ind%x‘”)(U)

est de dimension 1, et il s’agit de déterminer ’action de ANK dessus. Et a € ANK agit par x“(a) sur
I'image [1,v] de [1,v] dans (Indg X“’)U ; d’on (Indg x“’)U = x“ en tant que (AN K)-représentations.
Et (1.46) devient

x@x(w™ - w @ x(@w ! @ @x— p1Q pa.
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-1, -1, -1

Ainsi x®@x(w™" -w) ou x(w™"-w)® x est un sous-caractére de (p1 ® p2)| Bk, disons x @ x(w™" - w).
Par I'hypothése 2, il s’écrit  — 2% avec § = (80,51,---,5¢d—1), I'un des s; n’appartenant pas a
{0,1,p—2,p—1}. La Proposition 1.1 de [Dia07| nous assure que dans ce cas-la, aucun des facteurs
de Jordan-Holder de Indl X ® x(w™! - @) n’est un caractére. La droite Fppov engendre donc une
K-représentation dans m, qui contient une sous- K-représentation irréductible réguliére : la preuve
est terminée.

Si x se factorise par Ny k.., par la fin de la preuve de la Proposition 16.1 du chapitre 3, il existe un
caractére yo de F'* tel que y o det soit la restriction a K de yg o detg. En utilisant le lemme 1.4.1
pour tordre 7 par XJI o detg, on peut supposer que x est le caractére trivial de kB. C’est donc ce
que l'on fera par la suite.

La droite va porte ainsi la représentation triviale de K. On regarde la droite chpgv : elle est
stable par K N gOgKgO;l = I, et on note V7 ¢ la K-représentation qu’elle engendre. Parce que 'on a
I’isomorphisme d’ensembles finis

I\K = B\K = ((BNK)/(BNK(1)))\K,

et que I est un sous-groupe compact ouvert de K, la réciprocité de Frobenius nous donne un
morphisme non nul de représentations de K

Indf 1 =mdE 1 - 3. (1.47)

Par |Pas04|, Lemma 3.1.7, on peut identifier Indg 1 : c’est la somme directe de la représentation
triviale 1 de K et de la représentation de Steinberg finie St. Par [CE04], Definition 6.13, Theorem
6.10 et Theorem 6 12, St est irréductible et de dimension ¢? : c’est en fait la représentation que 1’on
a notée SymP~ -1 > et qui est réguliére. Le morphisme non nul (1.47) nous offre alors l'alternative
suivante : ou bien Vl,o contient St et la preuve de la proposition est terminée, ou bien V10 est encore
la représentation triviale de K.

Dans ce second cas de figure, on va s’intéresser a Vo, la K-représentation engendrée par la I-
représentation Fpgogv. De nouveau, par argument précédent, ou bien Va o contient St, ou bien V5
est 1. Dans le cas défavorable V5 = 1, on s’intéresse a V3, etc.

S'il existe i > 0 (avec la convention Voo = V) tel que Vi contienne St, la preuve est terminée.
Supposons donc le cas contraire, c’est-a-dire que la K-représentation V; o engendrée par ]Fpgogv est
triviale pour tout ¢ > 0. Mais alors, pour tout 7 > 0, la droite pr9<p2v est stable par K et est
triviale : on la note V; ;. On forme la sous-représentation de 7|k

2d—1d-1 2d—1d—
Vo= S S S Byt
i=0 j=0 i=0 j=0

et on va montrer que V,, est une représentation de G. Grace a la décomposition de Cartan

G= [] Eeio'K,
1>0,j€Z

il s’agit de voir que Vi, est stable par w™? et cp%d. Comme @ est un sous-groupe du centre de G,
son action sur la représentation admissible irréductible 7 est donnée par un caractére (par lemme
de Schur) : en particulier, elle stabilise V. Et parce que l'action de s € K est triviale sur chaque
Vi,j on a, pour tous ¢,j > 0 :

P35 ohwlv = (p2s2s -+ - pas)phw’v = @lphwlv.

Et comme I’action de w? est scalaire, go%d stabilise bien V, et V, est une G-représentation comme
affirmé. Parce que 7 est irréductible, V,, est 7, mais cela contredit le fait que 7 est de dimension
infinie. C’est donc que notre supposition était erronée : 1'un des V; contient nécessairement St et
la preuve est terminée.

39



1.9 Classification des représentations irréductibles admissibles

Soit 7 une représentation irréductible admissible de G. Par la discussion aprés le lemme 1.8.1, il
existe une K-représentation irréductible V' et un caractere x : H(G, K, V) — F, de F,-algébres tels
que 'on ait une surjection

ind% Ve, F, -« (1.48)

de G-représentations. Si pour tous V' et x satisfaisant (1.48), x ne se factorise pas par la transformeée
de Satake
'Se: H(G, K, V) — H(A, AN K, Vinr),

alors 7 est dite supersinguliére.

On va tacher de montrer que toute représentation m qui n’est pas supersinguliére a déja été étudiée
auparavant, c’est-a-dire qu’elle est un caractére, une représentation de Steinberg, ou bien une série
principale. Dans ce paragraphe encore, on insiste sur le fait que ’on se passe complétement du travail
de changement de poids du chapitre 3. Et seule la proposition 1.9.6.(ii) fait appel au cceur du travail
du chapitre 3 avec le foncteur des parties ordinaires; tout le reste est « élémentaire ».

Commencons pour cela par identifier les parametres (V) x) des séries principales comme en (1.44).
Pour n un caractére de AN K, on définit le sous-groupe suivant de Ay :

Za(n)={a€ Ay |Vz € ANK, n(a 'za) = n(z)}.

C’est un invariant important du caractére 7, etﬁcela transparait sur V aussi : pour toute représen-
tation irréductible de K, on I'isomorphisme de Fp-algébres (voir le paragraphe 7.1 de [HV11]) :

H(A,ANK, VUQK) &OF, ZA VUnK)]
. , 1.49
< as > € Za(Vunk) (1.49)
Can s . “ 0 : w™ 0
ot 741 désigne 'opérateur de support 0 o (AN K) et valant id en 0 oo )

Lemme 1.9.1 Soient py et pa deuz représentations irréductibles de D*. Soient V une K-représentation
irréductible et x : H(G, K,V) — Fp un caractére de Ej—algébres nduisant un morphisme non nul de
G-représentations

ind% V@, F, — Ind§ p; ® pa. (1.50)

Alors Vynk est un caractére de A N K qui est une sous-représentation de p1 ® pa2lank, et x se
factorise a travers 'Sg en un caractére de 'H(A,A N K, VUmK) que l'on notera encore x. De plus,
w0

0 o > soit un élément de Z, (VUQK), on a

pour tous a1, as € Z tels que <

X(7ad) = pr(w™)pa(w™) € F,.

Preuve :

L’existence d’un morphisme non nul (1.50) implique en particulier que ’espace Homg (indf( V, Indg P1R
pg) est non réduit a 0. En appliquant deux fois la réciprocité de Frobenius et en mettant & profit
I'isomorphisme topologique BN K\K — B\G, on a :

Homg (indIG( V, Indg p1® pg) = Hompg (V, Indng 1R pg)

= Hompnk (V, p1 @ p2) = Homank (Vunk, p1 @ p2).

De ce fait, Vyni, qui est un caractére de AN K par le lemme 1.2.2.(i), s’injecte dans p; ® pa|ank-
Par le Lemme 4.6 du chapitre 3, x se factorise a travers 'Sg et le caractére H(A, ANK, VUQK) —F,
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(que I’on note encore x) qui en résulte induit un morphisme non nul ind4~x Vong ®y Fp — p1 ®
al 0 ~ —
p2. Lorsque ( wO a2 ) est un élément de Z4 (VUQK), laction de 75} sur indﬁmK Vunk @y Fp

w™

0
p1(w™ ) p2(w*?) par la proposition 1.3.1. O

. 0 . :
est compatible avec celle de ( a2 > sur p1 ® p2. Et cette derniere est scalaire, égale a

Proposition 1.9.2 Soient V une K-représentation irréductible et x un caractére de H(A,A N
K, VUQK). On note encore x le caractére de H(G, K,V) que l'on obtient en le précomposant par
'Sq.
(i) La A-représentation indﬁmK Vunk ®y Fp est irréductible, de dimension finie et on la notera
pP1 & p2.
(ii) Supposons l’hypothése 2.
(a) Supposons V réguliere. Alors on a un isomorphisme

ind% V @, F, = Ind% p1 @ ps

de G-représentations. B
(b)iSupposons Za(Vunk) # Ap oubien (Za(Vunk) = Aa et x(13) # x(17)). Alors ind% Ve,
I, est isomorphe a Indg p1 R p2.

Preuve :
La (AN K)-représentation Viynx se décompose en 01 ® o9 ol 01, 02 sont des caractéres de OE. Mais
alors on a l'isomorphisme de groupes suivants, dans les notations du paragraphe 1.3 :

Ny, /K 0 ~ wh? 0
("0 iy ) =20 = (%) s

pour des entiers dq, d2 > 1 uniquement déterminés. Donc, par la proposition 1.3.2, indﬁm x Vun K®XED
est isomorphe, en tant que A-représentation, a ,o(al, X(Tgl)) ®p(02, X(TC?Q)), qui est irréductible par
la proposition 1.3.1. Le (3) est prouvé.

Supposons V' réguliére. Alors, par [HV12|, Theorem 1.2 et Corollary 1.3, on a l'isomorphisme de
G-représentations

ind% vV @y F, = Ind§ (ind4nx Vonk @y Fp) = Ind§ p1 @ po.

Prouvons maintenant (4i).(b). La condition Za (VUm K) #+ A, est équivalente & ce que p1 ou ps est de
dimension strictement supérieure & 1; et la condition (2 A (VUn K) = Ay et x(73) # x(77)) implique
que p1 et pg sont deux caractéres de D™ non isomorphes. Dans les deux cas, on peut appliquer le
théoréme 1.6.2 et Ind% p; ® po est irréductible. Si V' est réguliere, le résultat est trivial par (7). (a).
Supposons donc V' non réguliére.

Par la coordination des lemmes 1.9.1 et 1.2.2, on peut prendre V' une K-représentation irréduc-
tible réguliére incluse dans Indg p1 @ po. En fait, on peut méme supposer que V' est I'unique K-
représentation irréductible réguliére telle que les (A N K)-représentations V-, et ¢1.Vynk sont
isomorphes ; c’est donc ce que ’on fera par la suite. En particulier, on a ZA (VLImK) = ZA (VUQK) et
on peut identifier H(A, ANK, VémK) et H(A, ANK, VUQK) a travers (1.49) ; on notera encore x le
caractére de H(A, ANK, V(}mK) résultant de cette identification. Par la proposition 1.9.3 ci-dessous,
on a alors 'isomorphisme de G-représentations

ind? vV @, F, = ind% V' @, F,

et le résultat suit de (7). (a). O
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Proposition 1.9.3 Soient V' un caractére de K et x un caractére de H(A, AN K, V) vérifiant
xX(13) # x(72) si on a Za(V) = Ap. Soit V' Uunique K-représentation réguliere telle que les (ANK)-
représentations Vi et v1.Vunk sont isomorphes. On a un isomorphisme de G-représentations

ind% V @, F, = indZ V' ®, F,.

Remarque : Cet énoncé ne nécessite pas I’hypothése 2 car on a le théoréme 1.6.2 & notre disposition
(a la place du corollaire 1.8.2). Il en va de méme des résultats qui suivent.

Remarque : La condition sur x peut se réécrire, grace a la Proposition 16.1 du chapitre 3 : V ne se
prolonge pas en un caractére de GG ou alors la restriction & A du prolongement de V' a G n’est pas
isomorphe a ind4qx V ®, F,.

Preuve :

Par le Lemme 6.2 du chapitre 3, il existe un opérateur non nul

et ind% V — ind% V'
de support K1 K, ainsi qu’un opérateur non nul
¢ :ind% V' — indG V
r+1

de support K¢ K pour r > 1 minimal tel que 'on ait ;" € 2,4 (VUQK). On dénote de la maniére
suivante les opérateurs qu’ils induisent aprés tensorisation par x :

— ot o —
ind% v e, F, *— ind$ V' @, F, = ind% V @, F,,. (1.51)

En effet, comme x est un caractére de H(A, AN K, V) = H(A,A N K, VémK), on peut voir cela
apres application de la transformée de Satake; or, la structure de module & gauche et & droite sur
H(A, ANK,V, V) étant la méme une fois identifices H(A, ANK,V) et H(A, ANK, V), "
et ¢~ induisent bien respectivement @+ et 3~ comme voulu.

On veut montrer que ces morphismes dans (1.51) sont tous deux non nuls : on va le faire pour @,
le cas de P étant identique. Il suffit de voir que l'image de [1,v'] pour v/ € V{},j non nul par ¢~
n’est pas dans® I'(V, x). Notons py : V — Vyni la projection canonique. Si on fixe un isomorphisme
de Fp-droites V{,x — Vunk envoyant v sur v, et que lon écrit K@i K = [[,.7 K¢lk;, le support
X, de

e ([L0]) = Ziez[kflw,pv(kiv)]

vérifie ez(X,-) = 1 et 67(X,-) = 2r (pour ce diamétre, 'argument est le méme que dans le lemme
1.10.4 en appendice). Par la proposition 1.10.6.(i), ¢~ ([1,v']) n’appartient pas a I'(V,x) : o est
bien non nul comme voulu.

Comme ¢~ o T est un élément de H(G, K, V), il existe un A € F,, (la valeur de x en ¢~ o ™) tel

que P~ o soit Aid. De méme, T o P~ est Nid pour un certain A € F,; montrons X' = X. On a

Not = (@ op )opt =0 o (p 0p") =Ap",
Comme @ est non nul, on a bien A’ = X\. Montrons que A est inversible, et la preuve sera ter-
minée. Par la proposition 1.9.2.(ii).(a) et la discussion dans la preuve, ainsi que le théoréme 1.6.2,
ind?( V' @, F, est isomorphe & une série principale. De ce fait, ' est surjective, o~ est injective et
@~ o' ne peut étre nulle. On a ainsi A # 0 et g est I'isomorphisme cherché. O

Parmi les V' telles que Vynk et V-5 sont conjuguées par gp%, une seule au plus n’est pas
réguliére ; en effet, dans ce cas-1a, en particulier, V/;,; est un caractére de la forme x ® x et les
conjugués de Vyng = x1 ® X2 par cp% étant les x} ® x2 pour X} parcourant les conjugués de x; par
w”, un seul au plus est de la forme y2 @ 2. Alors, la proposition 1.9.2.(ii).(a) et la proposition 1.9.3

(ou bien la proposition 1.9.2.(ii).(b)) impliquent directement I’énoncé suivant.

8on utilise les notations de ’appendice 1.10
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Corollaire 1.9.4 Soient V une K-représentation irréductible et x un caractére de H(A, ANK, VUQK).
On note encore x le caractére de H(G, K, V') que l'on obtient en le précomposant pariSc;. Soit V' une
K -représentation irréductible telle que VI}OK et Vini sont conjuguées®. Supposons Z 4 (VUQK) # Ap

ou bien (Z4 (Vunk) = Aa et x(13) # x(0)). Alors on a un isomorphisme
ind% V@, F, = ind7 V' @, F,
de G-représentations.

Preuve :

Par hypothese, il existe a,b € Z tels que Vi et (¢3@®).Vunk sont des (AN K)-représentations
isomorphes. Comme ’action par conjugaison de w? stabilise chaque caractére de O, on peut
supposer a > 0, ce que I'on va donc faire. Quitte & échanger les roles de V et V', on peut supposer
que V' n’est pas un caractére de K. Soit V" la K-représentation qui a la méme régularité que V
et qui est telle que V{/j et @?. Vynk sont isomorphes. On a alors un opérateur non nul ind% V —
indIG( V" porté par la classe de w?K. Parce que ce dernier est porté par une simple classe, il est un
isomorphisme d’inverse un opérateur porté par la classe w °K (en ajustant les scalaires de sorte a
ce que la composée fasse bien 'identité). Tout ceci passe au quotient pour induire

ind% V @, F, = ind% V" @, F,,.

Il reste a établir que ind% V*/ @\ Fp et ind% v’ @, [Fp, sont isomorphes. Soit V; 'unique K-représentation
réguliere telle que (Vi)unk et ¢1.V]q sont des (A N K)-représentations isomorphismes. Deux cas
se présentent a nous : ou bien V" est un caractére de K et Iisomorphisme de G-représentations
ind,G( V" ®y Fp = ind%’; V1 ®y Fp suit directement de la proposition 1.9.3. Ou bien V" n’est pas un
caractére et on peut utiliser la preuve de la proposition 1.9.3 (qui est encore valable en plus facile
car ni V" ni V4 ne sont des caractéres). Dans les deux cas, aprés b étapes, on obtient

ind% V" @y Fp = ind% V3 N ind% @y Fp = ind% v’ @ Fp
puisque V' n’est pas un caractére. Le résultat est prouve. O

On remarque que la proposition 1.9.2 implique que 'on connait le K-socle des représentations
de Steinberg, c’est-a-dire leur plus grande sous-K-représentation semisimple. Ce fait est établi en
toute généralité dans le chapitre 2 mais on ’obtient ici & moindres frais.

Corollaire 1.9.5 Soit py un caractére de F*. On factorise sa restriction & Of par la réduction
modulo (wp) :

poloy : OF = kit 22y
et on note N
no k) =R, X o, X (1.52)

Alors le K-socle de Stppg est irréductible et isomorphe a (n o det) ® Symp:IFi.

Preuve :
Supposons le K-socle de Stgpg non irréductible. Alors il existe deux K-représentations irréductibles

V1 et Vo vérifiant Vi @ Vo C (Sth0)|K. Mais alors, par le lemme 1.2.2, (StB,oO)I(l) contiendrait la
somme directe Vll(l) @ VQI(I) de deux droites; et ceci contredit la proposition 1.5.4.(i). L’hypothese
initiale est donc fausse et le K-socle de Stpgpg est irréductible.

Soit V' = (nodet) ® SymP~! F; avec 1) comme en (1.52). Par le lemme 1.2.2, Z4 (Vyni) est Ax. Soit

%en particulier, grace a (1.49), on peut identifier H(A, AN K, Vinx) et H(A, ANK, Vunk), et donc faire de y un
caractere de H(G, K, V')
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alors x le caractere de H(A, AN K, Vyng) défini par x(75) = x(7) = po(Nrmw@). Par les (i) et (ii)
de la proposition 1.9.2, on obtient alors un isomorphisme de G-représentations

ind% vV @, F, = Ind§(po o detg ),

et donc une surjection

ind% vV ®, F, — Stgpo.
En particulier, on a un morphisme non nul de K-représentations V' — Stppg ; c’est une injection car
V' est irréductible. Il en résulte que V est le K-socle de Stppg. ]

Il reste uniquement a examiner le cas ott V' est un caractére de K (en particulier V|anx = Vink)
vérifiant Z4(V) = A et ot x vérifie x(13) = x(77). C’est I'énoncé suivant.

Proposition 1.9.6 Soient V un caractére de K et x un caractére de 'H(A,A NnkK, V). On note
encore x le caractére x o'Sg de H(G, K, V). Supposons Zs(V) = Ap et x(1d) = x().
(i) Tout quotient irréductible de dimension finie de ind[G( V ®y ?p est 1somorphe a £ o detg ot &
est un caractére de F* uniquement déterminé par V et x. Réciproguement, tout caractére de
G est quotient d’un ind% V ®y ﬁp pour une paire (V,x) comme précédemment.

(ii) Tout quotient irréductible admissible de ind% V ®y Fp est de dimension finie.

Remarque : On pourrait en fait prouver que ind?{ V ®y E, s’inscrit dans une suite exacte non scindée
de G-représentations
0 — Stpé — ind% V @, F, — £ odetg — 0.

11 faudrait alors retravailler la combinatoire de |[BL95| mais cela permettrait d’éviter I'appel a la
Proposition 14.1 du chapitre 3.

Preuve :

Soit m un quotient irréductible de dimension finie de ind?{ V®XE,. Par le lemme 1.6.1 et parce que F),
est algébriquement clos, 7 est un caractére de G : il existe un caractére £ de F'* vérifiant m = {odet.
A cause de la relation (1.2), € o detg est une sous-représentation de Ind% (€ o Nrm) @ (€ o Nrm) ; et
on a donc un morphisme non nul de G-représentations

ind% vV @, F, — Ind% (€ o Nrm) @ (€ o Nrm).
Par le lemme 1.9.1, on a alors

Vg = (§ o Nrm)|ox @ (§ o Nrm)| . (1.53)

Comme Nrm : O} — Op est surjective, cela détermine £|,x . De plus, (1.53) implique que Za (Vurk)
F
est A et le lemme 1.9.1 donne ensuite

1 d__d
X(19) = E(Nmw) = £((—1)"=").
Comme on a F* = (’);wdz , & est uniquement déterminé.
Réciproquement, soit m un caractére de G : il s’écrit m = £ o detg pour un certain caractére & de
F*. Factorisons la restriction de 5](9; par la réduction modulo (wp)
£ —=x
£|(’);§ IO;—»/{;HFP,

et notons N B
n:kp tplkr, k3 AN F;.

Soit V = nodet, qui est un caractére de K. En particulier, on a ZA (VUQK) = ZA (V\AQK) = Aj.
Soit x le caractére de H(A, AN K, V) défini par

X(79) = x(7) = E(Nrm ).
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Il s’agit maintenant de voir que ’on a une surjection
ind% V @, F, - £ o detg . (1.54)
Or on a la surjection G-équivariante

ind4 VvV —  Eodetg
l9,1] = Eodeta(g)

qui passe au quotient pour donner (1.54) par le début de la preuve. Le (i) est terminé.

Prouvons maintenant (7). Soit 7 une représentation irréductible admissible qui est quotient d'une
telle ind% V ®y Fp. Ecrivons V' = {x o det pour £ un caractére de kjj. Parce que Z4 (V) est Aa,
¢ posséde la factorisation

Nk o
. L.X p/kr o x & X
§k kp ——— kg —>Fp.

Par inflation de & a (’);, on obtient un caractére (9; — ﬁ; que l’on note encore &, puis on
prolonge & en & : F* — F; par §1|O§ = ¢ et &((—1)%p) = x(73). Par le Lemme 4.5 du

chapitre 3, la représentation admissible 7’ = (& 1o detg) ® m de G est quotient de indf( 1 &y Fp
ot X' : H(G,K) — T, est défini par X'(7¢) = x'(77) = 1. Par la Proposition 14.1 du chapitre 3
appliquée a ™’ et & B~, ou bien 7’ contient la représentation triviale, ou bien on a Ordg-7’ # 0 (voir
|[Emel0], Definition 3.1.9, et [Vigl2|, Definition 1.8). Dans le premier cas de figure, 7 contiendrait
le caractére &1 o detg et lui serait égal par irréductibilité; alors m serait de dimension finie comme
voulu.

Montrons que le cas Ordg-7’ # 0 est exclu. En effet, dans ce cas-la, par [HV12], point 2 du
cheminement de la preuve de la Proposition 7.9 et Lemma 7.10, Ord -7’ contient une représentation
irréductible admissible de A que I’on note p = p1 ® p2. Parce que p; = pZ-D(I) est de dimension finie, p;
est décrite par la section 1.3, pour i € {1,2}. Par la propriété d’adjonction de Ordg- (voir [Vigl2],
Proposition 1.7 et Remark 1.9.(ii), et [Emel0], Theorem 4.4.6) on a alors

Homg (Indg p1 R pa, 7r') ~ Hom 4y (p1 ® p2, OrdB_w/).

De ce fait, par le corollaire 1.5.3 et le théoréme 1.6.2, 7' est une série principale ou une représen-
tation de Steinberg. Le cas ©’ = Indgp série principale est exlu par le lemme 1.9.1 puisque 'on
a lynx = 1, Z4(1) = Ay et X' (18) = X/(7). Aussi, comme le K-socle d’une représentation de
Steinberg est irréductible régulier par le corollaire 1.9.5, le cas Steinberg est aussi exclu. Au final,
on ne peut avoir Ordg-7’ # 0, et 7’ est de dimension finie. O

On est maintenant & méme de donner un théoréme de classification.

Théoréme 1.9.7 Toute représentation irréductible admissible de G est isomorphe a l'une des re-
présentations suivantes :

(a) & odetg ou & est un caractére de F* ;

(b) Stp& ou & est un caractére de F* ;

(¢) Ind$ p1 @ pa ot py, pa sont deuz représentations irréductibles de D* satisfaisant (a) ou (b)

du corollaire 1.8.2;

(d) une représentation supersinguliére.

De plus, il n’y a pas d’entrelacement entre deux représentations quelconques de la liste ci-dessus.

Preuve :

Le fait que toute représentation irréductible admissible m de G soit de 'une des formes mentionnées
suit de la discussion au début du paragraphe et des propositions 1.9.2 et 1.9.6.

Aussi, la classe d’isomorphisme de 7 posséde comme invariant I’ensemble II(7) des paires (V, x) ou
V est une K-représentation irréductible et x : H(G, K, V) — F, est un caractére de F,-algebres tels
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que I'on ait une surjection ind% V @, F, —» m. Notons IT,s(7) le sous-ensemble « non supersingulier »
de II(7), c’est-a-dire

Ms(m) = {(V,x) € H(x) | x se factorise par 'S¢ }.

Par les propositions 1.9.2 et 1.9.6, on connait les quotients irréductibles admissibles des ind[G( V®XE,
pour tout x se factorisant par ‘Sg et on remarque que les ensembles IT,s(7) sont deux a deux dis-
tincts pour 7 dans les cas (a), (b) ou (¢). Aussi, par définition, on a Il,s(7) = @ si et seulement si
7 est dans le cas (d). Cela conclut quant a I’absence d’entrelacement. O

On finit par énoncer la conséquence suivante. On rappelle qu'une représentation irréductible de
G est dite supercuspidale si elle n’est pas sous-quotient d’une Indg p avec p irréductible admissible.

Corollaire 1.9.8 Soit m une représentation irréductible admissible de G. Alors w est supersinguliére
si et seulement si elle est supercuspidale.

1.10 Appendice : un peu de sylviculture

Soit V une K-représentation irréductible. Pour étudier ’action de l’algébre de Hecke H(G, K, V')
sur ind]G( V', on va regarder un peu la combinatoire de K\G. L’espace K\G se plonge dans une
infinité dénombrable de copies!? d'un arbre de Bruhat-Tits (au sens de [Ser77], avec action de G via
g-(Kx) = Kxg™') pour PGLy, et c’est ce que I'on commence par établir. On définit le morphisme

1
de groupes vg = ZUD° detg : G — Z.

Lemme 1.10.1
(i) L’application
ir7: K\G — Kw’\Gx7Z
g = (B9)vs(9))

est une injection ensembliste.
(i) L’espace Kw?\G peut étre naturellement muni de la structure d’arbre de Bruhat-Tits de
PGL(2, D), que l’on notera 7.

Preuve :

Montrons (). Soient g1, g2 € G tels que K g et Kgo ont méme image par (3,v3). Alors il existe k € K
et i € Z tels que I'on ait go = kw'g,. Parce que detg envoie K sur O, on obtient vg(g2) = va(g1)+1,
et donc i = 0. Le (3) est prouvé.

Pour (%), on se reportera a [Ser77|, qui ne suppose pas la commutativité du corps de base et rentre
ainsi dans notre cadre. O

On remarque que l'injection définie au lemme 1.10.1.(1) identifie K'\G & un sous-ensemble discret
de lespace métrique qu’est I'immeuble élargi de G (voir [Lan00|, paragraphe 1.3). Cependant la
métrique usuelle sur 'immeuble élargi ne nous intéresse pas vraiment et on préfére considérer des
invariants qui distinguent bien Kww?”\G et Z : c’est ce que I'on présente maintenant.

Soit d7 la distance usuelle sur I'espace 7y = K wZ\G des sommets de 7 : deux sommets x et y de
T sont a distance 1 si et seulement si il existe une aréte de 7 qui les relie. On a, pour tout n > 0,

dr(z,y) =n e zy ! € KolwlK. (1.55)

On se sert de d7 pour définir un diameétre d7 sur la « forét » 7 x Z de sommets K\G par (3,v5) "
Soit X une partie finie non vide de K'\G; on note

67(X) = max {dr(B8(x),B(y)) | z,y € X, vg(z) = vg(y)}.

est pour cela que I'on a envie de parler de forét...

10C7
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Aussi, on définit I’étendue ey, de X par :
ez(X) =max{vg(z) | v € X} —min{vg(x) |z € X} + 1.
Par convention, on prendra 7 (@) = 0 et ez(2) = 0.

Si on munit 7 x Z de l'action de GG définie par
g.(Kth, a) = (szhg_l, a— vg(g)), (1.56)

alors l'injection t77 est G-équivariante. On remarque que action (1.56) de G sur 7 est dr-
isométrique. Cela implique facilement 1’énoncé suivant.

Lemme 1.10.2 Soit X une partie finie de K\G. Alors, pour tout g € G, on a ez(gX) = ez(X) et
5T(gX) = 5T(X)

Preuve :
Soit g € G. Pour tous z,y € X, on a vg(g.x) = vg(x) — v3(g); et donc on a

v3(9.7) = v3(9.y) & va(z) = va(Y).

La preuve est terminée. ]

Soit V' une représentation irréductible de K. Le support d’une fonction de ind% V est une partie
finie de K'\G, et l'objectif de ce paragraphe est de donner des conditions nécessaires sur d7(X)
et ez(X) pour qu'une fonction de support X soit dans 'image de certains opérateurs de Hecke de
H(G,K,V).

Soit x : H(G,K,V) — Fp un caractére de ﬁp—algébres qui se factorise par 'Sg. On définit le ﬁp—espace
vectoriel

T(V,x) = ker (ind§ V — ind% V @, F,).
doZ 0

0 deZ
Cela nous assure en particulier que ’algebre de Hecke H(G, K, V') est engendrée par les opérateurs
suivants : 'opérateur T' de support K @fOK et induisant I'identité sur Vyng, 'opérateur Z de support
w® K et induisant Iidentité sur V, et son inverse Z~! (voir [HV11], paragraphe 7.3). De ce fait, une
famille génératrice de T'(V, x) est donnée par les T°Z7[g,v] — x(T%Z7)[g,v] pour i >0, j € Z, g € G
etveV.

On suppose a présent ZA (VUQK) de la forme < “ pour un diviseur dy > 1 de d.

Lemme 1.10.3 Soient V, x,dy comme précédemment. Soit x un élément de T'(V, x) engendré par les
Z7g,v] —x(Z27)[g, v]. Alors le support X, de x est d’étendue ez(X;) nulle ou strictement supérieure
a 2dy.

Preuve :
Soit z un élément de T'(V, x) engendré par les Z7[g,v] — x(Z7)[g,v]. On écrit

T = ZieI Z7gi,vi] — X(Z7)[gi, vil, (1.57)

ou Z est un ensemble fini, les g; € G et v; € V pour tout i € Z. On suppose I’écriture (1.57) minimale,
au sens de |Z| minimal. L’étendue ez(X,) du support X, de x est nulle si et seulement si x est nul.
Supposons x non nul et montrons que ez(X,) est strictement supérieure a 2d.

L’ensemble Z est non vide puisque z est non nul. On prend alors i € Z et le terme Z7i[g;,v;] —
x(Z7)[gi, v;] apparait dans l’écriture (1.57). On allége les notations en g = g;, v = v;, j = j; pour
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la suite. On a alternative suivante : ou bien K¢~ ' et Kw/%g~! sont tous deux dans X, ou bien
I’'un au moins ne ’est pas. Dans le premier cas, on a

ez(Xe) > 2jdo+1 > 2dp + 1

puisque j est non nul par minimalité de |Z|; la preuve est terminée.
Montrons que le second cas aboutit & une contradiction. En effet, disons que Kg~! n’est pas dans
le support de z, le cas de Kw’/%g~1 étant similaire grace a l'identiteé

Zg,v] — x(Z9)[g,v] = —=x(Z7) (Z g%, v] — x(Z77)[gw %, v]). (1.58)

Alors il existe i1,...,i, € Z (avec n > 1) et giy, ..., ¢, € G vérifiant Kgi_k1 = Kg~! pour tout k, et
tels que si on écrit [g,v}] = [gi,, vi,] (Cest-a-dire v}, = g~ 1g;, v;,) alors on a

X(Z7) v+ x(Z%) vy, =0 (1.59)
k=1

(quitte a utiliser (1.58) pour les j;, au lieu de j). On veut alors raccourcir I’écriture de

Yy = Zj[Q»”] - X(Zj)[gvv] + Z (Zjik [gik’ Uik] - X(Zjik)[gikvvik])
k=1

= Zg,0] = x(Z)[g,v] + D (27 [g, v}] — x(Z7%)[g, v}]).
k=1

A cause de (1.59), on a
y=2Zg, 0]+ Zix[g,vp).
k=1

On réutilise & nouveau (1.59) pour développer Z7[g, v] et obtenir :

n n
y=—>_x(Z () Zg, i) + > 2w g, v
k=1 k=1
n

=Y (27T g% 0] — x (27 ) [gw ™, ).
k=1

Cette expression de y est plus courte que I’écriture initiale; et si on injecte cela dans (1.57), cela
contredit la minimalité de |Z|. C’est ce qu’on voulait et la preuve est terminée. O

On note py : V — Vynk la projection canonique.

Lemme 1.10.4 Soient V, x,dy comme précédemment. Soient g € G, v € V non nul et

y(gvv) = T[gav] - X(T)[gva y’(g,v) = ZilT[Q:X(Z)U] - X(T)[g,'l)}

(i) Le support X, de y(g,v) est d’étendue ez(Xy) égale a dg + 1 et de diamétre 67(Xy) égal a
2dy.
(i) Le support X, de y'(g,v) est d’élendue ez(X,) égale a dy + 1 et de diametre 67(X,) égal a
2dy.
Si on écrit Kgp‘leK =11-., K(pclloki pour des k; € K, alors on pose

2(g,v) = y(g,v) + x(T) "> _ v/ (gk; "1™, pu (kiv)).
=1
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(#5i) Le support X, de z(g,v) est d’étendue ez(X,) égale a 1 et de diamétre 67(X,) égal a 4dy.

Preuve :
Si on écrit ch‘liOK = Hi:l,..,r K(p‘liok,- pour des k; € K, alors on a

y(g,v) = —x(D)lg, vl + Y gk o1, pu (k).

i=1,..,r

Chacun des supports des fonctions [gk; Lo, py (kiv)] est un sommet z; € K\G avec vg(z;) =
v3(g) +do. Voyons que suffisamment de py(k;v) sont non nuls. En effet, le noyau de py est engendré
linéairement par les v/ — u.v’ pour v/ € V et uw € U N K. En particulier, Ker p;y est stable par
I'Iwahori I. Supposons que k ¢ I envoie un élément v' € Ker py non nul dans Ker py. Alors, par
décomposition de Bruhat, k est dans IsI; et le sous-groupe de K engendré par k et I est K. De
cette maniére, K.v' C Ker py est une sous- K-représentation qui est de codimension au moins 1 dans
V, et cela contredit I'irréductibilité de V. On en déduit que k.v, k'.v € Ker py implique &'k~ € I,
et au plus |K N o] P K@i\T| = ¢¥@=1 parmi les |K N ] P K\ K| = ¢ do—1 (¢ 4+ 1) vecteurs
pu(k;v) peuvent s’annuler.

A cause de cela, et parce que x(T') est non nul, X, est d’étendue dp+1. Enfin, parmi les q¥do=1) (¢441)
sommets & distance dy de 3(Kg~!), au moins ¢?% d’entre eux portent une fonction non nulle : il en
existe alors deux qui réalisent le diamétre d7(X,) = 2dy. En effet, si on fixe 8(K(g')~1) & distance
do de B(Kg™1),ily a ¢*@~1 sommets a distance dy de B(K g~ ') et a distance strictement inférieure
a 2do de B(K(¢g')~'); comme on dispose d’au moins ¢%% sommets, I’affirmation est vérifice.

Pour y'(g,v), il s’agit de voir que 'on a

y'(g,v) = y(g,v) + Z 'T[g,x(Z)v] — x(Z~") T|g, x(Z)v],

et on obtient
X~ AKg ' =w (X, N {Kg'}).

Le (ii) s’en déduit.
Notons que z(g,v) est bien défini parce que T est. On écrit

2(g,0) = =x(Dlg, vl + Y xX(Z)X(T) " gk o1 Pk 05, pu (kjpu (kiv))]
1<i,j<r

ol on remarque que chacun des supports des fonctions de la somme de droite est un sommet x;; € K\
G vérifiant vg(z;5) = vz(g). En particulier, X, est d’étendue au plus 1 : en prouvant que son diamétre
est 4dyp, on prouvera alors que z(g,v) est non nul si v est non nul, de sorte que I'étendue de X, sera
exactement égale & 1. On voit que si ¢ est différent de @', les sommets (z;;) = K wlpy do kjgp‘fo kig~!
et B(zy ;) sont & distance 4dy I'un de l'autre : en effet, comme Kw?\G est muni d’une structure
d’arbre, il suffit de voir que le chemin

KwZSO;dokjgpilokig—l — szgogdoJrlkngcliokig_l e KwZSDCllOkig_l

1 1

s K g™ e K™ o Ko™ .

1

> szc’ollioki/g_ AN e AN K’ZDZQDQ_dijIQO?Oki/g_I

ne posséde pas d’aller-retour (c’est-a-dire de cycle de longueur 2). Et c’est précisément ce qu’assure
la condition 7 # /. On notera aussi que ce chemin est de longueur strictement inférieure a 4dy s’il y
a un aller-retour (au moins) ; en particulier on a d’ores et déja o7 (z,) < 4dy.

Aussi, par I'argument du (i), au plus ¢“?%=1 des vecteurs py(k;v) peuvent s’annuler : on prend
deux sommets szwcfo kig~t et KooZop® kg~ tels que pu(kiv) et py(kyv) ne s’annulent pas. Parmi
les sommets a distance 2dy de KwZp{°k;g~! (resp. Kngoiloki/g_l) seuls ¢%240—1) peuvent porter
un vecteur py (kjpy (kv)) (resp. py(kjpu(kyv))) qui s’annule. Deux tels B(z;) et B(xy ;) portant
des vecteurs qui ne s’annulent pas assurent I’étendue voulue puisqu’ils vérifient vg(zi;) = vg(g) =
vg(xy ;). La preuve est terminée. O
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Lemme 1.10.5 Soient V,x,dy comme précédemment. Soit x un élément non nul de T'(V, x). Sup-
posons que le support X, de x vérifie ez(X,) < do+ 1. Il existe a € Z, des ensembles finis disjoints
11,175,123 et des g; € G avec v/g(Kgi_l) = a pour i € Iy, vﬁ(Kgi_l) = a+dg pour i € Iy et
vg(Kgi_l) €la,a + do[NZ pour i € I3, des v; € V pour tout i € I; UZy UZs tels que 'on ait

= g + > v (g i) + > (g 1)

i€y i€Zo i€Z3

Preuve :
Ecrivons £ comme une somme finie

T = Z T" Z%(gi, vi] — x(T" Z%)[gi, vi]

pour des r; > 0, s; € Z, g; € G et v; € V. En utilisant successivement la relation

T Z[g,v] = x(T* Z7)[g,v] = (T"[gw 7, v] = x(T")[gw 7, v]) + (279, x(T")v] — x(Z7)[g, x(T")v]),

on peut réécrire x sous la forme

Z (T [gis vi] = x(T™)[gi, vi]) + Z 95,051 = x(Z*) g5, v5]).-

i€T jeJ

Quitte a développer chacun des T"i[g;, v;] — x(T7%)[gi, v;] récursivement grace a la formule (pour
kE>1)

T g, v] = x(T**h)[g,v] = (T — x(T))(T*[g,v]) + T*[g, x(T)v] — x(T*)[g, x(T)v],

on peut supposer r; = 1 pour tout ¢ € Z : c’est ce qu’on fera par la suite. Notons a le minimum
des vg(Kg) pour Kg € X,. Quitte a translater les sommets & I’aide de relations du type Z°[g,v] —
x(Z*)[g,v], on peut supposer vg(Kg; ') € [a,a + 2dy — 1] et on le suppose par la suite. Aussi, en
réutilisant & nouveau des relations Z*%[g,v] — x(Z®)[g, v] pour transformer les y(g;,v;) en y'(g;,v;)
lorsque l'on a a 4+ dp < vg(Kgl-_l) < a + 2dy, on écrit x sous la forme

r = Z y(gi,vi) + Z y,(giavi) + Z (Zsj [gjavj] - X(Zsj)[gjavj])7

i€ 1€Zo JeJT

ot on aa < vg(Kg; ') < a+dy pour tout i € Zy et a+dy < vs(Kg; ') < a+ 2dy pour tout i € Z.
Parce que le support de z est d’étendue inférieure ou égale a dy, avec

min {vg(Kyg) | Kg € X;} = a,

o ==Y ylgiv) = D y(giv) =Y (279505 — x(Z2%)[g5,vj])

i€ i€y jeT

a un support ayant une étendue inférieure ou égale a 2dy (par le lemme 1.10.4). Par le lemme 1.10.3,
2’ est nul.

Regardons les sommets K g; * dans Z; avec vg(Kg; ') = ¢ €]a, a+dp| fixé (si cet intervalle n’intersecte
pas Z, il n’ y a rien a faire). On considére le « diamétre des centres » des éléments de 77 :

de = _ max dT(ﬂ(Kgi_l),ﬂ(ng_l)).
va(Kg; ")=vp(Kg; ")=c

Deux Kg;1 et ng*l réalisant ce diamétre J, possédent (voir la preuve du lemme 1.10.4 & propos de

Ker py) des éléments & distance . + 2dy dans leur support qui sont extrémaux et sont donc dans
X, & moins qu’ils ne s’annulent avec des sommets de Zo. Dans le cas ou ils ne s’annulent pas avec
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des sommets de Ty, cela contredit ez(X,) < dy + 1 : ils sont donc contraints & s’annuler avec des
sommets de Zy. De ce fait, pour chaque sommet Kgl-_1 de 77 avec U@(Kgi_l) = ¢, on utilise I’identité

y(givi) = 2(gi,vi) — Yo/ (gk; "1™, pu(kjuy)) :
j=1

on déplace les tels indices ¢ dans un ensemble Z3 (qui indice les z(g;,v;)) et on rajoute ceux cor-
respondants aux v/ (gkj_lcpl_do, pU(kjvi)) dans Zs (en renumérotant convenablement). En effectuant

cela pour tous les ¢ €]a, a+ dy[NZ, il ne reste plus dans Z; que des sommets vérifiant vg(Kgi_l) = a.
Pour les sommets Kg; ! pour i € Ty, de deux choses I'une : ou bien ils font partie du support X,
et comme X, est d’étendue dy 4+ 1 au plus, on a alors vg(Kgfl) = a + dy. Ou bien ils s’annulent
avec un sommet indicé dans 7y, mais alors ils vérifient aussi vg(Kg; 1) = a+dy (puisque ceux de Z;
vérifient vg(Kg; ') = a). Dans les deux cas, on a bien I'écriture voulue. O

Proposition 1.10.6 Soient V' une représentation irréductible de K et dy > 1 avec ZA (VU[‘]K) de la
w? 0
0 deZ
non nul de T'(V, x).
(i) Le support X, de x vérifie ez(Xy) > do+ 1 ou 07 (X,) > 2dp.
(i1) Si X, satisfait ez(X,) = do+ 1 et 07(X,) = 2dy, alors il existe g,9' € G et v,v' €V (avec
éventuellement un d’eux nul) tels que Uon ait x = y(g,v) +y'(¢',v"). Si de plus v et v' sont
non nuls, alors on a vg(K(g')™1) =vs(Kg™') + do.

forme > et x un caractére de H(G, K, V) se factorisant par 'Sg. Soit x un élément

Preuve :

Parce que x est non nul, on a ez(X,) > 1. Supposons ez (X, ) < dy et montrons d7(X,) > 2dy. Par le
lemme 1.10.5, on prend a € Z, des ensembles finis 7;,7Z>, Z3, des v; € V tous non nuls et des ¢g; € G
avec vg(Kg; ') = a pour tout i € Iy, vg(Kg; ') = a+ dy pour tout i € Iy et vz(Kg; ') €]a,a + do|
pour tout ¢ € Z3 pour écrire

— . . I . . . .
T = Ziel'l y(gu Uz) + ZiGIQ Y (gza Uz) + Ziel}, Z(gzv Uz)- (160)

Dans une telle écriture, on suppose le cardinal de Z3 minimal. Si Z3 est non vide, on va voir 67 (X,) >
4dy. En effet, dans ce cas-1a, il existe un ¢ €|a, a + dy[ tel que Z3 posséde un indice i correspondant
au sommet Kg, Lavec vg(Kyg; 1) = ¢. On prend une nouvelle fois le diamétre des centres sur Z3 :

0p=  max  dr(B(Kg "), B(Kg;")).
vg(Kg; ):Uﬁ(ng )=c

Deux Kg; Let K gj_1 réalisant ce diameétre d3 possédent (voir la preuve du lemme 1.10.4 & propos de
Ker py, a appliquer deux fois) des éléments & distance d3 + 4dg dans le support. Comme ces derniers
sont extrémaux, ils ne peuvent pas étre annulés par d’autres de Z3 et on a d7(X,) > 4dy comme
annonce.

Supposons donc & présent Zs = & dans écriture (1.60). On considére le diameétre des centres

S12 = dr(B(Kg; "), B(Kg;1)).
12 i’jglz?l‘é% T(B(Kg; ), B( 9 )
Deux Kg; Let K gj_1 réalisant ce diameétre possédent des éléments dans le support de y(g;,v;) ou
y'(gi,vi) (selon i € 7 ou i € I) et y(gj,v;) ou y'(g;,v;) qui subsistent dans X, par maximalité. Si i
et j sont tous deux dans le méme ensemble d’indices Z; ou Zs, alors on a 07 (X,) = d12 + 2dy > 2d.
Cela fournit déja (i) et le cas d’égalité implique alors d12 = 0. Ceci nous assure Kg, LK gj_1 grace
a ’U/g(Kgi_l) = U@(ng_l) et au lemme 1.10.1. La preuve est alors terminée dans ce cas-la, puisque
pour la méme raison 75 est vide ou un singleton.
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Supposons maintenant i € Z; et j € Z (le cas inverse étant identique). On prend k € Z; tel que
K gk_1 est & distance maximale

81(i) = ggfdf(ﬁ(ffgfl),ﬂ(ffgil))

de Kgi_l. Ou bien, deux!! au moins des sommets du support de T[gg,vi] sont dans X,, ou bien
tous sauf un au plus sont annulés par des sommets indicés par Zs. Dans le premier cas, on a ce que
I'on voulait : 67(X,) est supérieur ou égal & &;(i) + 2dp, et le cas d’égalité donne Kg; ' = ng_l.
Dans le second cas, les sommets de T[gg, vg] sont annulés par des [g,,v,] pour a € Zy de support
des sommets a distance 2dy les uns des autres. Parce que Kg, L est extrémal (au sens qu’il réalise
61(7)), les sommets des Z~'T[g,,v,] ne peuvent pas tous étre annulés par des [ge, v avec ¢ € Ty, et
on a alors 67(X,) > 4dy. En particulier, il n’y a pas d’égalité d7(X,) = 2dy dans ce cas-la.

On fait de méme pour j € Z, et cela termine la preuve. O

1141 faut défausser celui situé sur le chemin entre Kgi_1 et Kg,;1
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Chapitre 2

Représentations de Steinberg modulo p
pour un groupe réductif sur un corps
local

2.1 Introduction

Au début des années 1950, Steinberg introduit dans [Ste51| de nouvelles représentations (a co-
efficients complexes) pour le groupe général linéaire sur un corps fini. Quelques années plus tard,
Curtis donne une formule agréable pour leur caractére (|Cur66]). C’est dans I'esprit de cette derniére
que sont aujourd’hui définies les représentations de Steinberg généralisées.

Dans [GKO09|, Grosse-Klonne établit leur admissibilité et leur irréductibilité lorsque G est un groupe
classique déployé sur F' de caractéristique nulle et R est un corps de caractéristique p > 0. En-
suite, dans [Herlla|, Herzig utilise les résultats préliminaires de |[GK09| et sa machinerie propre
pour étendre ces propriétés a tout groupe réductif déployé G, toujours sur F' de caractéristique nulle
(mais avec R algébriquement clos).

On notera de fait que le résultat principal de [Herlla] pour G le groupe général linéaire déployé met
en emphase I'importance des représentations de Steinberg généralisées puisqu’avec les représenta-
tions dites supersinguliéres, elles représentent les « briques fondamentales » pour construire toutes
les représentations lisses admissibles irréductibles modulo p de G.

L’objet de cette note est d’étendre les résultats de [GK09] et de [Herlla| sur les Steinberg
généralisées pour G un groupe réductif quelconque. On développe ainsi ’analogue des paragraphes
2 et 3 de [GKO09] et du paragraphe 7 de [Herlla] dans le cas non déployé, mais le lecteur aura
conscience que les arguments ne sont pas nouveaux.

2.2 Contexte général

Soient p un nombre premier et IF, une cloture algébrique fixée de IF), ; tout corps fini de caracté-
ristique p sera vu comme un sous-corps de [Fj,. Toute représentation considérée ici sera lisse.

Soit F' un corps local non archimédien localement compact & corps résiduel fini kr de caracté-
ristique p. Soient F®°P une cloture séparable de F' et F'"™ C F®°P la sous-extension maximale non
ramifiée de F'. On note Z = Gal(F*P/F"™) le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu de

F et 0 € Gal(F"™/F) le générateur topologique correspondant & un Frobenius arithmétique.

Soit G un groupe réductif connexe sur F. Au paragraphe 7 de [Kot97|, Kottwitz définit un
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morphisme fonctoriel et surjectif
kG 1 G(F™) — X*(Z(G)Y),

on G désigne le dual de Langlands connexe de G et Z (é) son centre. On note B I'immeuble de
Bruhat-Tits du groupe adjoint Gaq(F"™). Un sous-groupe parahorique de G est un groupe de la

forme!

ker kg NG(F) NFix F

pour une facette o-invariante F de B (voir 5.2.6 de [BT84|, paragraphe 3.3 de [HV11] ou paragraphe
8 de |Hai09]). Si F est une chambre, on parle de sous-groupe d’Iwahori.

Si H est un sous-groupe parahorique de G associé a une facette o-invariante 7 de B, on lui associe
un groupe H(F) < H < G(F') défini par :

H:={ge GF)NFixF | ka(g) est de torsion}.

Soient K un sous-groupe parahorique maximal spécial de G(F') et K (1) le pro-p-radical de K
(voir paragraphe 3.6 de [HV11]). Le quotient K/K(1) est le groupe des kp-points d’un groupe
réductif G.

Soient 7" un tore maximal parmi les tores F-déployés de G et A le centralisateur de T" dans G. Soient
B un parabolique minimal de G de composante de Levi A et U son radical unipotent. Lorsque Q)
est un parabolique contenant B, on notera ()~ son parabolique opposé au sens du Théoréme 4.15
de [BT65].

Pour tout sous-groupe H de G défini sur F', on note

H:= (H(F)n K)/(H(F) N K(1))

le sous-groupe de G(kg) correspondant.

On confondra par abus G et ses sous-groupes paraboliques (resp. composante de Levi, radical uni-
potent de sous-groupes paraboliques) avec leurs F-points. De méme pour G et ses sous-groupes
paraboliques (resp. composante de Levi, radical unipotent de sous-groupes paraboliques) avec leurs
kp-points.

2.3 Définitions et résultats

Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit ) un sous-groupe parabolique standard (c’est-a-dire
qui contient? B) de G. On définit la G-représentation a coefficients dans R suivante :

Indg 1
ZQIZQ Indg/ 1 )

Ici, commme dans toute la suite, on a noté Ind le foncteur d’induction lisse et on fait agir G sur
Indg 1 par translation & droite.

StQR =

Théoréme 2.3.1 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg généralisée
Sto R est wrréductible et admissible.

Remarque : Lorsque F' est de caractéristique 0, ’admissibilité suit automatiquement de [Vigll|. Par
contre, lorsque F' est de caractéristique p, & ma connaissance on ne sait pas se passer de I’argument
de ce papier.

On va présenter une preuve de cet énoncé dans les paragraphes qui suivent. Commencons par
énoncer un corollaire (on dira un mot de la preuve dans le paragraphe 2.9).

'on a noté Fix F le fixateur point par point des simplexes de dimension 0 composant F
%cette hypothése n’est en fait utile que lorsque 'on veut utiliser la comparaison parabolique-compacte de [HV12]
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Corollaire 2.3.2 Les constituants de Jordan-Holder de Indg 1 sont les St R pour les sous-groupes
paraboliques® Q' contenant Q. Ils sont deur & deux non isomorphes et de multiplicité 1.

On donnera aussi la filtration par les cosocles de Indg 1. On note tout de suite le corollaire
immeédiat suivant.

Corollaire 2.3.3 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg StpR est
irréductible et admissible.

2.4 Sous-groupe d’Iwahori et sous-groupes radiciels
Soient ® le systéme de racines de GG associé a T et ®.oq le systéme réduit associé :
Deg={a€®|a/2¢ P}

Le groupe parabolique minimal B nous fournit un sous-ensemble de racines positives q);d C Preq
et un systéme de racines simples A. On note ® _, := ®req <I>r+ed et, pour a € @4, on appelle s,
la réflexion correspondante. On note W le groupe de Weyl fini (déterminé par T) et [ : W — N la
longueur (déterminée par A). Soit wg I’élément le plus long de W.

Pour w € W, on notera encore w un relévement (fixé une fois pour toutes) de w dans le normalisa-
teur Ng(T)NK de T dans K (ce qui est possible car K est spécial) ou bien I'image de ce relévement
dans G.

On fait remarquer que le paragraphe 1 de [GK09] ne concerne que des groupes de réflexions
cristallographiques avec systéme de racines réduit. Il est donc valable lorsque 1’on travaille avec ®,¢q
et le lecteur ne devra pas étre surpris quand on y fera référence.

Soit I le sous-groupe d’Iwahori de G suivant : si g est le point spécial de 'immeuble de Goq(F"™)
fixe par K, et si C est la chambre de sommet x( et fixe par B, alors I est le parahorique fixant C
(voir paragraphe 2.2). On dispose alors de la décomposition d’Iwasawa (voir [BT72|, Proposition

7.3.1)% N
¢=]] Ly Bl

Aussi, on a des injections naturelles
ANK/ANK — I/I — K/K.

La composée est un isomorphisme par [HV11], Lemma 6.2.(iii) ; la premiére fleche est donc un
isomorphisme

ANK/ANK = I/1.

On a donc finalement B
G = Hwew Bw(ANK)I = Hwew Buwl. (2.1)

Pour tout sous-groupe H de G, on pose H? := HN 1.
Pour o € ®, on note U, le sous-groupe radiciel associé. Comme on a l'inclusion U, C U, si
{a,2a} C @, il convient de remarquer aussi U3, C U2. Par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a donc

U, =U. H UY =pb
Hae@ld « ’ ae@j;d @ ’

3comme Q' contient @ standard, il est automatiquement aussi

%ici, comme dans tout ce qui suit, Pappel a [BT72] nécessite de faire attention que cela est bien loisible : c’est
lobjet du Théoréme 5.1.20 de [BT84], comme expliqué dans son introduction. Par la suite, on gardera cet énoncé en
téte sans le rappeler & chaque fois, mais on se permet d’insister que son importance est cruciale.
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. 9 . . Jr
quel que soit 'ordre choisi sur ®__;.

Soit J un sous-ensemble de A. Les s,, pour a € J engendrent un sous-groupe W; de W. On note
aussi

W= {weW |VaeJ, l(wsy) > l(w)}.
On a, par [Hum92|, Lemma 1.6 et Corollary 1.7,
W' ={weW | wJ)C o (2.2)

redJ*

Aussi, grace a [Hum92|, Proposition 1.10 et paragraphe 5.12, on a le fait important suivant : l'en-
semble W+ est un systéme de représentants de W /W contenant 1’élément le plus court de chaque
classe.

On note le sous-ensemble de W constitué des éléments primitifs

wih=w! | W = {we W Jw(A N T) C Pl
aEANT

de sorte que 'on a W =] W};]r, lorsque J parcourt les sous-ensembles de A.
On définit aussi le sous-ensemble suivant de ®Ppqq :

Wi ={wa|weW;, acJ}

2.5 Détermination de (StoR)’

Soit R un anneau commutatif unitaire.
Soit J un sous-ensemble propre de A. Pour w € W79} et o € A~ J, on définit

8(11}) = Z w' € R[WJ],

w' €W, wWiCwW ey

ott R[W] désigne le R-module libre de base les éléments de W7. En prolongeant par R-linéarité,
on a la suite exacte
@ rWwM L RW Y my(R) - o, (2.3)
acEANJ

qui définit application linéaire V et le R-module 9 ;(R). Ce dernier module est un objet essentiel
pour la compréhension du module des I-invariants de St;R. Et Grosse-Klonne a démontré (|[GK09|,
Proposition 1.3.(a)) que M ;(R) est libre de rang \Wffr\

Par la Proposition 2.4 de [BH06| appliqué® & H = {1} et au groupe profini I, le foncteur des fonctions
localement constantes C*°(I,-) est exact. En appliquant C*°(I,-) a (2.3), on obtient la suite exacte

™ (I,QSAQJR[WJU{@}]) — (I, R[W”]) = C*(I,M;(R)) — 0.

Par abus, on note encore ces fléches 0 et V respectivement.
Notons, pour J C Aet we W :

Pj:= BW;B, “Pj:=wPjw . (2.4)
On remarque que ¥ Py ne dépend que de la classe de w dans W /W ;. Par définition de P; son radical

unipotent est égal a
Ny = H U,.

acdt N(@F ,NW,.J)

On fixe aussi un sous-groupe de Levi M; de Pj; contenant A et Wj. Enongons tout de suite une
inclusion entre les Y Py qui nous sera utile dans trés peu de temps.

Sdans cette référence toutes les représentations sont & coefficients complexes mais cela n'influe pas sur la preuve
de la proposition en question
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Lemme 2.5.1 Soit « € A~ J. Soient w et w' des éléments de W vérifiant w'W; C wW (3. On
a les inclusions®
P CYPruay Py C Py

Preuve :
Par hypothese, il existe un élément o € Wy, vérifiant w’' = wo. La premiére inclusion vient
immeédiatement :
!
W Py =woPyo twt C “Prifay-

La seconde suit par intersection avec 1. [l

Pour o € A~ J, en notant C™ (wPBU{a}\I, R) le sous-espace de C*°(I, R) constitué des fonctions

w PO . . N . . .
Pju{a}—lnvarlantes a gauche, on a une injection

@ ce (wPL(I)U{a}\Iv R) — O (I, R[WJU{O‘}] )
weWJV{al

donnée par la fleche

faw wHZ faww

On a de méme une injection
D, CCPILR) = (1 RV

On verra dorénavant les injections précédentes comme des inclusions. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

€ (1, @ ey RIWH0)) €% (1, R[W7)) — s 0=(1,0, () —>0.

G (“"Pjogay\I, R) C*=(“PO\I, R o
aEANJ, weW I {a} ( Jota }\ ) ws.;/‘] ( \ ) C I Ms(R )

(2.5)
Vérifions que I'image de @, ,, C* (wPOU{a}\I R) par 9 est bien incluse dans @y, C (Y PI\I, R).
Fixons pour cela a € A < J. On a

a( > f“vww): > ( > fa,w>w’; (2.6)

weWw Iuia} weW!  weW Vel w'W;CwW iy

il s’agit donc de voir que > fouw est w/Pg—invariante a gauche. En fait, chacun des termes
w'WyCwW i a}

de cette somme l'est. En effet, chaque fq,., est “’PBU {a }—invariant a gauche; par le lemme 2.5.1, il
est aussi ' P}-invariant et 0 envoie bien Do C (wPOU{a}\I R) dans @5 C=(“PN\I, R).

Proposition 2.5.2 La ligne du bas du diagramme (2.5) est ezxacte.

L’introduction de quelques objets est nécessaire avant d’aborder la preuve de cette proposition.
Remarquons que, par [Hum92|, Corollary 1.5, le sous-systéme ®; C ®,oq engendré par J vérifie

¢, =0 NW;.J

On dit que D C ®,¢q est J-quasi-parabolique s'il est I'intersection de certains w(®, 4 ~\ ®7).
Enongons maintenant un lemme/définition particuliérement utile.

Son omet les parenthéses pour alléger les notations, mais “ P9 doit se lire (“’PJ)0

o7



Lemme 2.5.3 Soit D C ®,cq une partie J-quasi-parabolique. Le produit [ [ UY est indépendant de
DUordre choisi sur D : il forme un sous-groupe de G que l’on notera U]%.

Preuve :

Comme D est J-quasi-parabolique, on voit qu’il est suffisant de prouver que Hw(@;ed\ij) Ua0 est
indépendant de ordre sur w(®,_; \ @) pour un w € W tel que D est contenu dans w(® 4\ ®;).
Quitte & conjuguer par w, on suppose a présent w = 1.

Il reste donc a voir la condition de commutateurs sur la partie ®_; ~ ®; C ®__, pour pouvoir
appliquer la Proposition” 6.1.6 de [BT72]. Il s’agit de voir dans un premier temps que si a et b sont
des éléments de ®__; \ @7 alors on a

(Ua, Up) € (Ungmp | na+mb e &~ @, m,n € N). (2.7)

Pour voir que ceci est automatique, écrivons

a=d;+ay, d;= g nYa, ay = E nWa
aEANJ acJ

avec des n((xa) < 0; et de méme b ="b/; + b;. On a alors, pour n,m >0 :

na +mb = (na'; + mb';) + (nay + mby).

Parce que I'on a a’; # 0 et b/, # 0, on a na’; + mb/; # 0 et donc na + mb n’est pas un élément
de @7 . En prenant les intersections avec I, parce que I N Haeé;ed U, est égal & Haeq,;ed U? par la

Proposition® 5.2.32 de [BT72], (2.7) devient
(Uz(z]v Ul?) < <U7("2a+mb | na +mb € (I);ed N (I);’ m,n < N*>
Le lemme en découle. OJ

Pour w € W, on pose
Dy =w(®, 4\ P;):

le groupe Uf(i))w est l'intersection de I avec le radical unipotent de * P, (défini en (2.4)) (voir [Dem11b],
Proposition 1.12). On remarque que D,, ne dépend que de la classe de w dans W/Wj, et que, pour
tout « € AN J, ona w(® (I);U{oz}) Cw(® 4~ P)).

L’introduction des ensembles J-quasi-paraboliques s’explique alors par le fait que I'on va s’intéresser
a intersection de tels Ugw pour différents w € W et & la décomposition d’Iwahori qui suit.

Lemme 2.5.4 Soient J C A et w € W. Le produit “’Pf} X Uzo)w — [ est un homéomorphisme.

Preuve :
Par la Proposition 5.2.32 de |[BT72|, on a la décomposition d’Iwahori

I= (Hﬁemb* Ué’) (4n k) (Hﬁewqfed Ug)’

red

ou les produits sur w@éd et w®__, sont indépendants de I'ordre par la Proposition 6.1.6 de [BT72].

En I'intersectant avec le noyau du morphisme de Kottwitz r¢, parce que 'on a A = AN K, cela

permet d’écrire
_ 0 0 0\ _. 7+ A07—
I_<H,6’€wfb;"edUﬂ)A (HBEwd)r_edUﬁ> = I"ATT

Ton Papplique & Yo = Ua NI D Yaou =Usa NI et X, =U, N1
Sgsette derniére s’occupe de U N I, mais en prenant l'intersection avec le morphisme de Kottwitz, on voit ’égalité
unli=UnI
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La décomposition
wpl _ 0\ 70 0
PJ - (Hﬁewi’;d UB>A (HBEw(I); Uﬂ) (2'8)

suit par intersection avec “ Py : I'™ et A? sont inclus dans ¥ P; et donc P9 est égal a ITAY(I~NY Py).
Il en résulte la bijection

~

0 _ wyy0
Uby ="Ug- o7 —

red

wPNT. (2.9)

On en déduit que le produit “’Pf} X U%w — I est un homéomorphisme : ¢’est une bijection par (2.9),
le produit est continu et une bijection continue d’un espace compact vers un espace séparé est un
homéomorphisme. O

Pour un sous-ensemble D de ®,.q, on note
W/(D) :={weW’' | DCw@®_,~ o)} (2.10)

Lemme 2.5.5 Soient D,D’ C ®,.q deuz ensembles J-quasi-paraboliques. Soient o« € A~ J et
w € W/ (D). On a Uégalité d’ensembles

Py U N Py Unr = “Phugay (Up N U (2.11)

Preuve :

L’inclusion 2O est évidente; prouvons C. En appliquant le lemme 2.5.3, le produit [[ U, g est indé-
BeD
pendant de I'ordre. Choisissons un ordre sur D tel que tout élément de D~ (DN D’) soit placé avant

tout élément de D N D’. On forme le produit I Ug suivant cet ordre et on le note U%\ D
BeD~(DND)

de sorte que l'on a U} = U} U5 (DN D est J-quasi-parabolique et la notation est celle du
lemme 2.5.3). Il est équivalent de voir C dans (2.11) et

b Bu{a}U%\D’ N U%’ C wPf])u{a} (U,% N Ug/)

On va méme montrer que wPf,)U{a}U%\D, N U]%, est inclus dans ngu{a}. Notons
O = Qreg N W( Loy N Py) = {8 € Prea | Us € “Plpay}- (2.12)

Puisque w est dans W79} (D), lintersection de D et de ®' est vide; ou autrement dit, la partie
(J U {a})-quasi-parabolique
Do = w(Pq ™ (I)Eu{a})

contient D. Par le lemme 2.5.3 pour D, 4, le produit [] Ug est indépendant de 'ordre : on
BEDa,w
choisit un ordre sur D, ,, tel que sa restriction a D coincide avec I'ordre précédemment choisi sur D

et tel que tout élément de D précéde tout élément de Dg o . D. On forme le produit I U g
BEDq ,w~D

suivant cet ordre et on le note U%aw\D, de sorte que 'on a U%aw = UJ%UJ%aw\D' Par (2.9), on a
alors la décomposition en produit direct d’ensembles

I'= wpgu{a}U%\D’U?)ﬁD’Uga,w\D‘ (213)

Par le (2.8) dans la preuve du lemme 2.5.4, on a la décomposition d’Twahori

Pl =( II v§)a( II uh). (2.14)

+ —
Bewq)rcd ﬁew(b]u{a}
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Parce que w<1>§3 q Vvérifie la condition des commutateurs, on peut appliquer la Proposition® 6.1.6 de
et dire que est un produit indépendant de l'ordre sur w , que l'on notera
BT72] et di Ug t duit indépendant de ’ord <I>;;d I t
ﬁewt‘bj’ed

Ug ot - On choisit un ordre sur w<1>;;d tel que tout élément de u@jed N D’ précede tout élément
red
+ + 0 _ 0 770 _ 0
de w® iy~ (D' Nw®y). On forme UP . = I[I UsUlr = I1 Ug,
red Bewd} ND’ red Bewd} ~(D'Nwd],
et on a qu);d = qu’jed”D’quﬁd\D" De la méme maniére, on choisit un ordre sur w@;u{a} tel
que tout élément de w® {a} qui appartient & D’ précede tout élément qui n’y appartient pas : on
obtient U° _ =U° _ UY ,- L’identité (2.14) devient
wéJU{a} wéJU{a}ﬂD w(I’Ju{a}\D ( )
w p0 _ 770 0 0770 0 )
Progey = de):redﬂD’Uw@:red\D’A w@}u{a}ﬂD’Uu@EU{a}\D”
et (2.13) devient le produit direct
_ 7170 0 0770 0 0 0 0
I'= Uw«bjede/Uw@jed\D/A Uwcpgu{a}mD/Uw@;U{a}\D'UD\D’UDOD’UDa,w\D' (2.15)
Gréce a (2.15), un élément de U, N wPf,)U{a}U%\D, est dans le produit
0 0 w p0
Uw@j;de/Uw@;U{a}nD' < Pl
et le lemme est prouvé. O

Preuve de la proposition 2.5.2 :
On commence par numéroter tous les sous-ensembles J-quasi-paraboliques de ®.oq : Dg, D1, D2, ...
par ordre croissant de taille, c’est-a-dire avec

n < m = |Dy| < |Dp.

Soit f € C(I,R[W”]), image de (fu)yews € @ C®(YPI\I,R) par la fleche verticale du

wew
diagramme (2.5), tel que 'on a Vf = 0, c’est-a-dire V(f(x)) = 0 pour tout z € I. On cherche
geC>®(I, @ R[W/U]), image de (gaw)a,w € D c*> (“’PEU{Q}\I, R), vérifiant
a€ANJ aEAJ, weW Ui}

f=0g.
On va montrer par récurrence 'existence d’une telle fonction g satisfaisant f = dg sur (J,,~¢ U%n.
Ceci implique f = Og car f et Og proviennent de la ligne du bas du diagramme (2.5) et que 1’on
a wP?(Unzo Ulojn) = I pour tout w € W par le lemme 2.5.4. La démonstration se fera en deux
étapes :

— il existe g telle que f est égale & Og sur U]%O ;

— si f est nulle sur |J,,,, U]%n, alors il existe g vérifiant f = dg sur |J,,«,, Uon (m>1).
La situation de I’étape d’initiation est la suivante : on a

Dy =@ = (Drog ~ D) Nwo(@req ~ @7),  Up, = {1}.

La fonction f vérifie (Vf)(1) = V(f(1)) = 0. Comme la suite (2.3) est exacte, on choisit, une famille

d’éléments (g&{?u)a’w € @oeny R[WIUI] telle que l'on a 8((g((xlﬂ)u)a,w) = f(1). Soit, pour tout
(63 3 oo (w 1 w

acA N J et tout w € W/Utel g, ., une fonction de C ( P?u{a}\lv R) valant g&q)u sur Pgu{a}'

Alors I'image g de

(ga,w)oz,w € @ c™ (wpgu{a}\ja R)
aceANJweW Juia}

%ci encore, on prend Yo, = U, NI D Yo, =Uss NI et Xo=U, NI
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dans C> (I, P ens R[W‘]U{O‘}}) vérifie 0g = f sur UI%O = {1}. L’étape d’initiation est terminée.
Montrons maintenant la propriété de propagation de la récurrence. Soit, pour tout w € WY, f,, €
C*°(“PI\I, R) nulle sur J,,_,, U??n'
Si w est un élément de W/ ~ WY(D,,), fo est nulle sur Ugm puisque l'on a wPf}Ugm = “’Pf}Ugn
pour n < m vérifiant

Dy Nw(®, 4\ ;) = D,
En effet, il suffit de remarquer qu’un tel n < m existe par définition de W/ (D) (voir (2.10)) et que
Pon a alors Up, = (U} NYPYHUY, .
Nous allons trouver la fonction g comme image de

(ga,w)oc,w S @ c™ (wpgu{a}\l7 R)
aeANT, weWU{e}(D,y,)

telle que (f — dg)y est nulle sur J,,,, U%n pour tout w’ € W7/(D,,). Comme (9g), est nulle'®
pour w' € WY~ W/ (D,,), (f — 0g)u sera nulle sur |J Up, pour tout w’ € W.

La fonction f est localement constante sur le compact |J,,<,, U p,, et nulle sur U, _,, Up, . Soient
Up, vérifiant J; C; = U Up, et tels que fy est constant

n<m

n<m

(Ci)o<i<r les ouverts disjoints de |J,,<,,
sur Cj, égal a fw , et f(o) = 0 pour tout w € W”/(D,,) et (fw )wewJ(Dm) # (f&f ))wewJ(Dm) sii# i
En particulier, on notera que Cy contient | J Ulo)n et que Ulo)m est I'union disjointe de Cy N Ulo)m
et des C; pour 1 <1 <.

La suite extraite de (2.3)

P RWHD,)] % RIW (Dy)] L My (R) (2.16)
aEANJ

n<m

est encore exacte (voir |GKO09|, Proposition 1.3.(b)). Par ailleurs, (fg))wewj([)m) appartient au

noyau de V dans (2.16) car on a Vf =0 et f,, = 0 pour w € W/ \ W7(D,,). 1l existe alors, pour
tout 0 <4 < r,

g(Z) (g((l)w)anA\JwEWJU{a} G @ WJU{O[} )]
aceANJ
tel que l'on a ¢(® =0 et ' ‘
a(g") = (ft(ul))wEWJ(Dm) € RIW’(Dy,)]. (2.17)

Posons Dy = w(®, 4 ~ (I)}U{a}) pour « € AN J et w € W. Pour tout w € W, le produit

w 9U{a} X Ulo)a,w — I est un homéomorphisme par le lemme 2.5.4, donc on a

c>(vPY, (o \[; R) = C>(U,, .. R).

Soient v € A~ J et w € W/ (D,,). Notons U’ la projection'! de J
sous-espace de Ul()?a ., Verifiant

0 0 )
n<m UDn sur UDMJ : c’est le

“PayU' =Pl (U UD,).

Supposons qu'il existe, pour a € A~ J et w € W/ (D,,), une fonction g, . € C>(Up,. ., R)
nulle sur U" U (Cy N Ugm) et constante, égale a gg,)w, sur C; pour 1 < ¢ < r. Soit alors g €
C®(I, @ R[W/YUi]) image de

aEANJ

(Jasw)amw € ) C®(" P g\, R).
a€ANT, weW e} (D,,)

%n (2.6), la somme sur les w vérifiant w'W; C wWia} ne fait intervenir que des w ¢ w'HeN(D,,) car
w'Wy C wWjiiay implique v'p, C “Pjufay par le lemme 2.5.1, et donc w(® 4 \ @;u{a}) Cw' (P4~ ®7) par
(2.12) (voir définition (2.10) aussi)

yemarquons que U’ dépend de o et de w
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Soit w' € WY (D,,). Grace a (2.17), on a alors

09w = > > 9Dy = 1) = fur

a€ANT weWw IV} (D), wWWyCwWyia)

sur chaque C; pour 1 <4 < r;la méme égalité est vraie sur C'OﬁUgm, de sorte que 'on a (0g)y = fur
sur tout Ugm. Pour z € | U??n ~ Ugm, pour tout & € A~ J et tout w € W/ (D,,), il existe
Pa,w € wPf])U{a} et Uq € U’ vérifiant @ = pg yla,w- On a alors

n<m

(09)w (x) = Z Z Gaw(Uaw) = 0.

A€ANT weW Ut} (D ), w' Wy CwW s a)

Il nous reste a vérifier I'existence des fonctions gq,,. Solent « € A N J et w € WJU{O‘}(Dm). Par
définition de U’, on a

Pl U N Pl Ub,, = “Piigey (U, _,, UB.) N PibiayUb,

et par le lemme 2.5.5, on a

“Pluey(U,_ UB,) N PlayUb,, = “Pruey (LU, Ub,) N UD,).

(0)

On sait alors que U’ ﬂU%m est inclus dans CoﬂU%m : comme gg,y est nul, les conditions imposées sur
les valeurs de g, ., sont compatibles. L’espace U’UU%m est une union disjointe de U'U(CoN Uzo)m) et
des C; pour 1 < ¢ < 7. Les C;, pour 1 <14 < r, sont ouverts compacts dans Ulojm et U’ est compact.
Le complémentaire de U’ dans U’ U Ugm contient C;, donc C; est ouvert dans U’ U U%m pour tout
1 <4 <r. Comme J;;, C; est compact, son complémentaire U’ U (Co N U, ) dans U' U U, ~est
ouvert. o

1 existe donc une fonction g, ,, € C*°(U'UUP, , R) nulle sur U' U (Co NUP, ) et constante, égale a

g(()i)w, sur C; pour 1 <4 < r. Comme U’ U Ulo)m est fermé dans Ulo)& » le morphisme de restriction

Cc>(Up, . R) — C=(U' LU}, ,R)

est surjectif : il existe une fonction g4, sur Ul()?a , brolongeant g ., comme voulue. La récurrence
’ 9
est donc terminée et la proposition prouvée. [l

Pour J C A, on définit la G-représentation de Steinberg généralisée St ;R par la suite exacte

D C=(Pra)\G.R) & C%(P;\G, R) — StR — 0. (2.18)
aEANJ

On observe que cela coincide avec la définition de StgR lorsque @ = P;.

Corollaire 2.5.6 Le R-module St R est libre. Et il existe une injection I-équivariante
LR StyR — C*(I,M;(R))

dont la formation commute aur changements de base.

Preuve :
La fleche i — Pyw~'i induit une bijection ensembliste

wPINT =5 P\ Pyw I
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De plus, toute inclusion w'Wj; € wW 4} donne alors lieu 4 un diagramme commutatif comme suit
(par le lemme 2.5.1) :

wpO\T VPt M
P\Pyw™'T — Pyyiay\Progar(w') I

Les w™! pour w € W (resp. w' € W/9Ue}) forment un systéme de représentants de W \W (resp.
Wiugay\W). On a les décompositions d’Iwasawa suivantes (conséquences directes de (2.1) et du
Corollaire 4.2.2 de [BT72]) :

PAG= ][] P\Pw'I, P \G= [ Prw\Puge@) T
weWwJ w’EW‘]U{a}

On en déduit les sommes directes

C*(P/\G,R) = € C>(P;\Pyw 'I,R),
wew

COO(PJU{(X}\Gv R) = @ COO(PJU{a}\PJU{a} (w,)_lla R)

w' eWJU{a}

Il en découle le diagramme commutatif suivant :

D C*(Pjua}\G R)

aeAJ C>*(P;\G,R) St‘;]R 0.
aEA\J,g’BEWJU{a} ( JU{Q}\ ) weGI%/J ( J\ ) —C (I7mJ(R>)
(2.19)

La premiére ligne est exacte par définition de St ;R (voir (2.18)) et la seconde ’est par la proposition
2.5.2. On en déduit que I'application

LR : StyR — COO(I,DJIJ(R))

est injective; elle est aussi I-équivariante car toutes les fleches pleines du diagramme le sont.
Etudions d’abord le cas R = Z : parce que l'on a

My (R) =M;(Z) @z R,

on a la propriété de changement de base voulue. Grace a la Proposition 1.3.(a) de [GKO09| et au
lemme 2.10.1, le Z-module C*°(I,9;(Z)) est libre. Or un sous-module d’un module libre sur un
anneau principal est libre. Ainsi St;Z est libre, et St ;R est libre sur R par changement de base'?. O

Avant de déterminer a proprement parler (St;R)!, on commence par déterminer C*=(P;\G, R)!.

Lemme 2.5.7 Le R-module C*®°(P;\G, R)! est libre de rang |[W|.

12

on a bien St;Z ®z R = StyR comme la suite exacte

0— > C¥(Pjumy\G,Z) — C¥(P\G,Z) — St,Z — 0

acEANT

reste exacte aprés tensorisation par R, les deux Z-modules & gauche étant libres par ’appendice 2.10

63



Preuve :
La décomposition d’'Iwasawa (voir (2.1)) fournit

G=11,, Prw 'L

Grace a cette décomposition, on définit, pour w € WY, la fonction f, de C*®(P;\G,R)! par
fu(w ™) =1et fu(w)=0si w € (W')"L < {w™!}. Le R-module C®°(P;\G, R)! est alors libre et
engendré par (fu),cw - O

Proposition 2.5.8 L’espace des I-invariants (StJR)I est un R-module libre de rang \Wrﬂ\
Preuve :

Appliquons le foncteur des I-invariants au carré commutatif du diagramme de la preuve du corollaire
2.5.6. On obtient les applications de R-modules :

RW' = @ ¢®(“PNI,R)" — (StyR)" — C=(1,M;(R))! = M;(R). (2.20)
weWwJ

Parce que tp est injective et que le foncteur des I-invariants est exact & gauche, la fleche de droite
de (2.20) est injective. Enfin la composée (2.20) est surjective par définition de Mt;(R). Alors on a
un isomorphisme

(StJR)I = f)ﬁJ(R)

de R-modules, ce qui fait de (StyR)! un R-module libre de rang [W| (par [GK09], Proposition
1.2.(a)). O

Corollaire 2.5.9 Les images f,, dans St R des fonctions f,, (pourw € Wf!r) définies dans la preuve
du lemme 2.5.7 forment une base explicite de (StJR)I.

Preuve :
En prenant les [-invariants du diagramme commutatif dans la preuve du corollaire 2.5.6, on obtient
le diagramme commutatif suivant, oil les carrés du haut sont commutatifs.

@aEA\J c (PJU{oc} \G, R)I c (PJ\G, R)I (StJR)I

iN ~ ~

@aeA\J, wewuiar CF (wlpgu{a}\l’ R)I - Doews C= (wP9\17 R)I — > (17 mJ(R))

TN ~ ~

@aEA\J, w!eWJU{a} R[WJU{Q}] R[WJ] EIRJ(R)

1

On remarque que l'on a utilisé la proposition 2.5.8 pour affirmer ’isomorphisme de R-modules libres
que constitue la fléche verticale en haut & droite. Les carrés du bas du diagramme sont commutatifs
en vertu de ce que la description des fonctions du lemme 2.5.7 est compatible avec la discussion
d’avant la proposition 2.5.2. Le résultat suit. [l

Une autre conséquence importante est ’assertion de 'admissibilité dans le théoréme 2.3.1.
Corollaire 2.5.10 Supposons que R soit un corps de caractéristique p. Alors StjR est admissible.

Preuve :
En regardant le diagramme commutatif (2.19), on voit que St; R est l'image de @0 C (Y PI\I, R)
dans C*(I,MM,(R)). Comme chaque “P} contient A N I, cette image est en fait incluse dans
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C>®(ANI\NI,M;(R)) € C>(I,M;(R)). Si I(1) désigne le pro-p-Sylow de I, on a (ANI)I(1) =1; il
suit les égalités C° (AN I\T, M, (R))" = C= (AN I\I,M;(R))"™", et donc (St,R)" = (St,R)" ™.
Traitons d’abord le cas R = F, : le Fj-espace vectoriel (St;F,)/()) = (St;F,)! est de dimension
finie par la proposition 2.5.8. Comme [(1) contient K (1), il est ouvert et on peut appliquer [Pas04],
Theorem 6.3.2, et StF, est admissible.

Dans le cas R = Fp, on remarque que 'on a (St F,)" = (St;F,)H ®F, F, pour tout sous-groupe
ouvert H de G. L’admissibilité de St F, implique alors celle de St F,. Enfin, pour R un corps de
caractéristique p, F, est naturellement un sous-corps de R. On a alors (StyR) = (St F,)% ®r, R
pour tout H < G ouvert. Le résultat en découle. O
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que I’on peut aussi prouver ce fait en se ser-
vant du corollaire 2.5.6. Alors, pour tout sous-groupe compact ouvert H de I, '’espace d’invariants
(StyR)M s’injecte dans le R-espace vectoriel de dimension finie C'(I/H, 9 ;(R)). Par ailleurs, un tel
argument reste tout a fait valable pour R un anneau principal (sans hypothése sur la caractéristique).

2.6 Comparaison avec le cas fini

On retourne & R un anneau commutatif unitaire. On cherche & comparer les représentations de
Steinberg généralisées avec leur analogue dans le cas fini.

On remarque d’abord que comme on a choisi K comme étant le parahorique associé & un sommet
spécial, le groupe de Weyl associé a 1’adhérence schématique T de T est encore W (voir [BT84],
Propositions 4.4.5 et 4.6.4; [HRO08], Proposition 12). Le systéme de racines ® associé¢ a la paire
(B, T) est un sous-systéme de ® et il n’est pas nécessairement réduit ; on considére alors son réduit
®,eq. Parce que ®,oq et Preq sont tous deux des sous-systémes réduits de ® qui contiennent une
R-base de X*(T') ®z R, on a une correspondance bijective

Preq — Dreq
a — aou 2a

Cette bijection exhibe un sous-ensemble de racines simples A de ® en correspondance avec A de la
méme maniére :

A= UaeA{a’ 2a} N Preq.

Pour J un sous-ensemble de A, on associe alors de cette maniére J C A.
De méme que pour le paragraphe précédent, le lecteur ne s’étonnera pas des invocations du para-
graphe 1 de [GKO09| pour des résultats concernant ®,eq.

Lemme 2.6.1 Soit J un sous-ensemble de A. La réduction P; de Py est Py, le parabolique de G
associé a J.

Remarque : On peut aussi se reporter au Corollaire 4.6.4 de [BT84].
Preuve :
La réduction de Py est

FJ :PJﬂK/PJﬂK(l)

et est engendrée par les images dans G de AN K et des U, N K pour a € (I)I;d U Wj.J. En effet,
par décomposition de Bruhat, il suffit de voir que BN K et W; C K sont engendrés par A N K
et les U, N K pour a € @, UW;.J. Pour BN K, cela suit de [HV11], Theorem 6.5, qui affirme
BNK = (ANK)(UNK); et donc BN K est engendré par AN K et les U, N K pour a € O .
Soient a € J et u € U_, N K d’image non nulle dans U_,. Par [Car85], Corollary 2.6.2, il existe
alors by, by € B tels que l'on ait @ = bysby ol s est la réflexion dans W; C K correspondant & o
En relevant b; et by respectivement en by et by dans B N K, on voit que s est bien dans le groupe
engendré par ANK et les U,NK pour a € (I);szWJ.J. Les tels s formant un systéme de générateurs
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de Wy, on a bien l'affirmation voulue sur Py N K. - B
Le groupe P5 est quant a lui engendré par A = Z5(T') et les Uz pour @ € 3 U W=.J. Ce sont bien
la les mémes groupes radiciels par la remarque suivant le Lemma 6.12 de [HV11]. O

Pour J C A (correspondant & J C A), on garde la méme définition de la représentation de
Steinberg généralisée St7R ; on rappelle la suite exacte de G-représentations qui la définit :

@ C(FJU{a}\év R) - C(FJ\67 R) - ij — 0.
aEANJ

Commengons par exhiber des éléments particuliers de (§7R)B : pour w un élément de ijr, notons

Gy € ij I'image de la fonction caractéristique g,, de
Pyw 'B=Puw ! (UnN wﬁ_w_l)

dans Indg 1.
Soit w € W. On va commencer par prouver I'affirmation

Pyw 'B=Pw  (Unwl wh).
On a d’abord
Bw™'B = Bu'AU = Buw™'U. (2.21)
Ensuite, par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a
U=Unwlw HYUnwl w?). (2.22)
1l s’ensuit - - o
Bw U = Bw ' (UnwlU w).
La méme égalité subsiste alors avec P; > B & gauche plutot que B, et 1’égalité voulue est prouvée.

Si on fait subir & (G, ®,eq, J) le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve alors que (ij)B
est un R-module libre, de base (g,,),, cw7 - Cependant, savoir ce fait n’est pas nécessaire tout de suite,
pr

et la preuve de la proposition 2.6.2 nous le redonnera & moindres frais.

On a une décomposition d’Iwasawa G = P;K (voir [HR10], Corollary 9.1.2). L’application
P;\G — P;\G est continue (car P;K(1) est fermé dans G) et surjective. On a donc l'injection
naturelle (k désigne ici un représentant dans K) :

C(P;\G,R) — C>(P;\G,R)
f — (Pjk— f(Psk))

Dés lors, on a le diagramme suivant de K-représentations.

®CM€A\J C(ﬁJU{a}\a7 R) 2 C(FJ\E, R) ij 0
-
@QGA\J Cm(PJU{a}\Gv R) RLEN COO(PJ\G, R) Sty 0

Comme les deux fleches verticales de gauche sont des injections et parce que ’on a 1’égalité

o B P\ ) NCPAGR = o B CPuw\GR),

aEANJ aEANJ
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la fleche de droite est aussi injective. Dans 1’égalité précédante, I'inclusion O est évidente. Pour
obtenir I'inclusion inverse C, soit f une fonction de

oo B CPa)\6.R) NOPAG.R)

aEANJ

que I'on voit comme une fonction sur K. Elle s’écrit f = 3 ca; ¥2(fa) avec fo € CF(Prufa)\G, R)
pour tout @ € Ax.J. Fixons, pour tout a € A\J, K, un ensemble fini de représentants de P j 14} \G
dans Pjy(q3\G. On définit alors, pour tout a € A~ J, f,, € C(Pju(a}\G, R) par fo(k) = fa(k)
pour tout k € K, d'image k € PJU{Q}\G. Parce que le diagramme ci-dessus est commutatif et que
f est dans C(P;\G, R), on obtient

Yo el =) ealfa)=f

et 'inclusion C voulue.
Proposition 2.6.2 L’injection K-équivariante
L §7R — StyR

induit lisomorphisme de R-modules

(St;R)® = (St R)".

Preuve :
L’injection ¢ : §7R — Sty R étant K-équivariante, on en déduit I'injection

(StyR)” < (StsR)",

que l'on notera encore ¢. Par la proposition 2.5.8, le R-module (St;R)’ est libre de rang [W .

Commencons par considérer le cas R = Z. En tant que sous-module de (St;Z)!, (§7Z)§ est un Z-
module libre de rang majoré par [W| = [W| (on a [W;| = [W5| pour tout J € A). Pour prouver
I'isomorphisme voulu, il suffit d’exhiber une base de (§7Z)§ qui s’envoie sur la base (?w)wGWer

de (St;Z)!, ou f, est I'image de f,, € C®(P;\G,Z) (voir corollaire 2.5.9) dans St Z. 1l reste a
remarquer que, par le lemme 2.6.1, la famille (g,,),,cy7 s’envoie par v sur (fy,)wewy -
pr *

Revenons a R général : on a la situation suivante

n: ($t52)8 @z R < (St;R)P <& (StyR)’.

Parce que la famille (g, ® 1), ;7 d’éléments de (St7Z)P @z R s’envoie par 1 sur (7w)wewg , 1 est
pr T

un isomorphisme et'3 ¢ induit I'isomorphisme (ﬁjR)E = (St JR)I. O

Corollaire 2.6.3 La famille (g,,),, .7 forme une base du R-module libre (§7R)§.
pr

2.7 Représentations de Steinberg généralisées dans le cas fini

Dans toute cette section, G désignera un groupe réductif fini : cela permettra d’alléger les nota-
tions et d’éviter de surligner un nombre déraisonnable de symboles. Aussi, quand on fera référence
a '« axiomatique des systémes de Tits » ou « des BN-paires », on pensera au cadre des « strongly
split BN-pairs of characteristic p » du chapitre 1.2 de [CE04], ce qui est loisible grace au paragraphe

13cela garantit au passage que la formation de (§7 . )B commute au changement de base
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5.2 de [HV11].

Soit S = {so | @ € A}. Comme pour les autres éléments de W, on ne fera pas de distinction
entre un élément s € S et son relévement fixé dans Ng(7T).
Supposons & partir de maintenant que R est un anneau commutatif unitaire de caractéristique p.
On cherche & comprendre un peu mieux la structure de (St;R)? en tant que Hz(G, B)-module. En
effet, si 7 est une G-représentation, la réciprocité de Frobenius confére & son espace de B-invariants

7P ~ Homp(1,7) ~ Homg(Indg 1,m)
une structure de module a droite sur
Hr(G, B) := Endg (Indg 1).

A tout w € W, on peut associer 'opérateur de Hecke T, défini sur 78 par

v vy, = Z o = Z wtw .

v€B\BwB u€(BNw=1Bw)\B
Pour w € W, on note'*

Uy :=UNwU w = H U,.

aeéjed,wfl(a)eér_ed

Par la premiére étape de la preuve de la proposition 2.6.2 (notamment 1’équation (2.22)), pour s € S,
on peut voir Us comme un ensemble de représentants de (BN s 'Bs)\B = (BN sBs !)\B (car s*
est un élément de T'). Pour 7 = Ind% 1, we W7 et s€S, laformule d’action se réécrit

ngs = Z U_ls_lg’w = Z ]lPJw_lUwS'u' (223)
ucUsg ucUs

C’est cette action qu’on va investiguer & travers les deux résultats techniques suivants.
Pour w € W, on note w” le représentant de wW; dans W+ (on rappelle que W est un systéme de
représentants de W/Wjy).

Lemme 2.7.1 Soient w € W’ et s € S.
(a) Si (sw)? = w, alors on a

Pyw ' Uysu = Pyw U, siu€ Us.
(b) Sil((sw)’) > I(w), alors on a
Prw ' UysUs = Pyw™ " sUsy.

(c) Sil((sw)”) < l(w), alors on a s = sg avec B € A et w™'(B) € ®_,. Posons

U = 11 Ui

aE@jéd\{B},wfl(a)EQJr_ed
c’est un sous-groupe de Uy,. On a
Pyw tUusUy = Pyw™ U, siue Ug~ {1},

Prw U 'su = Pyw tsUy, siue Us.

Mpar [Car85], paragraphe 1.18, Corollary 2.5.17 et discussion suivant Proposition 2.6.3, 'ordre n’a pas d’importance
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De plus, toutes ces relations sont des égalités entre produits directs d’ensembles.

Remarque : Ce sont des raffinements dans ’axiomatique des systémes de Tits que 'on peut déja
trouver dans [GK09| pour le cas déployé (Lemma 3.1) : on se permet de reproduire sa preuve ici en
rajoutant quelques commentaires, notamment pour le fait que les produits d’ensembles sont directs.
Preuve :

Commencgons par le fait que les produits sont directs : il s’agit tout d’abord de voir que le produit
P;w™ U, est direct. Supposons pour cela

-1 -1
QW™ U] = qw ug avec qi,q2 € Py, ui,ug € Uy,.

On a alors
ulugl cwPyw ' NnwU wtNU.

Regardons & quoi ressemblent les éléments de w™'Uw N U~ N Py. IIs sont inclus dans
U Nnw 0w = H U,.

acd 4, w(oz)@bjed

De plus, par définition de w € WY (voir (2.2)), pour tout o négativement engendré par .J, on a
w(a) € ® ;. Dés lors, comme Pj ne contient que les sous-groupes radiciels associés a la partie
quasi-close (au sens du 3.8 de [BT65]) @, U (®,_; N W,.J), lintersection w™'Uw NU~ N Py est
réduite a I’élément neutre et le produit Pyw~'U,, est direct.

Une fois que toutes les égalités seront prouvées, le fait que les autres produits sont directs se rameéne
a chaque fois au cas précédent. Par exemple, regardons le terme de gauche de la premiére égalité de
(c). L’ensemble P;w~'U'usUs est de cardinal majoré par |Py| - |U’'| - |Us| = |Py| - |Uy|. Or I'égalité
avec Pyw~1U,, qui est un produit direct, nous dit que le cardinal de Pyw ™ U’usU, est exactement
|Py| - |Uw|. C’est donc que le produit est aussi direct et cela prouve bien le fait voulu.

Montrons (a). On a d’abord

Pyw 'Uus = Pyw 'Bs C Pyw 'BUPyw 'sB (2.24)

par les équations (2.21) et (2.22) et I'axiomatique des BN-paires. Parce que l'on a (sw)’ = w, ces

deux dernieres doubles classes sont égales et leur union vaut simplement
Pyw™'B = Pyw'U,,.
L’inclusion (2.24) devient une égalité puisqu’en réappliquant s on obtient :
Pyw U, = Pjw™'Uys®> C Pyw 'Uys C Pyw™'U,,.

Pour finir, P;yw ™' B est bien entendu invariant par translation & droite par Us.
Attaquons nous a (b). On a dans un premier temps

Pyw'U,sUs = Pyw 'BsUs = Pyw ' BsB.
Par définition de Py, on obtient

Pyw 'BsB = U . BvBw 'BsB.
v J

L’axiomatique des systémes de Tits nous dit que Bw~!BsB est exactement Bw~'sB car on a
Hw™ts) = 1(sw) > l(w) = l(w™?)
par [GKO09|, Lemma 1.3.(a). On termine alors :

PJw_lBsB = U o BvBw 'sB = ij_lsB = PJw_lsUsw.
vEW s

69



Enfin pour (c), on remarque d’abord que I'on a (s(sw)”?)’ = w’ = w et I((sw)”’) < I(w). Par [GK09],
Lemma 1.4.(c), on a I(sw) < l(w) et donc w™*(3) € ®_,. On observe aussi

s Waps = s WUsNwU w™! = H U,.
s(a)eézd,w—l(a)e'@;d

Or on a (voir Proposition 1.4 de [Hum92])

s(@5q) = (PEa~ {BHU{=8}, w'(=0) € o},
Il en résulte que la condition sur les indices du produit se réécrit

a€®f {8}, wl(a) € P

red’

et on en déduit s 1U,s = U’'. Cela implique directement U’s = sUy,, et comme on a
u e Us C B, Prw tsUg, = ijflsB,

la derniére égalité en découle. Pour la premiére égalité, écrivons 'inclusion (le détail est identique
au (b))
ijflUws - PwalUw U PwalsUsw;

cette union est disjointe car on a swWj # wWj. De I'égalité Pyw~'U’s = Pyw~'sUs, que on vient
de prouver, et parce que le produit Pyw~'U, est direct, on déduit

Prw YU, ~U")s C PywtU,.
Lorsque u est un élément de U \ {1} = Uz \ {1} C U,,, on a l'inclusion U'u C U, \ U’; il s’ensuit
Prw tU'usU, C Pyw™ YUy ~ U")sUs € PywtU,Us = Pyw™1U,.

Voyons l'inclusion inverse : par [Car85|, Corollary 2.6.2, il existe u; € Us et b € U;T C B tel que
l'on ait la décomposition sus = bsuy. On a alors

Pyw'sBsusUs, = Pyjw 'sBsU; = Pyw 'sBsB.

Il s’ensuit que
ij_lU/ = ij_lsUst = PJw_lsBs

est inclus dans
PJw_lsBsusUs = ij_lsUstUSUs = ij_lUlusUs.

Au final, on a bien I’égalité voulue (grace a U, = U'Us) O

Le cas fini peut se voir de maniére similaire au cas p-adique traité dans le lemme 2.5.7 : le
R-module C(P;\G, R) est libre et une base est donnée par les fonctions g, pour w parcourant
W7, On tache d’investiguer sa structure en tant que Hr(G, B)-module a droite lorsque R est de
caractéristique p.

Lemme 2.7.2 Soient w € W’ et s € S.
(a) Si (sw)’ =w, alors on a g,Ts = 0.
(b) Sil((sw)’) > l(w), alors on a g,Ts = I(sw)’ -
<l

)
(c) Sil((sw)”)

(w), alors on a g,Ts = —g.
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Preuve :

Le (a) est conséquence immeédiate de (2.23), du lemme 2.7.1.(a) et de I'égalité |Us| = 0 dans R de
caractéristique p (voir [Car85|, page 74). Le (b) suit de (2.23) et de la décomposition en produit
direct du lemme 2.7.1.(b) aussi.

Intéressons nous au (c¢) : on utilise la décomposition en produit direct Uy, = U'Uy. On a alors

ngs = Z Z lPwalU’u’su = Z ]lPwalU’su—i_ Z Z HPwalU’u’su'

ueUs v/ €Uy ueUs ueUs u/#1

Par le lemme 2.7.1.(c) et |Us| = 0 dans R, le premier terme vaut 0 et le second

Z Ip,w-1v, = —9u-

w eUs~{1}

Le lemme en découle. ]
Les actions précédemment étudiées dans (Indg ]l)B sont compatibles a celles du quotient (St JR)B.

Proposition 2.7.3 Supposons R de caractéristique p. Tout sous-Hr(G, B)-module non nul de (StJR)B
contient I’élément §,s de StyR, ou 27 désigne I’élément de longueur mazimale™® de W,

Preuve :

Soit £ un sous-Hg(G, B)-module non nul de (St R)?. Par la proposition 2.6.2, E contient un élément
nonnul h = > ay(h)g, avec ay(h) € R. On commence par rappeler la définition de I'ordre <

wEW,

introduit dans [GK09] : on note w <; w’ 8’il existe s1,...,s, dans S tels que w® = (s;...s7w)”’
vérifie [(w®) > I(w ) pour tout 1 <i < r et w =w’. On fixe une énumération wy,ws, ... des
éléments de Wﬁ]r vérifiant w; <j w; = @ < j : en particulier, on a wy = 27, On veut montrer qu’il
existe h € F non nul tel que

t(h) :=min{i > 1| Vj >, ay,(h) =0}
soit égal & 1, c’est-a-dire g,s € E. Supposons le contraire et donc on a
t:=min{t(h) | he Ex{0}} > 2.

Par [GK09]|, Lemma 1.5, il existe w’ € Wi et s € S tel que wy <; w’, I((swy)”) < I(wy) et
I(w') < I((sw')?). Par définition de <y, il existe sq,...,s, dans S tels que w® = (s;...s1w;)”
vérifie [(w®) > 1(w ) pour tout 1 <i <7 et w = w'.

Soit h € E ~ {0} avec t(h) = t. Commencons par remarquer que, grace au lemme 2.7.2, on a
a,, (hTs) = 0. On peut donc considérer h € E ~\ {0} avec t(h) =t et tel que k(h) > 0 est minimal,
égal & k, ot k(h) est 'entier minimal de [0, r] défini par a,wm)) (h) = 0. Si on a k(h) = 0, alors av,, ()
est nul, ce qui est contradictoire. On suppose ainsi k > 0, et on va le faire diminuer : considérons
h' = hTy, , et observons

-1 (B) = =i (h) =0, a,m(R) = a,u-n(h) # 0.

Ceci nous assure b’ # 0 et k(h') < k. Cela contredit la minimalité de k et donc I'hypothése initiale :
on vient donc de montrer I'existence de h € E ~\ {0} avec t(h) = 1. C’est le résultat voulu. O

'5un élément de longueur maximale est aussi maximal pour <; par [GK09], Lemma 1.4.(d) ; ’existence d’un unique
élément < j-maximal est ensuite donnée par [GK09], Lemma 1.4.(e)
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2.8 Parameétres de Hecke-Satake et preuve du théoréme 2.3.1

Soit R un corps de caractéristique p. On commence par étudier le K-socle d’une représentation
de Steinberg généralisée.

Proposition 2.8.1 Soient R un corps de caractéristique p et J C A. Le K-socle de la Steinberg
généralisée Sty R est irréductible.

Preuve :
Soit V' une sous-K-représentation irréductible de St;R. L’injection de la proposition 2.6.2 nous
permet de voir VUMK comme un sous-espace de

1) _

(stsR)""V = (styR)’ ~ (St7R)®

(voir début de preuve du corollaire 2.5.10) ; de cette maniére, VUMK = y/BNK

'action de Hg(G, B). Or, par la proposition 2.7.3, tout sous-Hz(G, B)-module non nul de (§*R)B

contient I'image g; de 'éléement gy := 1p 5 € IndG 1 dans St- 7R. Ainsi V est généré par g; en
tant que K-représentation, et le K-socle de Sty R est 1rreduct1ble (I

est une droite stable par

Soit V' une K-représentation irréductible. On va noter Hr(G, K, V') I'algébre de Hecke-Satake
Endg(ind% V). Les éléments de Hp(G, K, V) sont des opérateurs a support fini parmi les doubles
classes K\G/K, donc on va fixer un systéme de représentants dominants dans A (au sens qu’ils
contractent B) que l'on notera ¥ .

La transformée de Satake (voir [HV11], paragraphe 7.3) est un isomorphisme de R-algébres

S:Hr(G,K,V) = HE(A, ANK, Vunk) (2.25)

ol HE (A, ANK,Vyn K) désigne la sous-algébre de engendrée par les opérateurs portés par la classe
z(ANK) pour z € ¥y quand ils existent.

Soit J un sous-ensemble de A. On va particuliérement s’intéresser au cas ou V est Vj, I'unique
K-représentation irréductible M -coréguliere!® telle que 'action de M sur la droite (V)n,nx est
triviale (par la Proposition 3.11 de [HV12]). Dans ce cas-1a, en particulier, Viynx est la représentation
triviale 1 de AN K et toute classe z(A N K) pour z € ¥4 porte un unique opérateur de Hecke 7,
de HE (A, ANK, VUQK), envoyant z sur idy;, ., (voir [HV11], paragraphe 7.3); et ils en constituent
une base en tant que R-espace vectoriel. De plus, ’algébre 'HE (A, ANK, ]l) est alors commutative
et de type fini sur R (voir paragraphe 7.2 de [HV11]). On en déduit alors que Hr(G, K, V) est aussi
commutative et de type fini par l'isomorphisme de Satake (2.25).

Soit 7 une G-représentation admissible & coefficients dans R. Alors, comme K (1) est un pro-p-

groupe ouvert, le sous-espace des K (1)-invariants 7% (1) est non nul et de dimension finie sur R. Il
posséde donc une sous-K-représentation irréductible V. En particulier, Homg (V, 7) est non trivial
et de dimension finie. De plus, ¢’est un module & droite sur 'algébre Hr(G, K, V).
On suppose a présent que V est un V; pour un certain sous-ensemble J de A, et que R est algé-
briquement clos. Alors Hr(G, K, V) étant commutative, elle posséde un sous-espace propre associé
a un caractére x : Hr(G, K,V;) — R dans son action sur Homg (Vy, 7). Dit autrement, on a un
morphisme non nul de G-représentations

ind% v; QHy R — .

On tache de déterminer les caractéristiques d’un tel caractére y lorsque 7 est Sty R. Pour étre précis,
notons YY) la composée

HI—;(AVAHK? (VJ)UHK) %’HR(G,K7 VJ) i) ‘Z-_{7

'Scela veut dire que le stabilisateur dans K de la représentation associée a Vi "X est inclus dans (P; N K)K(1)
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c’est x4 que lon va expliciter.

Proposition 2.8.2 Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit J un sous-
ensemble de A.
(1) Le K-socle de StjR s’identifie a V.

(1) 1l existe un morphisme non nul de G-représentations
ind% Vi ®uy R— StyR
si et seulement si X(A) est le caractére envoyant 7, sur 1 pour tout z € .

Remarque : En particulier, St ;R n’est pas supersingulier au sens de [HV12].

Preuve :

On note H = Hr(G,K,Vy) et Hyy = Hr(My, My N K, 1). Soient x : H — R et xar : Hy — R les
caractéres d’algebres associés a x(4), caractére envoyant tout 7, sur 1 (pour z € X, ). Par [HV12],
Theorem 1.2, parce que Vj est M j-coréguliere et que (Vj)n,nkx est la (M; N K)-représentation
triviale, on a un morphisme surjectif de G-représentations

ind% V; @y R = Ind§, (ind}f 1 @y,, R) - Ind® 1. (2.26)

On en déduit!” Iexistence d’un morphisme surjectif (en particulier non nul) de G-représentations
ind?( Vy®y R — St;R. Il s’ensuit que V; génére St ;R en tant que G-représentation. Parce que St;R
est de K-socle irréductible, V; est 'unique K-représentation irréductible contenue dans St;R. Cela
prouve (i) et le sens indirect de (ii).

Prouvons maintenant la seconde implication de (ii). Comme K N P;\K — P;\G est un homéomor-
phisme, on a par réciprocité de Frobenius

Homy (Vy,Indf, 1) = Homgnp, (Vy, 1)
et donc, puisque l'on a (Vy)n,nx = 1, on déduit
HomK(VJ,IndIGDJ 1) = Homgnas, (1, 1).

Ce dernier espace est donc un R-espace vectoriel de dimension 1. Le morphisme surjectif IndJG;J 1—
St ;R de G-représentations induit le morphisme

¢ : Hom (Vy,Ind§, 1) — Homg (V, Sty R)

de R-espaces vectoriels. On vient de voir que Hom g (VJ, Ind% ]l) est de dimension 1, et Homg (VJ, St JR)
est aussi de dimension 1 par (i) et lemme de Schur. De ce fait, ¢ est un isomorphisme si et seulement

si il est non nul. Or le fait que (2.26) induise ind% V; ®y R — St;R implique la non nullité de ¥ :

1) est un isomorphisme.

Apres application de la réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme

Homg (ind% V,Ind%, 1) = Homg (ind% Vy, St R)

de R-espaces vectoriels. Ce dernier est Hr(G, K, Vj)-équivariant car v est juste induit par la projec-
tion définissant St;R. De ce fait, toute fleche non nulle ind% Vy ®4, R — StjR pour un certain
se factorise a travers ind% V@, R — IndJGDJ 1. Et par le diagramme (4) de [HV12], 'isomorphisme
de réciprocité de Frobenius

Homg (ind% V7, IndIGgJ 1) = Homyy, (ind%f;m( 1,1)

17jusqu’a présent, hormis dans introduction, on a défini Sty R a partir des C*(P;\G, R). Remarquons que la défi-
nition peut se faire de maniére équivalente a partir d’induites paraboliques : Papplication R-linéaire C*°(P;\G, R) —
Ind,G;J 1 est un isomorphisme car la projection canonique G — P;\G posséde une section continue
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est Hr(G, K, Vj)-équivariant, ot l'action au but se fait a travers la transformée de Satake partielle
SgJ : Hr(G,K,Vy) — Hr(M;,M; N K, 1). Il s’agit donc de déterminer les valeurs propres de
Hecke possibles pour l'action de Hr(My, My N K, 1) sur Homyy, (indﬁjmK 1, 11). Cet espace est
unidimensionnel puisqu’il est isomorphe a

Homps,nk (1, 1) = Homang (1,1) = HomA(indﬁmK 1,1),

et c’est & travers ce dernier que l'action de Hr(A, AN K, 1) se lit naturellement. On conclut donc
quelle se fait a travers le caractere () envoyant chaque 7, sur 1, d’ou I'implication qu’il restait a
prouver pour (ii). O

On exhibe de la preuve précédente le fait plus précis suivant, qui va facilement impliquer le
théoréme 2.3.1.

Corollaire 2.8.3 Soient R un corps algébriquement clos de caractéristique p et J un sous-ensemble
de A. Le K-socle Vj de StjR l’engendre en tant que G-représentation.

On a alors l'irréductibilité de St s R dans le cas R algébriquement clos de caractéristique p comme
suit. Soit m C Sty R une sous-représentation non nulle. Alors 7 contient une sous-K-représentation
irréductible qui, par 'argument précédent, est donc V. Mais on sait que Vj génére Sty R ; donc on a
m = Sty R et I'irréductibilité voulue. Le théoréme 2.3.1 en découle par le corollaire 2.5.10 et le lemme
2.11.1 tout a fait général.

2.9 Induites paraboliques de Steinberg généralisées

Commencgons par un mot sur la preuve du corollaire 2.3.2, notamment sur le fait que deux
J,J’ C A distincts engendrent des St ;R et St R non isomorphes. Cela suit immédiatement de ce
que l'on vient de faire puisque ’on a alors V; # V.

Définissons la filtration suivante sur IndIGDJ 1:

F]ll _ Z]’QJ, |J/~J|>i Il’lng/ 1 pour 0 S ) S ‘A N J|,
0 pour i > |A N J.

Et montrons que c’est la filtration par les cosocles de Indgj 1, c’est-a-dire la filtration descendante
définie par Fil° = Ind% 1 et Fil® est telle que gri~! := Fil'~! /Fil’ est le cosocle de Fil*™! pour i > 1.
On a le diagramme commutatif suivant, pour ¢ > 0 et J' O J avec |J' ~\ J| = i (en particulier
i <|ANJ|):

ZJ”Q.]I InngN ]]_ _— Inngl —_—> StJ/R —_— O .

T

0 ————Fil*t! Fil’ gr’ 0

Si la fleche StpyR — gr’ était triviale, cela voudrait dire que l'image de Ind%/ 1 — Fil® serait
incluse dans Fil't!, ce qui serait absurde par le lemme 2.9.1 ultérieur. De ce fait, et parce que ’on
a Stj, R » Stj, R pour J; # J2, on a une injection

GB St R — gr'.
J'DJ, |JINJ|=i
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Pour voir que c’est bien le cosocle de Fil’, comme on connait les composantes de Jordan-Hélder
de Ind% 1 (ce sont les Sty R pour J' D J, avec'® multiplicité 1), il suffit de voir que toute fleche

IndIGDJ, 1 — St #R est triviale dés que l'on a J” 2 J ou J” 2 J'. Le second cas est clair et on veut

montrer que tout morphisme f : Indgﬂ 1 — Sty»R de G-représentations est trivial si J” 2 J'. Si
ce n’était pas le cas, f serait surjectif par irréductibilité de St j» R, de noyau contenant Sty R. Mais
comme Vy C (St R)|k géneére Indgﬂ 1 par (2.26), toute injection Sty R — Indgﬂ 1 se doit d’étre
un isomorphisme. C’est absurde, donc f est nul et St ;s R est bien le plus gros quotient semi-simple
de IndIGJJ, 1. Il en résulte que (Fil'); est bien la filtration par les cosocles comme annoncé.

Lemme 2.9.1 Soient J C A un ensemble, i € [0,|A N\ J|] un entier et J' 2 J un sous-ensemble de
A avec |J' . J| =1i. Alors l'image de IndIGDJl 1 < Fil® n’est pas incluse dans Fil‘*t.

Preuve :

Le cas i = 0 résulte de ce que St;R est non triviale. On suppose donc & présent i > 1.

Supposons par ’absurde que Indgjl 1 est incluse dans Fil'*7 pour un j > 1 maximal, c’est-a-dire
avec Inng, 1¢ Fil"ti+1 (un tel j existe bien puisque la filtration devient nulle au bout d’un certain
rang). On commence par établir

Id§ 1= (Indgﬂ 1N Fﬂiﬂ'“) + Y Id§, 1. (2.27)
J//;J/

Soit f un élément de Ind§ | 1 / ((Inng, 1N Fﬂ”j“) + 3 oy IndE 11), que Uon voit dans F =
Fil“+ / ((Indgﬂ 1NFil“t +1> +> T Indgﬂ ]l). Alors f s'écrit Y fyn ot les J” parcourent les

J" 2 Javec |J'\J| >i+j,J" B J et f;» appartient a 'image de Indgﬂ 1 dans F. On prend ensuite
un o € J' \J (cet ensemble est non vide car i est non nul) et s € Wy la réflexion correspondante.
Parce que 'on a J' ¢ J”, et que 'on a quotienté par Ind]G;J, 1 NFil“+L Pecriture f = 3 fyu est en
fait invariante a gauche par s. En effectuant de méme pour toute racine de J’~\.J, on voit que chaque
fym est en fait nulle dans F (car j > 1), ce qui donne la nullité de f. Et donc (2.27) comme annoncé :
mais cela implique que 'on a une surjection naturelle IndIG;J, 1 NFil“™*! - St R. De ce fait, ou
bien il existe un J” 2 J' avec Indgﬂ 1 ¢ Fil"™*! ce qui est exclu par I'inclusion IndIGDJ/ 1 C Fil“t7,
Ou bien Indgﬂ 1 N Fil™™ T+ est tout Indgﬂ 1, c’est-a-dire que Indgﬂ 1 est inclus dans Fil*™/ ! ce
qui contredit la maximalité de 5 > 1. Toutes les possibilités aménent & des contradictions : le lemme
est prouvé. O

Corollaire 2.9.2 Soient J' C J des sous-ensembles de A. Alors la représentation'® IndIGgJ (St]}/,["R)
est de longueur finie, de constituants de Jordan-Hélder les St ju R avec J" C A vérifiant JNJ" = J,
chacun apparaissant avec multiplicité 1.

Preuve :

Commencons tout d’abord par remarquer que, puisque l'on a J’ C J, la condition J N J" = J' est
équivalente a J” O J' et J~J C A~ J". Cest sous cette seconde forme que nous allons 1'utiliser
au cours du raisonnement qui suit.

Prouvons-le par récurrence descendante sur J' C J. L’étape d’initiation J' = J est juste le co-
rollaire 2.3.2. Soit J' # J et supposons le résultat vrai pour tout parabolique Jy C J contenant

18ce sont les telles représentations de Steinberg comme on peut le voir par récurrence descendante sur |J| & partir de

la définition des St ;s R. La décomposition G =[], cyv Pyw™! B fait que les restrictions respectives de C*°(P;\G, R)
et StyR a B possédent des filtrations telles que €D, gr’ sont respectivement égales a Pocws C° (P;\Pyw™'B,R)
et @wewﬁfr C>=(P;\P;w~'B,R). Comme on a de plus W’/ = Uy Wer/, les St R apparaissent avec multiplicité 1
comme voulu

19611 on note StIJv{"R une représentation de Steinberg généralisée du groupe réductif M
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strictement J'. Par définition de la représentation de Steinberg généralisée, on a une suite exacte de
M j-représentations
0 — Ker — Indp? 1 — St/ R — 0, (2.28)

ou Ker est par la-méme définie et a constituants de Jordan-Holder les Sty, 1 pour J' C Jy C J par
le corollaire 2.3.2. Appliquons le foncteur exact Ind% (voir [Vigl2]|, Proposition 1.1) & (2.28) pour
obtenir :

0— Indgj (Ker) — Inng (Ind%{ 1) — Inng(St]}/,[JR) — 0.

Comme on a
M;/(MyNOPy) = M;B/(MyN Pp)B=P;/(M;NPy)B=P;/Pp

par décomposition de Levi, le terme central est IndIGJJ, 1, de constituants de Jordan-Hélder les St j» R

avec J” D J' par le corollaire 2.3.2. Par hypothése de récurrence, les constituants de IndIGgJ (Ker)
sont les St v R avec J” C A vérifiant J” D Jy et J N~ Jg € A~ J” pour un certain J' C Jy C J.
Mais alors, soit J” tel que Sty»R est un constituant de Jordan-Holder de Inle;J (Sty“’R). On a
J" 2 J et aussi, J N J' C A~ J". En effet, supposons cette seconde inclusion fausse, c’est-a-dire
J"N(J~J') # @ : on considére Jy C A avec

Jo=J U NI~T)) 2T

etonaJygCJ" J~Jy C A~ J’ donc StysR apparait dé¢ja dans IndIGJJ(Ker) par 'assertion de
multiplicité 1 dans le corollaire 2.3.2. C’est absurde. Enfin, la décomposition disjointe (qu’il est plus
facile de voir avec la condition équivalente J N J” = J' dans le terme de droite)

{(J"20 = [[ {20~ CANT"}
Jo2J’

nous permet de dire que ce sont les seuls constituants qui interviennent. La récurrence est terminée.

O

2.10 Appendice : de la liberté de C*(X,7Z)

Parce qu’on se sert constamment du fait suivant, on se permet de rappeler sa preuve probablement
bien connue.
Pour X un espace topologique, on note U la famille des recouvrements de X par un nombre fini
d’ouverts disjoints. On remarque que I/ un ensemble ordonné par U < V si pour tout A € U il existe
des B; € V vérifiant A = B;.

Lemme 2.10.1 Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu. Supposons que U
posséde un sous-ensemble V dénombrable et cofinal. Alors 'espace C*°(X,Z) des fonctions localement
constantes sur X a valeurs dans Z est un Z-module libre.

Remarque : Par changement de base Z — R, si R est un anneau commutatif unitaire, C*°(X, R) est
alors aussi un R-module libre.

Preuve :

Que C*(X,Z) est un Z-module est évident; il s’agit de voir qu’il est libre. Soit f un élément de
C>®(X,Z). Pour tout x € X, on fixe un ouvert V, contenant = tel que f est constant sur V. Le
compact X est alors recouvert par les V,, pour x parcourant X. Par compacité, on peut en extraire
un recouvrement fini X = [J X; par des ouverts X; sur lesquels f est constant. Si X; et X; sont non
disjoints, on peut les remplacer par X; NX;, X; N\ X;NX; et X; N\ X;NXj, qui sont trois ouverts deux
a deux disjoints d'union X; U X;. En répétant le procédé, on peut supposer que I'union X = [JX;
est une union finie disjointe.
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On note que U est filtrant puisque si U,V € U, on peut, & partir du procédé précédent appliqué a
U UV, obtenir un recouvrement W vérifiant U < W et V < W. Pour tout U = {X;} élément de U,
on note C(yy(X, Z) le sous-Z-module de C°°(X, Z) constitué des fonctions constantes sur chaque X;.
On vient de voir que tout élément de C°°(X, Z) vit dans un C(yy(X,Z) pour un U € U convenable.
Et si on considére les fleches d’inclusion Ciy(X,Z) — Cy(X,Z) pour U < V, on obtient un
systéme inductif et on écrit C*°(X,Z) comme limite inductive de modules libres :

C™(X,Z) = lim C1(X,Z) ~ lim ZVI.
Ueu veud

On se sert de I'hypothése sur U et on peut numéroter un sous-ensemble cofinal V de U (quitte
a enlever des éléments du V de I’énoncé) V = {V,, | n € N} en respectant l'ordre : on demande
Vi <V; =i < j. On réécrit alors

C™(X,Z) = lim C(yy(X,Z) =lim > Cy,) (X, Z).

Vey n k<n
On construit par récurrence sur n € N une base de Cy, := >, C(y;)(X,Z). L’étape d’initiation
n = 0 consiste simplement & choisir une base (b, . . ., b;,) du Z-module libre Cy;(X, Z). Supposons

que I'on a construit une base (bo, ..., b;,) de Cp. Parce que C,, N Cy;, (X, Z) est un C(Vrll+l)(X’ 7)
pour un certain V,,; < Vi1 (Vj 41 non nécessairement dans V), Cy,, (X, Z)/(CnNCyy,,,,)(X, Z))
est sans torsion. Alors C, est un facteur direct du Z-module libre Cy11. On peut alors compléter
(bo, ..., bi,) en une base (b, ...,b;, ) de Cyy1. La récurrence est alors prouvée et le résultat suit.

O

2.11 Appendice : de la non nécessité de R algébriquement clos

Soient R un corps et R* une cloture algébrique fixée de R. Soit G' un groupe topologique. On se
restreint a la catégorie des représentations lisses de G' a coefficients dans R (respectivement R).

Lemme 2.11.1 Soit m une représentation de G définie sur R. Supposons que @ @p R soit une
représentation irréductible. Alors m est irréductible.

Preuve :
Toute suite exacte courte
0O—=p—om—om/p—0

induit la suite exacte courte
0—>,0®Ra1—>7T®Ral—>7T/p®Ral—>0

dont on sait que 'un des termes extrémaux est trivial. [l

2.12 Appendice : sur 'ordre <;

On rappelle la définition de < : pour w,w’ € WY, on note w <y w' s'il existe s1,...,s, € S
tels que w® = (s;5;_1 - - syw)” verifie [(w®) > I(wY) pour tout 1 <i < r et w) =w'.
On établit la caractérisation suivante de <, qui dit en particulier que < est un raffinement de la
restriction & W/ de I’ordre fort dans un groupe de Coxeter fini.

Proposition 2.12.1 Soient w,w’ € W’. On a w <j w' si et seulement si il existe s1,...,5, € S
tels que w® = i+ Sqw soit un élément de W7 de longueur [(w)+1i pour tout 1 < i <r et w) = .
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Remarque : Le cas r = 1 est déja présent dans [GKO09|, Lemma 1.4.(b).

Preuve :

Le sens (<) est immeédiat puisque w € W+ implique w” = w. Supposons donc w < w’ et prenons
51,...,5. comme dans la définition de <;. Prouvons d’abord s;w € W avec I(s;w) = I(w) + 1. On
a

l(w) < I((s1w)”) < I(s1w) < I(w) + 1,

otl la premiére inégalité suite de la définition de < et la deuxiéme de celle de W7, Mais alors, on
a l((syw)?) = I(s1w) = I(w) + 1. Cela dit en particulier que s;w est de longueur minimale dans
stwWy et on a (slw)‘] = syw € W, Par une récurrence immeédiate, w®) = S; -+ s1w est un élément
de W de longueur [(w) + i pour tout 1 < i < r. Le résultat est prouvé. ]

2.13 Appendice : de I’irréductibilité de la Steinberg généralisée dans
le cas fini

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Le travail effectué nous permet de
découvrir ou redécouvrir quelques résultats sur les Steinberg généralisées pour un groupe réductif

fini G.
Proposition 2.13.1 La plus grande sous-G-représentation irréductible de ij est V.

Remarque : En particulier, si §7R est irréductible, alors on a Vj = §7R.

Preuve :

On a une inclusion §7R C StyR, et on sait que le K-socle de StjR est irréductible, égal & V :
Vy est donc aussi le K-socle de St7R. Comme K (1) agit trivialement sur V; C St7R et St7R, le
résultat se traduit en termes de G-représentations. [l

Proposition 2.13.2 Supposons ®req irréductible et J ¢ {@, A}. Alors Stz R n'est pas irréductible.

Remarque : StxR = 1 est bien str irréductible; quant & la Steinberg Stz R, en utilisant [CE04],
Theorem 6.10, Theorem 6.12 et Definition 6.13, on voit qu’elle est aussi irréductible.

Preuve :

Par [CE04], Theorem 6.12, si V est une G-représentation irréductible alors son espace de U-invariants
est de dimension 1. De ce fait, si V est une représentation avec dim VUV > 2, alors V n’est
pas irréductible. Par les propositions 2.5.8 et 2.6.2, et le début de la preuve du corollaire 2.5.10,
(St7R)Y = (St7R)” est un R-espace vectoriel de dimension [W|. Il s’agit d’examiner la cardinalité
de W};]r et le résultat suit par le lemme 2.13.3. U

Lemme 2.13.3 Supposons ®,eq irréductible. Alors on a |W15]r| > 1, avec égalité si et seulement si J
est I ou A.

Preuve :
Rappelons la définition suivante de Wrﬂ :

Wi ={weW |VaeJ, (wsa) >1(w) ; VB € AN J, l(wsg) < l(w)}.

Notons wa<y l'élément le plus long de Waj. C’est un élément de Wer, et de ce fait on a la
minoration voulue. Il reste & déterminer le cas d’égalité. D’abord, on remarque ngr = {wa} et
WpAr = {1}, de sorte qu’on veut maintenant montrer que si J n’est pas @ ou A, alors W};]r contient
un autre élément que wa-j.

Supposons J # &, A. On cherche un élément w € Wy~ {1} vérifiant [(wwajSa) > [(wway) pour
tout o € J . Parce que ®eq est irréductible, on peut choisir 5 € J tel que (A~ J) U {3} engendre

un sous-systéeme de ®,.q avec au plus autant de composantes irréductibles que celui engendré par
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A~ J. Montrons que sg est 'élément w € W7 ~ {1} cherche.
En effet, remarquons d’abord que 'on a

Hwawy) = l(spwassa) < l(spwa~y)

pour tout a« € A ~ J. Ensuite, supposons qu’il existe un élément v € J avec [(sgwa-jsy) <
l(spwa~y), alors cela veut dire que sgwa; posséde une écriture qui se termine par s,, disons w's,
avec [(w') = l(wa<y) et w' ne se terminant pas par s.,. Maintenant on a Wywa Wy = Wyw'Wy,
ce qui force w' = way. Cela implique sy, = wassgway € Wianugsy et donc v = . Mais
dans ce cas-la, c’est que sgwa~ s est 'élément le plus long de WA s)us}- Mais on sait aussi que la
longueur de wia-_yusy est égale a |<I>€FA\J)U{5}] ([Hum92|, 1.4.8), et on a alors

[@{anuiml = 12wyl +1
Il s’ensuit
(I)?_A\J)U{ﬁ} = ‘I>ZLA\J) H{ﬂ}

et cela contredit le fait que ® (A jugsy @ moins (éventuellement le méme nombre) de composantes
irréductibles que ®a.j. Cest absurde, et le résultat est prouvé. [l
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que I’élement 2/ = wawy; € WY de la
proposition 2.7.3 convient aussi en tant qu’élément distinct de wa.; dans Wffr (voir aussi [GK09],
Lemma 1.4.(e)). En effet, il est de longueur maximale |®T| — [@7F| # |®L ;| et est donc différent de

way. Et sa longueur excéde aussi celle de tout élément de W+ " pour J' 2 J et il est donc primitif.

2.14 Appendice : représentations de Steinberg généralisées pour le
groupe dérivé

Dans cette section uniquement, on distinguera le groupe réductif G défini sur F' de ses F-points
G = G(F). De méme, B et P seront respectivement les F-points de B et P.
On note D(G) le groupe dérivé de G, c’est-a-dire le faisceau fppf des commutateurs de G. C’est un
groupe semi-simple (voir [Demlla], Théoréme 6.2.1.(iv)) et on notera D(G) pour son groupe des
F-points. Le but de ce paragraphe est de comparer les représentations de Steinberg généralisées pour
G et pour D(G).
Soient R un corps de caractéristique p et J C A. Pour les distinguer, on notera StSG)R et StSD(G))R
la représentation de Steinberg généralisée respectivement pour G et D(G), par rapport a J.

Proposition 2.14.1 La restriction de St(JG)R a D(G) est isomorphe a St(JD(G))R.

(@)

A partir de 14, on peut déduire l'irréductibilité de Stf]D R en utilisant toute la machinerie de

ce papier pour D(G), y compris 'appendice 2.11.

Preuve de la proposition 2.14.1 :
Le groupe B N D(G) est un parabolique minimal de D(G) (voir [Demlla|, Proposition 6.2.8.(ii)),
et on appelle standard un parabolique de D(G) contenant B N D(G). La fleche P — PN D(G) est
une bijection entre ’ensemble des paraboliques standards de G et celui des paraboliques standards
de D(G). Soient P un parabolique standard de G et J C A ’ensemble vérifiant P = P ;. On veut
voir que 'injection P N D(G)\D(G) — P\G est une bijection. Pour cela, utilisons la décomposition
de Bruhat pour D(G) :

PND@G\D(G) = [] PNnDG\(PnDG)w (BN D(G)),
weWwJ
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ot on a relevé chaque w € W en un élément de D(G). En notant que U, = U NwU " w~! est inclus
dans D(G), elle se réécrit encore

PND@GN\D(G) = [] PNDG\(PNDG)w Uy, (2.29)
weWwJ

De méme, pour G on écrit (en gardant les mémes relévements pour W)

P\G= [[ P\Pv'B= [[ P\Pw'U, (2.30)
wewJ wewJ

La comparaison de (2.30) et de (2.29) nous donne que P N D(G)\D(G) — P\G est surjective, et
donc bijective.
De ce fait, la restriction a D(G) de Pinduite Ind% 1 est Ind?rg%(G) 1. Par définition (2.18), la res-

triction a D(G) de StSG)R s’identifie & StSD(G))R. O
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Chapitre 3

Des représentations modulo p de
GL(m, D), D algébre a division sur un
corps local

3.1 Introduction

L’histoire de ’étude des représentations lisses modulo p de GL(m, D) commence avec Barthel-
Livné en 1994-95 avec le cas déployé D = F et m = 2 (voir [BL94], [BL95]). Récemment, Herzig a
généralisé cette méthode au cas D = F, m > 2 quelconque (|Herlla]). On continue ici la classifica-
tion en abordant le cas non nécessairement déployé. C’est la premiére fois qu'un exemple de groupe
non quasi-déployé est traité. En effet, Abe a étendu le travail de Herzig au cas de tout groupe réductif
connexe déployé ([Abell]), et Abdellatif au cas d’un groupe quasi-déployé de rang 1 ([Abd11]).
Soient G = GL(m, D) et P le parabolique standard de type (m1,...,m,) avec > .m; = m. On
commence par établir un critére d’irréductibilité.

Avant de I’énoncer, rappelons briévement la définition d’une représentation de Steinberg géné-

ralisée. Il existe un morphisme de groupes G dete px qui coincide avec la norme réduite Nrm pour
m = 1 (voir paragraphe 3.2.5). La représentation de Steinberg relativement a P est alors

Ind$% 1

Stpl = — el
ZP'ZP IndIGJ/ 1

N . . . . Nrm 0 —x
ou P’ parcourt I’ensemble des paraboliques contenant P ; on définit aussi, pour p : D* — F* p—>IFp
un caractére lisse se factorisant par Nrm,

Stpp® := (p° o detg) ® Stpl.

Les résultats que ’on obtient nécessitent I’hypothése suivante :

(a) D est de degré d? sur F avec d un nombre premier, ou égal & 1;

(b) ou m est inférieur ou égal a 3.
On la supposera donc satisfaite dans le reste de I'introduction. On espére que I’hypothése est superflue
mais on ne sait pas ’enlever pour le moment.
Aussi, les résultats sont conditionnels & une conjecture (voir paragraphe 3.7) sur des valeurs de la
transformeée de Satake que 'on sait étre vraie sous I’hypothése (b).

Théoréme 3.1.1 Soit, pour tout 1 < ¢ < r, g; une représentation irréductible admaissible de
GL(my, D) qui soit dans l'un des cas suivants :
(a) o; est supercuspidale’ avec m; > 1;

Lune représentation est dite supercuspidale si elle n’est pas sous-quotient d’une induite parabolique propre d’une
représentation irréductible admissible
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(b) o; est une représentation de D* (i.e. m; = 1) avec dim o; > 1;

(c) o; ~ Stg,p) pour un parabolique standard Q; < GL(m;, D) et un caractére p; : D* Nrm,

0
F L E
Supposons p; # pir1 sl y a deux blocs adjacents dans le cas (c). Alors Indg(al ® - ® o) est
wrréductible admaissible.

Dans un second temps, on prouve le théoréme de classification suivant.

Théoréme 3.1.2 Soit m une représentation irréductible admissible de G. Alors il existe un pa-
m

rabolique standard P de Levi [ GL(m;, D) avec ), m; = m et des représentations irréductibles
i=1

admissibles o; de GL(m;, D) tels que l'on ait m ~ IndIGD(Ul ® - ®oy). De plus, pour tout i, on est

dans l'un des cas (a), (b) ou (c) du théoréme 3.1.1. Aussi, s’il y a deuz blocs adjacents dans le cas

(c), alors on a p; # pit1-

Enfin, si nd%(01 ® -+ @ 0,) et nd$, (o} @ -+ @ 0’,) sont deuz telles représentations irréductibles

admissibles isomorphes, alors on a r =1', M; = M| et o; = o} pour tout i.

En fait, comme dans [Herllal, on va effectuer le travail avec des blocs élémentaires qui seront
des représentations supersinguliéres et ce ne sera qu’a la fin qu’on saura qu’une représentation irré-
ductible admissible est supersinguliére si et seulement si elle est supercuspidale.

On remarque enfin que tout ceci est compatible avec les calculs explicites de ’auteur sur le cas
GL(2, D) (voir chapitre 1).

3.2 Notations et généralités

Soient p un nombre premier et I, une cloture algébrique fixée de [, ; tout corps fini de caracté-
ristique p sera vu comme un sous-corps de IF).

L’objet de cette section est de donner les notations et de présenter des faits généraux bien connus
sur la théorie des représentations ou bien sur GL(m, D).

3.2.1 Représentations et algébres de Hecke

On pourra se reporter au paragraphe 2 de |[BL94|. Dans tout ce qui suit, toute représentation
considérée sera lisse (et on oubliera souvent de le mentionner), a coefficients dans un anneau com-
mutatif R; en pratique, dans la suite R sera F,, ou C. Soient G un groupe topologique et H < G un
sous-groupe fermé. On notera ind% le foncteur d’induction compacte lisse et Ind$ celui d’induction
lisse. L’action sur une induite se fera par translation a droite, a savoir g.f : x +— f(zg). On suppose
H ouvert. Soit V' une représentation de H. Pour tous g € G et v € V, on définit [g, v] comme étant
la fonction de indg V a support dans Hg~! et prenant pour valeur v en g~—'. En particulier, si h est
un élément de H, on a [gh,v] = [g, hv] et g[1,v] = [g,v].

Pour toutes représentations V7 et Vo de H, on définit I'espace d’entrelacements

Hr(G,H,V1,Vs) := Homg (indg Vi,ind% V).
On se permettra aussi de noter les algébres de Hecke
HR(G7H’ V) = HR(G7 Hv V7 V): HR(G7 H) = HR(G7 Ha ]1)’

ou 1 désigne la représentation triviale de H.
Lorsque H est ouvert dans G, par réciprocité de Frobenius, on a

Hr(G, H, Vi, Va) ~ Hompy (Vi,ind$ V5).
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Supposons que, pour tout g € G, la double classe HgH est union finie de classes & gauche (ou a
droite), et que V; et V5 sont finiment engendrées en tant que H-représentations. Alors on peut (voir
[HV11], section 2.2) exhiber I'isomorphisme

HomH(Vl,indgvg) ~ { GLHomED(Vl,Vé)

(v= (g fl9)W))) f
f > (97— (v1— f(v1)(9)))-

On va souvent assimiler les opérateurs de Hr(G, H, V1, Va2) a des fonctions sur G a travers cet
isomorphisme.

Pour tous Vi, Vo, V3 et tous f1 € Hr(G, H,V1,Va), fo € Hr(G, H, V2, V3), on a la convolée fo* fi €
Hr(G, H,V1,V3) définie par

f(haght) = haf(g9)h1 }
H\Supp f/H fini

foxfrige Y fal)filzg). (3.1)

xzeG/H

Aussi, quand on voit les opérateurs de Hr(G, H,V) comme fonctions sur G, la structure multipli-
cative est donnée par la convolution, qui est bien compatible & la multiplication par composition de
la premiére définition (voir [BL94|, Proposition 5).

3.2.2 Des notations pour GL(m, D)

Soit F' un corps local non archimédien localement compact & corps résiduel fini kg de caractéris-
tique p; on notera O son anneau de valuation, my son idéal maximal et ¢ = p/ le cardinal de kp.
Soit D une algébre & division de centre F : elle est de degré d? sur F pour un certain entier d > 1, et
d’invariant de Brauer ap/d avec ap un entier de [1,d[ premier & d. Alors D posséde un sous-corps
commutatif maximal E tel que E/F est une extension non ramifiée de degré d, unique a conjugaison
dans D prés (voir [Ser67]|, Appendix); on note Op son anneau d’entiers. On peut munir D d’une
valuation discréte vp ; on fixe une uniformisante wp de D (et on normalise & vp(wwp) = 1) de sorte
que w = w% est une uniformisante de F. On note Op 'anneau de valuation de D, mp = (wp)
son idéal maximal et kp = Op/mp son corps résiduel. On note x — T Papplication de réduction de
Op a kp. L’action de 'uniformisante sur le corps résiduel est w,:ﬁwBl = z1P pour tout = € Op.
On remarque que kp est aussi le corps résiduel de E. Ainsi, on note [ ] 'application de Teichmiiller
kj, — Op, que I'on prolonge en kp — Of en envoyant 0 sur 0.

Pour plus de précisions on pourra aller voir le chapitre 17 de [Pie82] ou le chapitre 14 de [Rei75].

Soit m > 1 un entier. Soient B le parabolique minimal de G := GL(m, D) composé des trian-
gulaires supérieures, A sa composante de Levi diagonale et U son radical unipotent, composé des
matrices unipotentes supérieures. On définit aussi B~ = AU~ le parabolique minimal opposé. De
maniére générale, si P = M N désigne un parabolique de radical unipotent N, on note P~ = M N~
le parabolique opposé. On dira que P est un parabolique standard s’il contient B et antistandard
s’il contient B~.

Soit T' le centre Z(A) de A : c’est un tore F-déployé maximal (parmi les tores F-déployés) de
G. On associe a T le groupe de Weyl étendu W, et le groupe de Weyl fini W. La paire (B, T)
fournit un systéme de racines positives, ainsi qu'un sous-ensemble A de racines simples. On note
{sa | @ € A} = Sa, qui constitue un ensemble générateur de réflexions dans W. On dénote wy
I’élément le plus long de W pour la longueur définie par Sa.

Pour un parabolique standard P de composante de Levi M, le tore T' définit un sous-ensemble de
racines simples Ay C A. Lorsque I'on veut éviter d’alourdir les notations (et d’introduire le Levi
standard quand ce n’est pas nécessaire), on se permettra de noter Ap au lieu de Ay;. On note Wiy
le sous-groupe de W engendré par Ajy.

On note respectivement X*(7") et X, (T") les groupes des caractéres et cocaractéres algébriques de
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T a valeurs dans F'*. Ils sont en dualité par
(, ): X (T)x XX(T) — Z.
On dit qu'un cocaractére est antidominant s’il appartient a ’ensemble
X(T)” :={z € Xi(T) | (x,a) <0 pour tout o € A}.

Pour J C A, on dira que = € X, (T) est antidominant hors de J si on a (x,a) < 0 pour tout x ¢ J.
Les mémes notions existent avec des inégalités strictes et on parlera de stricte antidominance par
exemple ; on notera X, (7))~ le monoide correspondant. Aussi, il y a la notion opposée de dominance
définie par (z,a) > 0 pour tout a € A.

Pour A € X.(T)~, on définit P\, comme étant le parabolique antistandard dont on va fixer le Levi
M) défini par le systéme de racines

Ay :={a €A | (\a)=0}

P_, désignera son parabolique opposé.

Soient K := GL(m,Op) le compact maximal de G, K (1) son pro-p-radical égal & 14+wpM,,,(Op)
et G := K/K(1) ~ GL(m,kp). Pour H un sous-groupe de GG, H désignera le sous-groupe de G
correspondant :

0= (HNK)/(HNK(1));

par exemple B est le Borel de G composé des matrices triangulaires supérieures, et que ’on appellera
standard.
Aussi, on note K(h) = 1 + @’ M,,(Op) pour h > 1; et =™ désigne la réduction modulo K (h).

3.2.3 Des sous-groupes a un paramétre dans A

On note A := A/AN K ; c’est un groupe abélien libre de type fini de rang m. L’élévation a la
puissance d induit un isomorphisme A = T/T N K, d’ott on déduit 'isomorphisme de groupes
A= T/TNK = X (T)
x(w) — xr

(3.2)

Notons Ay le sous-groupe de A a coefficients diagonaux dans w% : c’est un systéme de représentants

de A dans A. La composition de la fleche précédente avec la projection de Ax dans A induit alors
un isomorphisme de groupes

LA:AALA;T/TQK;X*(T).

On remarque que toutes ces fleches sont W-équivariantes.
Pour un cocaractére z € X, (T'), on définit alors une application multiplicative = : F* — A par

~ _1 ~
z(w) =1, (z), 33|o}§ = $|(9;
En particulier, on remarque que cette définition fait de x +— Z un morphisme de groupes de
“: Xi(T) — Homyg, (F*, A).

Enfin, on note A, le sous-monoide de A constitué des éléments antidominants, c’est-a-dire dont
I’action par conjugaison contracte U .

Soit P un parabolique standard de Levi M. On définit :
Zy = 13 M(XL(Z(M)) < Ay,

ou X, (Z(M)) désigne le sous-groupe de X, (T') des cocaractéres a valeurs dans le centre Z(M) de
M.

Pour des cocaractéres A et p, on note A < p si p— A est somme de coracines positives. Lorsque M est
un Levi standard (c’est-a-dire contenant A), la paire (BN M,T) définit la paire radicielle (@7, D},)
avec ordre <js : on notera A <ps p lorsqu’on peut prendre les coracines dans @Y.
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3.2.4 Représentations irréductibles de GL(m, kp)

On va suivre 'exposition de [HV12|. D’ailleurs, on se reportera a [Cur70| et a [HV12] pour les
preuves.

On commence par remarquer que A est le groupe des kp-points du tore diagonal non kp-
déployé (Resy, /kFGm)m : en d’autres termes, A est simplement constitué des matrices diagonales

de GL(m, kp). Soit x : A — ﬁ; un caractére de A. Pour o € A, on définit le conjugué de y sui-

vant : x® = x(8q4 - 55°), oit on confond s, € W avec I'image dans K d'un relévement dans K. On
remarquera que comme k5 est abélien, x* ne dépend pas du relevement s, de . On note alors

Ay={aeA[x"=x} (3.3)

le sous-ensemble de A caractérisant la régularité du caractére x. On vérifie que notre définition de
A, est compatible avec celle de [HV11].

Lemme 3.2.1 Soit y: A — F; un caractére. On a
Ay ={a e A | x est trivial sur (U, U_o) NA}.

Preuve :

Notons x = x1 ® - - ® xm ol chaque x; est un caracteére kj; — ﬁ;. Soient « € A et i € [1,m — 1]
Pentier tel que « est la racine entre 7 et 7+ 1. Alors x® est le caractére x1 ® -+ ® Xi—1 @ Xi+1 ® Xi ®
Xi+2 ® -+ @ Xm, de sorte que o est dans A, si et seulement si on a x; = Xi+1-

Mais le groupe engendré par U, et U_, est le sous-groupe de K des matrices diagonales par blocs de
type 1 x---x1x2x1x---x1valant 1 sur les blocs de taille 1 et étant une matrice de SL(2, kp) sur
le bloc de taille 2. De ce fait, (U, U_,) N A est constitué des matrices Diag(1,...,1,z,27 1, 1,...,1)
pour z € k5, les coefficients éventuellement non égaux a 1 étant en i et i + 1. Alors x est trivial sur
(Ua,U_y) N A si et seulement si y; est égal & x;41. Cela donne la compatibilité voulue. O

Soit V une G-représentation irréductible. Soit P = M N un parabolique standard de G. On
sait que V'V est une M-représentation irréductible. En particulier, pour P = B, VU et un certain
sous-ensemble de A ¢ suffisent & déterminer V' a isomorphisme preés : c’est I’énoncé suivant.

Proposition 3.2.2 -
(i) Soit V une G-représentation irréductible. La droite VU est stabilisée par un parabolique stan-
dard Py associé a un sous-ensemble Ay de A p.
(1i) On a une bijection ensembliste :

Parg : V — (Vﬁ, AV)
- . —- =X .
_ classes d zso.morphzsmes.de ~, (X:Av) | x: A—TF, caractére, .
G-représentations irréductibles Ay C A,

Preuve : Voir [Cur70], Theorem 5.7, reformulé en [HV12], Theorem 3.7. O

On remarque, par la proposition 3.2.2.(i), que V¥ est de dimension 1 si et seulement si P est
inclus dans Py ; et en particulier, V est un caractére de G si et seulement si on a Ay = A.
Enfin, il est intéressant de savoir que 1’on a accés aux parameétres, au sens de la proposition 3.2.2.(ii)
de la représentation duale V* = Homg (Fp, V).

Proposition 3.2.3 Soit V une représentation irréductible de G, de paramétres (x, Ay ). Alors V*
est irréductible, et on a

Parg- (V) = (wo(x), wo(Av)), Parg(V*) = (wo(x "), —wo(Av)).
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Preuve : Voir [HV12], Lemma 3.11 et Lemma 3.12. O

Un autre point de vue intéressant a ce sujet est celui de la Proposition 2.2 de [Herlla| et de la
Proposition 11.3.10 de [Jan87]; cependant on ne 'utilisera pas ici et on ne le décrira donc pas.

Comme toute représentation irréductible V' de K est égale a son espace (non nul) d’invariants
par le pro-p-radical K (1), 'action de K sur V se factorise en fait par G = K/K(1). Réciproquement
toute représentation irréductible de G définit une représentation irréductible de K par inflation. De
ce fait, il n’y a pas lieu dans la suite de faire de distinction entre une G-représentation irréductible
et une K-représentation irréductible.

3.2.5 Les « déterminants » dans GL(m, D)

Lorsque D n’est pas commutatif (c’est-a-dire d > 1), il n’y a pas de déterminant canonique
GL(m,D) — D*. Cependant, on va tout de méme présenter un morphisme de groupes detq :
GL(m, D) — F* qu’on conviendra d’appeler déterminant.

Parce que F déploie D, on a le diagramme commutatif suivant entre algébres de matrices, qui nous
permet de définir dety :

j\ \Ldet
detg
My(D) ————F
L’isomorphisme de déploiement
np : Mm(D) Qf E = Mmd(E)

n’est pas Gal(F/F)-équivariant mais on sait par application du théoréme de Skolem-Noether que,
pour tout élément o € Gal(E/F), il existe une matrice inversible ¢, € GL(md, E) telle que pour
tout z® 1 € M, (D) ®p E, on a :

conp(r®1) =c,(nplz®1))c, .

En particulier, detg(z) est fixe par Gal(E/F') pour tout € M,,(D), et dety est donc a valeurs dans
F'. On définit alors la restriction de detg & GL(m, D), detg : GL(m, D) — F*, qui est un morphisme
de groupes. Pour m = 1, detg devient le morphisme de groupes Nrm : D* — F* appelé norme
réduite.

On remarquera que si A € GL(m, D) est une matrice triangulaire supérieure par blocs de blocs

diagonaux (Ai,...,A;) € [[ GL(m;, D) avec ), m; = m, alors on a
i=1

detg(A) = H detar,(m,,p)(Ai);
=1

en particulier, pour des blocs de dimension 1, on obtient
detg(A) = Nrm(A;) -+ - Nrm(A,,). (3.4)

Pour plus de détails, on pourra se reporter au §12 n°3 de [Boub8|, au §4 de [Bou58|, ainsi qu’au
paragraphe 16 de [Pie82].

Un autre morphisme dérivé du déterminant va aussi entrer en jeu lorsque l'on s’intéressera aux
représentations de GL(m, Op). Il s’agit de la composée

det : GL(m, Op) — GL(m, kp) <& k%,
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ou la premiére application est la projection canonique K — K/K(1), qui correspond concrétement
a la réduction modulo (wwp) coefficient par coefficient.

On fait la remarque que si on note Ny, /i, la norme de I'extension galoisienne kp /kp, alors on peut
vérifier la compatibilité que résume le diagramme commutatif suivant :

GL(m, Op) 2> k%
detgl J/NkD/kF

Op kp

Elle sera prouvée et exploitée dans la preuve de la proposition 3.17.1.

3.3 Transformée de Satake, isomorphisme de comparaison

L’objet de cette section est de rappeler des faits établis dans d’autres références récentes sur
la transformée de Satake et la comparaison entre induite parabolique et induite compacte. Dans
un dernier paragraphe, on établira quelques résultats élémentaires sur la transformée de Satake de
certains opérateurs de Hecke.

3.3.1 Transformation de Satake

On se contente ici de rappeler les résultats utiles de [HV11] et de [HV12]. Soient P un sous-groupe
parabolique? de G, M un sous-groupe de Levi de P et N son radical unipotent.
Soit V' une représentation irréductible de G, inflatée 4 K. Lorsque 'on prend P = B minimal,
I'espace VUK est de dimension 1 et A N K agit dessus a travers un caractére x. On définit alors
son stabilisateur
Za(x) ={a€ A|Vrc ANK, x(a ‘za) = x(2)}

et Z,(x) (resp. Z}(x)) le sous-monoide de Z4(x) des éléments antidominants (resp. dominants),
c’est-a-dire dont I'action par conjugaison contracte U~ (resp. contracte U). Pour éviter d’introduire
X, on notera parfois Z4(V) := Za(x) et Z5(V) := Z%(x).

On fait la remarque que la définition de Z4(x) est tout a fait explicite et se lit de la maniére suivante :
le caracteére x s'écrit x1 ® -+ ® xm ou chaque x; est un caractére OF — kj, — F;, de stabilisateur

dans w?% un w%z pour un certain entier naturel d; | d. L’intersection Ay N Z4(x) est diagonalement
d17Z dmZ

wp” X - xwhr”, et comme 'on a A = (ANK) X A et que chaque x; se factorise par kJ, qui est

abélien, on a

Za(x)=(ANK) x (ArxNZa(x)). (3.5)
On définit grace a cela Zy;(x) = ZyNZa(x) et Z]j\[/[ (x) = ZMHZX(X). On remarquera en particulier
que Zy(x) N K est réduit a Pélément neutre. On note Z;[(x) le sous-monoide de ZM(X) constitué

des éléments ¢ vérifiant vp(B(t)) < 0 pour tout 8 € A\ Ayp. Enfin, comme précédemment, on se
permettra de noter Z3,(V) := Z}3,(x) pour * € {&, —, ——, +,++}.

L’énoncé suivant définit la transformée de Satake (par rapport au parabolique standard minimal
B).
Proposition 3.3.1 Le morphisme d’algébres
. _ _ UNK
Yol ’HFP(G,K,V) — ’HFP(A,AHK,V )
f = <90 = ZU/UHK f(xu))

est injectif. Son image est l’espace HF_ (A, ANK, VUQK) des fonctions de support Z 4 (V).
P

%on remarquera que certains résultats de [HV11] nécessitent que P vérifie une décomposition d’Twasawa G = K P,
mais c’est ici automatique parce que K est un parahorique maximal spécial (voir [BT72], Proposition 4.4.6)
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Preuve : Voir [HV11], Theorem 7.1. O

Puisque 'on a A = (AN K) x Ap, on peut appliquer la deuxiéme proposition du paragraphe
2.10 de [HV11] pour voir que HFP (A,A NK, VUQK) est commutative; il en est alors de méme de
HFP (G,K,V).

On peut aussi définir une transformée de Satake partielle, lorsque le parabolique standard P
n’est plus supposé minimal : on note cette derniére

SM Mg (G, K, V) — HFP(M,MHK,VN“K)

/ ~ (m — ZN/NmK f(mn)) (3.7)

Le morphisme de F,-algébres Sé\f est aussi injectif.
On aura besoin de la variante suivante de la transformée de Satake : notons py la projection cano-
nique V — Vynk et définissons

/‘S’é‘;/‘, : Hﬁp(G,K,V) — HFP(M,MHK, VN{']K)
f = (m—py D neNAK\N f(nm))

Comme avant, on va noter 'S¢ pour 'SA.

Par la Proposition 2.3 de [HV12], si on note

el 'HFP(G,K,V*) — HFP(G,K,V)OP
) — (gr—ﬂI)(g_l)t) ’

on a le diagramme commutatif suivant

M
My, (G K, V)20 g (M, M K, (VH)NOK)

LG i ~ 3% \LN
(S¥yer

Hﬁp <G7 K7 V)OP% HF}? (M’ M A K’ VNOK)Op

ou V* = Home(V, F,) désigne la G-représentation duale. Parce que les algeébres du diagramme
ci-dessus sont ici commutatives, on obtient 1’énoncé suivant.

Proposition 3.3.2 Soient V une K-représentation irréductible et P = MN un parabolique stan-
dard. Alors on a le diagramme commutatif de F,-algebres commutatives suivant :

M
Hy, (G, K, V)¢ e (M, M0 K, (V)NOK)

Lq J/N LM l’v
lsé\/f
He, (G, K, V)% - Mz (M, M N K, Viox)
Les isomorphismes de cette proposition justifient que I'on peut jongler invariablement entre Sg
et’ Sg a condition de prendre en compte V* au lieu de V lorsque que c’est approprié. Cela explique

aussi I'apparition de la représentation duale V* dans ce travail alors qu’il n’en était pas mention
dans [Herl1a].

Ajoutons un mot sur les opérateurs de Hecke de HE,(G7 K, V). Soit t un élément de A, . On sait
que le sous-espace de HFP (G, K, V) formé des fonctions a support dans KtK est de dimension 1 si
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onatée Z;(V), et il est de dimension 0 le cas contraire. De plus, dans le cas non réduit a 0, il existe
un unique opérateur T} de HFP(G7 K, V) de support KtK tel que Ti(t) induit l'identité sur VUK -
c’est & ce dernier que l'on fera référence quand on parlera de 'opérateur de HE,(G> K, V) porté par

la double classe KtK. Aussi, lorsque 'on a ¢t = A(@) € ZZ(V) pour un certain A € X,(7")7, on
notera parfois Ty 'opérateur T;.

Proposition 3.3.3 L’application 'Sg[ est injective et est une localisation. De plus, on a 'Sg =
'S /SM
M © G -

Preuve : Voir [HV12], Proposition 4.1, équation (9) et Proposition 4.5. O

Le morphisme injectif / Sgl est en fait une localisation (dans un cadre commutatif) par rapport
a une partie multiplicative que ’on peut engendrer par un unique élément. Explicitons ce dernier :
fixons un élément sy € Ay NZ(M)" qui est strictement dominant hors de Ay (comme il est choisi
central dans M, il est méme tout & fait indépendant de V). Comme sjs est central dans M, on peut
considérer I'unique opérateur T, de HE) (M, MNK, VNQK) de support (M NK)sys et valant idy,,, .
en syr. On remarquera que 'Tys est défini, comme dans la discussion précédente, par sa valeur en
Vunk ; mais comme sy est central dans M, "Tys(sps) induit bien 'identité sur Vg . Alors T est
dans 'image de 'S} et on a

Mg, (M, M 0K, Vynk) = 'S¢ (Hg, (G, K, V)) [Ty']. (3.8)

Notons Ty € HF,, (M, MNK, VNOK) I’opérateur porté par la double classe (MﬁK)s]T/[1 et valant

idynri en s34, Cette définition est compatible avec celle de ’ Ty au sens de I’énoncé suivant.
1% M p

Lemme 3.3.4 On a 1y (’TJS[/)) = T](\}/*), ot les indices supérieurs précisent la K-représentation

pour laquelle l’opérateur de Hecke est considéré.

Preuve :
Par définition, ¢y est la fonction

iy 2 T — (g — T(g_l)t),
ou l'indice -! désigne la transposée. En particulier, ¢ps (’T]E}/)) a donc pour support (M N K)SXJI et a
valeur (idVNmK)t = id(y~)nnx en Sj\}. O
En Pappliquant (3.8) & V* (puisque 'on a (V*)* ~ V), on a donc I'énoncé similaire pour S} :

Mg (M, M 0K VY = SE (Hz (G, K, V))[Ty/']. (3.9)

3.3.2 Représentations réguliéres, induction parabolique et induction compacte

La encore, on continue de rappeler les résultats utiles de [HV11] et de [HV12].
Soient V une K-représentation irréductible et P = M N un parabolique standard de G. On dira que
V est P-réguliére si le stabilisateur Py de la droite VUK est contenu dans P. On peut exhiber le
lien suivant entre K-représentations irréductibles et (M N K)-représentations irréductibles.

Lemme 3.3.5 Les représentations irréductibles P-réquliéres V' de K sont en bijection avec les re-
présentations irréductibles de M N K wia Uapplication V +— VINOK,

Preuve : Voir [HV12], Proposition 3.10. O

L’énoncé de comparaison suivant est un argument-clef dans toute la machinerie que constitue
'article [Herlla] ou bien le travail qui va suivre : c’est le théoréme principal de [HV12]. On prend les
notations suivantes pour I’énoncé ci-dessous : H = HE)(G, K, V)et Hy = HFP (M, M N K,VNak)-
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Proposition 3.3.6 Soit V une représentation irréductible P~ -réguliére de K. Soit x : Har — Fp un
morphisme d’algebres, que ’on voit aussi grace a la transformée de Satake ’Sé\;/[ comme un morphisme
H — F,. L’application

ind?{ V & x Fp— IndIGD (ind%mK VNnK @Harx Fp)
est un isomorphisme de G-représentations.

Preuve : Voir [HV12], Theorem 1.2 et Corollary 1.3. O

3.3.3 Calcul de quelques transformées de Satake

On commence par énoncer un petit lemme sur la réduction. Soient M un Levi standard de
blocs GL(m1, D) X ---GL(m,, D) avec >, m; = m et t € Ay un élément de coefficients diagonaux
(@l @h, ..., @y, ..., ™y ) avec m; occurences du coefficient wy; pour des entiers relatifs a;,
1 < i < r. On définit une action de Ap par conjugaison sur M en faisant agir ¢ par = — wp[r]wp™
sur les coefficients du i-éme bloc diagonal de M.

Soit t = A(w) € A pour un certain A € X,(7)~. On note respectivement P;, My, Ny, A; pour
Py, My, Ny, Ay ; on fera attention que P; est antistandard.

Lemme 3.3.7 Soitt € A, . Alors KN t= Kt se réduit en P;. De plus, on a
{@tgt™)) | ge KNt 'Kt} = {(g1,9-) € Py x P, | w(g-) =tm(g4)t™" € My},

ou w désigne la projection canonique de P, (resp. Py) sur M.

Preuve :
C’est le pendant de la Proposition 3.8 de [Herllb], qui est clair pour GL(m, D). Voir aussi la Pro-
position 6.13 de [HV11]. O

On va énoncer un lemme qui va nous permettre grosso modo, dans le calcul de transformées de
Satake d’opérateurs de Hecke, de nous ramener au cas ou V est un caractére de K. Aussi, on note
TM DPopérateur de Hs, (M, M N K,VNE) de support (M N K)t(M N K) et induisant l'identité sur
VUNK et on écrira 7 au lieu de T,

Lemme 3.3.8 Soient P = M N un parabolique standard, V une K-représentation irréductible P-
réquliere et t € Z;(V) Alors on a S¥(T;) = TM

Remarque : Cela veut dire en particulier que si V' est le plus régulier possible (c’est-a-dire Py = B),
le calcul des transformées de Satake est immeédiat.

Preuve :

Commencons par remarquer que si g = kitky € KtK satisfait T;(g)|,ynnx # 0, alors la réduction
ko € K de ks est dans P;P. En effet, T;(g)|y ~nx # 0 implique que I'image de ko VN5 dans Viy,nx
est non nulle, et par [HV12|, Corollary 3.17, cela donne ko € P;Py P. Parce que V est P-réguliére,
on a Py C P et Iaffirmation voulue. Notons Ip le parahorique de G correspondant & P, ¢’est-a-dire
I'image réciproque de P par la projection canonique K — G. Par le lemme 3.3.7, on peut retraduire
ko€ PiPen:ky € (KNt 'Kt)Ip et donc g € Ktip.

En vue d’utiliser la définition (3.7), prenons m € M et n € N et appliquons I'observation précédente
4 g=mn € PNKtK. Sila restriction de Ty(mn) a VN est non nulle, alors on a mn € KtIpN P.
Par décomposition d’Twahori?

IPZ(IPQN_)(IPQM)(IPQN), (310)

3le pro-p-radical Ip(1) de Ip admet une décomposition d’Twahori

Ip(1) = (Ip(1) N N7)(Ip(1) N M)(Ip(1) N N)
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on écrit
Ktip = Kt(IPﬂN_)(IpﬂP).

Parce que t contracte U" N K > IpNN~, on a
Kt(IpNnN™)(PNK)=Kt(PNK).
Mais alors, mn appartient a
Kt(PNK)NnP=(PNK){(PNK).
Comme ¢t~ ! contracte U N K > NN K, on a finalement
mn e (MNK)t(MNK)(NNK).

Il s’ensuit m € (M NK)t(M NK) et n € NN K. La transformée S} (T}) est alors de support inclus
dans (MNEK)t(MNK) et SY(T;)(t) = Ty(t)|y~ox induit Iidentité sur VUK C VNOK ] en résulte
SM(T,) =TM. O

Enfin, le résultat suivant nous rappelle qu’il est facile de calculer la transformée de Satake d’un
opérateur de Hecke supporté par une simple classe, c¢’est-a-dire lorsque 'on a KtK =tK.

Lemme 3.3.9 Soient V une représentation irréductible de K et t € Za(V) vérifiant Ay = A. Alors
on a Sqg(Ty) = 7.

Preuve :

La condition A; = A nous assure que ¢ est une homothétie : ¢ normalise K et on a KtK = tK.
Mais alors, si t' est un élément de A, tK Nt'U # @ implique t = t' et on a tK NtU = t(U N K).
Le résultat découle alors directement de la définition (3.6). O

3.4 Paramétres de Hecke-Satake

Dans ce paragraphe, on tache de comprendre un peu les caractéristiques des caractéres de Fp—
algebres x : HE)(G, K,V)—TF,.
On note x4 Iapplication x o (Sc)™1, qui est donc définie sur Sg (H@p(G, K, V))

Lemme 3.4.1 Un morphisme de F,-algébres x : HFP(G= K,V) — F, se factorise a travers Sé/[ st

et seulement si X(A) contient Z]\*/[(V) dans son support.

Preuve :
A cause de (3.9), x se factorise a travers HFP (G, K, VNOK) si et seulement si on peut prolonger
X A ((Sg)*l(TM))fl, autrement dit si et seulement si on a y((SA)~!(Tw)) # 0. Parce que s;;

est central dans M, Sys(Ths) est opérateur porté par la classe 5541 (AN K), et on le notera 1.
M

par [Séc04], Proposition 2.14; de plus l'application
Ip N M/Ip(1) N M — Ip/Ip(1)
est bijective et on peut écrire
Ip=Ip()NN ))YIp(L)NM)Ip(1)NN)(Ip N M).
Parce que Ip N M normalise Ip(1) N N, cela devient
Ip=(Ip(1))NN )IpNM)Ip(1)NN).

On vérifie alors que c’est bien une décomposition.
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En particulier, X((Sé‘;/f)_l(TM)) # 0 est équivalent a y(4) (1,-1) # 0. Reste & voir que ceci équivaut

-1
M
a xW(r) # 0 pour tout opérateur 7; porté par un t(A N K) pour t € Z;/[(V) Le sens (<) est
évident puisque 'on a sX/[l € ZM(V) Réciproquement, supposons l'existence de t € Z]\}(V) vérifiant
x(mt) = 0. Parce que S]T/[l est strictement antidominant hors de Ay, il existe n > 1 tel que sﬂ‘t*1
soit un élément de 2]\7[(1/) On a alors

X((SEH(T)" = XV () = XD (o XV () = 0

M
et on a prouvé ce que l'on voulait. Le morphisme y se prolonge donc & HF,, (M, MNK, VNOK) si et

seulement si x(4) ne s’annule sur aucune des classes portées par des éléments de ZA}(V) ]

Lemme 3.4.2 Soit x : HFP (G,K,V) — F, un caractére de Fy-algébres. Il existe un unique Levi
standard M tel que la restriction o Ay du support de x4 est égal d ZA}(V)

Preuve :
On prend un Levi standard minimal M tel que 'on ait ZA}(V) C Supp X(A) ; d’abord, un tel Levi

existe car Supp x4

contient au moins les éléments de Z, (V). Ensuite, cela aura deux conséquences :
(i) M est unique pour la condition de minimalité et Z]T/‘,(V) C Supp x4 ;
(ii) M vérifie ZJ;I(V) = (Supp x) N Ay.
La conjonction de ces deux faits prouvera le lemme voulu.
Commencons par (i) : supposons l’existence d’un autre Levi standard M’ minimal vérifiant ZA_/[,(V) -
Supp x4). Par définition, 1’élément s 75, vérifie B(spssp) > 0 pour toute racine 8 ¢ Ajpznag. Alors
il existe n > 1 assez grand tel que (sprspy) " s’écrive s;jﬂM/t pour un t € ZZ(V) On a alors

XY ((sarsar) ™) = XY (s ) X () # 0,

et donc X (sy;aarl) # 0. Par la preuve du lemme 3.4.1, on obtient I'inclusion Z}QnM/(V) C
Supp x4). Sauf a avoir M = M’, cela contredit la minimalité de M : (i) est prouvé.

Pour (ii), si ZA}(V) C (Supp xM)NA, était une inclusion stricte, il existerait t € Ap avec vp(B(t)) <
0 pour un 3 ¢ Ajs. Fixons deux tels (3, t. Mais alors, (ts;/[l)” se factoriserait par un sJT/Il, pour un
Levi M’ < M et un n > 1 assez grand, et cela contredirait la minimalité de M. Le résultat suit. [

Proposition 3.4.3 On a une bijection ensembliste

= M Levi standard,
Home-alg(HFp(Gv K, V)va) e { <M7 XM) ~ }

xm o Zu(V) — F; caractére

A un couple (M, xnr), on associe le morphisme

HFP(Gva V) — F,

! ~ ZZEZM(V)SG(t)(Z)XM(Z)fl' (3.11)

Preuve :

On commence par compléter chaque M en un parabolique standard P = MN avec un radical
unipotent N.

Si x est un élément de Home_alg(Hﬁp(G, K,V),F,), par le lemme 3.4.2, la restriction a Ay du

support de X(A) est de la forme Z]T/[(V) pour un certain Levi standard M. Par le lemme 3.4.1, x se
factorise alors a travers un y(M) : Hy, (M, M NK, VNOKY R,

Soit Hjs la sous-algébre de HFZ, (M, M N K,VNOE) des fonctions ¢ de support vérifiant Suppt N
Apn C Zp (V). LVidéal Iy des fonctions ¢ avec t|ZM(V)
HFP (M, MNK, VNHK) et on veut donc paramétriser

= 0 constitue un supplément de Hj; dans

Homg .. (Hz (M,MNK,VN)F,) = Homg .. (Har, Fp).
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La restriction & Ap fait de Hpy; une Tp—algébre isomorphe &

{t: Zy (V) — F, a support fini}.

Gréce au crochet de dualité (f,g) = >,  f(2)g(z), on voit que le dual linéaire Homg (Har, Fp)
ZEZM(V)
est isomorphe a I’espace vectoriel

Hy ={t: EM(V) — F,}.

(HMva)

si et seulement si t est & valeurs dans F; et définit un morphisme de groupes t : Zy (V) — F; . On

En testant a travers (-, f) ou f est & support un singleton, on voit que t € H}, est dans Horan_alg

note yas l'inverse de celui qui correspond de la sorte a y(M).
Et, dans 'autre sens, yjs détermine uniquement 1’élément

Xarit— Y tH@)xm(z)!
2€Zp (V)

dans Homg (H, Fp). Si t est porté par un singleton zo € Zpn (V) alors Xhr(t) = Xaf (20) est

-alg
égal a (M) (2), ce qui permet de définir xM) : Hy; — [F,, de maniére compatible & la construction
précédente ; on le prolonge & HFP (M, MNK, VNQK) en envoyant Ip; sur 0.

Pour définir un morphisme d’algébres HFP (G,K,V) — ﬁp, il reste & précomposer par Sé‘f pour
donner

te Y SEME)XM(z) T (3.12)
2€Zn (V)

Parce que I'on ne voit que la restriction de S (¢) a Zu(V)(MNK) dans la formule (3.12), le lemme
3.3.9 et la proposition 3.3.3 nous permettent d’y remplacer S} (¢) par Si(t). O

Pour tout caractére de Fp-algebres  : HE, (G,K,V) — TF,, on dira que x a pour paramétres de
Hecke-Satake la paire (M, xpr) qui lui associée par la proposition 3.4.3. On fait la remarque que par
rapport a la paramétrisation utilisée dans [Her1la], on ne tient pas compte ici d’une partie intégrale
pour X7 : notre paramétrisation « ne voit pas » ce qui est sur AN K.

On dira qu'une K-représentation irréductible V' est un (K-)poids de 7 si on a Homg (V, ) # 0. Si
7 est une représentation admissible, ’espace

Homg (ind?( V,m) ~ Homg (V, )

est de dimension finie sur Fp et en particulier ’action de ’algébre commutative HFP(G, K, V) dessus

posséde des vecteurs propres. Chaque vecteur propre f € Hompg (V,7) définit un caractére x :
HFP (G,K,V) — F, de F)-algebres et on dira qu’un tel x est un caractére propre sur Hompg (V, 7).

Lemme 3.4.4 Soit m une représentation admissible de G de caractére central xz. Soient V un
poids de T et X : HFP(G, K,V) —F, un caractére propre de Homg (V,m). Si x est de paramétres de
Hecke-Satake (M, xr), alors la restriction de xpr 6 Z(G) N Ap est xz, ou Z(G) désigne le centre
de G.

Preuve :

Comme les fonctions de support KtK pourt € ZZ (V) forment une famille génératrice de HE,(G LK, V),
il s’agit de voir que l'on a I'égalité xz(t) = x () sous la condition t € Z(G)NAx C ZZ(V) Lorsque

t est un élément central de G, la double classe KtK est en fait une classe simple tK et 'image par
Sg de l'opérateur T; de support porté par cette classe est celui porté par ¢t(M N K) (voir [HV11],
paragraphe 7.3). Dans ce cas-1a, par (3.11), on a x(T;) = xa(t71). Reste a établir x(T}) = xz(t™1)
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pour conclure.
Soit f € Homg (V, 7) un élément propre pour x, et regardons f comme un élément de Homg (indf{ V, 7r)
par réciprocité de Frobenius. On a alors d’une part

(t.f) o T = xz(t) (f o Tt) = xz(t)x(T3) f.

Et d’autre part, pour [g,v] € ind% V', parce que t est central dans G, la formule d’action (9) de
[BL94| donne

t.foTi(lg,v]) = tf(lgt™",0]) = f([g, ).
De ce fait, on a xz(t)x(7;) = 1, d’ou le lemme. O

Lemme 3.4.5 Soient m une représentation admissible de G et & un caractére de F*. Soient V un
poids de 7 et f € Homg (V,7) un vecteur propre de caractére propre x : HFP(G’ K, V) — F, de
parametre de Hecke-Satake (M, x ). Alors f induit un morphisme K -équivariant

fe:(fodetg) ®V — (odetg) @,
qui est vecteur propre pour HFP (G, K, ((odetq) ®V) de caractére propre Xe : HFP (G, K, ((odetg)®

V) — F,, paramétrisé par (M, xar(€ o detG)|2M(v))~

Preuve :
Le morphisme de G-représentations

((odetq) ®indFV —  indZ((€odetg) ® V)
a® f — (9 a&odeta(g)f(9))

est un isomorphisme et f induit bien fe comme désiré. Aussi, en identifiant Endﬁp(V) et Endﬁp((g o
detg) ® V'), on obtient un isomorphisme d’algébres

ne: Hy (G K,V) — Hg (G, K, ((odetq)®@V)
¢ = be

et on a le diagramme commutatif suivant

Mg, (G, K, (¢ o detg) @ V) — F,. (3.13)
Hs (G, K, V)

De plus, on a
Sa(e)(a) = ¢ o deta(a) Sa(¢)(a)
pour tout ¢ € Hg (G, K, V) et a € A. Le résultat suit alors de la combinaison de (3.13) et de (3.11). O

Dans I’étude de I'irréductibilité d’induites paraboliques, on veut comprendre les caractéres propres
sur Homg (V, ) pour m = IndIGD o ou P est un parabolique standard et ¢ une représentation admis-
sible de son Levi standard M.

Par la proposition 3.3.2, tg induit une bijection

G Homg (HFP(G,K, V),F,) = Homg (HFP(Gv K, V*),Fp).

Siy: HF,,(G> K,V) — T, est un caractére de Fp-algebres, on dira que la paire (M, xas) associée a
LN*G(X) par laf)ioposition 3.4.3 est le paramétre HS-dual de x ; on insiste que x s est alors un caractére
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Lemme 3.4.6 Sotent P = MN un parabolique standard de G et o une représentation admissible
de M. Soit f € Hompg(V, IndJGg o) un vecteur propre de caractére propre x : HF,,(GvKa V) —F, de
parameétre HS-dual (L, x1). Alors f induit f(ny € Hompyni(VNnk, o) de caractere propre

Xy : Hg, (G, K, VNnk) — F,

de paramétre HS-dual (L, xr); et f +— f(v) est une bijection entre les ensembles de vecteurs propres
de Homg (V, Indg o) et de Hompynx (VNak, o).

Remarque : En particulier, on voit I'inclusion L C M.

Preuve :

Pa réciprocité de Frobenius, on voit plutot f comme un élément propre dans Homg(ind% V, Indg o).
Par le diagramme (4) de [HV12]|, I'isomorphisme de réciprocité de Frobenius

Home(ind% V,Ind% o) = Homyy (ind¥ - Vnk, o)

f — Jov

est HFP(G’ K,V)-équivariant (ou 'action de HE?(G, K,V) au but se fait a travers 'SM) et on a le
diagramme commutatif suivant :

Hﬁp(M,MﬂK, (V*)N”K)LHFP(M,MHK,VNQK) . (3.14)
ngl T/Sé\gk
HFP(G’ K, V*) ‘G HFP(G’ K, V) X Fp
Le résultat s’en déduit. O

3.5 Quelques représentations irréductibles

3.5.1 Représentations de Steinberg généralisées

Soient ) un sous-groupe parabolique standard de G et £ un caractére lisse de F'*. On définit la
G-représentation a coefficients dans I, suivante :

Indg (¢ o detc)
Y050 mdg (€ o detg)”

ol on a encore noté det sa restriction & un sous-groupe parabolique standard de G. En particulier,
lorsque £ est le caractére trivial de F'*, on obtient

Stgé =

Ind§ 1
ZQIEQ IHdQ/ ]l

Lemme 3.5.1 Soient & un caractére lisse de F* et Q un parabolique standard de G. Alors on a
lisomorphisme de G-représentations

(¢ o dete) ® Ind 1 = Ind§ (€ o det).

Preuve :
Le morphisme de G-représentations

a® f (g agodetc(g)f(9))
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ci-dessus admet naturellement

fr1®@ (g & odeta(g)f(g))

pour inverse. O

De ce fait, on obtient 'isomorphisme de G-représentations
Stof ~ ({ odet) ® Stgl.

On peut donc utiliser les résultats du chapitre 2 pour en déduire immédiatement les énoncés suivants,
et on se référera a ’article mentionné pour les preuves.

Proposition 3.5.2 Soient £ un caractére lisse de F* et QQ un parabolique standard de G. La repré-
sentation de Steinberg généralisée St est irréductible et admissible.

Corollaire 3.5.3 Les constituants de Jordan-Hélder de Indg(f odetq) sont les Stgr& pour Q' > Q
parabolique*. Ils sont deuz & deuz non isomorphes et de multiplicité 1.

On aura de plus besoin de faire I'induction parabolique des représentations de Steinberg généra-
lisées et de comprendre les représentations irréductibles en sous-quotient.

Corollaire 3.5.4 Soient P un paraboliqgue standard de G et (Q un parabolique standard du Levi
standard M de P. Alors la représentation Indg(Sth) est de longueur finie, de constituants de
Jordan-Hélder les Stg§ avec R parabolique standard vérifiant Ay N Ar = Ag, chacun apparaissant
avec multiplicité 1.

Remarque : Puisque l'on a Ag C Ay, la condition Ay N Agr = Ag est équivalente & Ar O Ag et
Apr N Ag € A\ Ag. Cette seconde forme est parfois plus agréable & manipuler.

Au cours de la preuve de la proposition 3.5.2, on a en fait di examiner les K-poids de Stg¢.
Comme cela sera utile par la suite, on rappelle I’énoncé.

Proposition 3.5.5 Le K-socle de Stg¢ est irréductible et il est isomorphe a l'unique K -représentation
wrréductible Vé de parameétre

Par— (V§) = ((€ o detg)|ank, —Aq).

Plus tard, on voudra connaitre les paramétres de Hecke-Satake des représentations de Steinberg
généralisées. Grace au lemme 3.4.5 et & la Proposition 8.2 du chapitre 2, on a le résultat suivant.

Proposition 3.5.6 Le paramétre HS-dual de StQ€ est donné par la paire
(A, ¢ P odetg : Zy — F;)

3.5.2 Représentations supersinguliéres

Maintenant que 1’on a rappelé les propriétés voulues pour les représentations de Steinberg géné-
ralisées, il nous reste & exhiber un autre type de « briques de base » pour les induites paraboliques
considérées. Ce sont les représentations supersinguliéres; il faut garder en téte que I’on peut y pen-
ser comme des représentations supercuspidales aussi bien que I’équivalence entre les deux notions
n’apparaitra qu’a la toute fin du papier.

4comme Q' contient @ standard, il est automatiquement aussi
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Suivant [HV12|, on dira qu'une représentation irréductible 7 de G est K -supersinguliére (et on
oubliera toujours le K, celui-ci ayant été fixé une fois pour toutes) si on a

HFP (M, MNK, VNQK) ®H’/$gf Homg (ind% V, 7T) =0

pour toute représentation irréductible V de K et tout parabolique standard P = M N propre de
G. On fait la remarque que par convention on n’appellera pas supersinguliére une représentation de
D> irréductible; on a bien conscience que cette convention n’est pas des plus répandues mais elle
est commode ici.

Aussi, une représentation admissible est K-supersinguliére si et seulement si pour tout repré-
sentation irréductible V' de K et tout caractére x : Hg (G,K,V) — F, propre sur Homg (V,7), le
parameétre HS-dual de x est un (G, xg)- C’est le sujet de la discussion aprés la Definition 7.2 dans
[HV12].

3.6 Transformée de Satake et conjugaison

Deux représentations irréductibles Vi et Vo de G sont dites conjuguées si les représentations
(x1, V) et (x2, V) de B sont des caractéres conjugués au sens suivant : il existe a € A tel que
lon ait, pour tout x € AN K, x2(z) = x1(a"'za). En particulier, si les représentations VU et V,
sont données par un méme caractére, alors les K-représentations irréductibles V; et V5 sont conju-

guées.

Notons X, (7');, le sous-monoide de X,(T")~ constitué des éléments \ vérifiant Nw) € Za(V).
On a besoin de voir que ce monoide ne dépend que de la classe de conjugaison de la K-représentation
irréductible V' considérée. On remarquera que, dans le cas déployé, cela veut juste dire que 'image
de la transformée de Satake ne dépend que de la classe d’isomorphisme de la droite VUK en tant
que (AN K)-représentation, ce qui va de soi.

Lemme 3.6.1 Soient V1 et Vo deur K-représentations irréductibles conjuguées. Alors on a
X (T)y, = Xu(T)y,-

Preuve :
1l s’agit de voir le lien entre Z4(V4) et Za(V2) lorsque (x1, VV) et (xa, Vi) vérifient x2 = x1(a"!-a)
pour un certain a € Ay. Et par définition de Z4(V'), on a I'égalité

Za(Va) = a ' Zs(V1)a.
Parce que Ap est commutatif, le résultat suit alors de la discussion avant la description (3.5). O

Soient Vi et Va deux représentations irréductibles de K. On note respectivement (x1,A1) et
(x2,A2) les paramétres Parg (Vi) et Parg(12). On cherche a comprendre quelques opérateurs d’en-
trelacement dans Hg, (G, K, V1, V).

Soit t = A(w) € A, pour un certain A € X, (7).

Lemme 3.6.2 L’espace des fonctions de HFP(G’ K, V1,Va) de support inclus dans KtK est de di-
menston majorée par 1, avec égalité si et seulement si on a

X2 = Xl(fl t) sur ANK et A1NA;=ANA. (3.15)
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Remarque : Un énoncé similaire est présent au paragraphe 7.7 de [HV11] mais la preuve y est omise.
Preuve :
Soit f € HFP (G, K, V1, Va) un opérateur de support inclus dans la double classe KtK pour un certain

élément t = A(w) avec A € X, (T)~. Alors f vérifie ko f(t) = f(t)k1 pour tous ki, ke € K vérifiant
kot = tk1. Par le lemme 3.3.7, on a alors le diagramme commutatif

O
(V1) Nk 0, Ve K (3.16)

lkl J/tklt—l

f@®) —
(Vvl)NtﬁK - VéNt nK

et par [Humo06|, Theorem 5.1, VQNt_ MK et (V1) N,nk sont irréductibles en tant que (M;NK)-représentations,

de sorte que f est dans un espace de dimension au plus 1 par lemme de Schur. S’il existe f €
Hg, (G, K,V1,Vs) non nul et de support KtK, le diagramme (3.16) et le lemme de Schur nous as-

surent que Vth K et t_l.VQNt "% sont deux représentations irréductibles de M; N K isomorphes. La
proposition 3.2.2.(ii) nous assure alors (3.15).

Réciproquement, supposons la condition (3.15) satisfaite. Alors, parce que 'on a (voir section 5.7
de [HV11])

N, NK N, NK
Parg(Vl ¢ ) = (x1, A1 NAy) et PalrE(V2 t ) = (x2, A2 NAy),
Vth_mK et t_l.VQNt_mK sont des (M N K )-représentations isomorphes, et on peut choisir pour f(t)
un tel isomorphisme (unique & un scalaire prés par lemme de Schur). Cela termine la preuve. [l

Soit t = A(w) € A,. On suppose que t, Vi, Vo vérifient (3.15). D’aprés la preuve du lemme
3.6.2, il n’y a en fait qu’'une seule maniére (& une constante inversible prés) de définir un opérateur
d’entrelacement de HFP(Ga K, V1, Vs) porté par une double classe KtK : sa valeur en t sera choisie
(et on ne le précisera plus par la suite) comme la composée

N7 NK

MKy < Vh, (3.17)

Vi = (V)nnx —t 1V,
ou isomorphisme de (M; N K)-représentations au milieu est choisi et fixé une fois pour toutes, et
ou, comme dans la preuve du lemme 3.6.2, la fléeche notée t est v — tv. Plus tard, on notera cet
opérateur ¢, , ou encore cp?\ sion aposét = X(w) pour un certain A € X, (7T')~ (avec 7 indice variable
selon les choix de Vj et V3).

Disons maintenant un mot de la transformée de Satake sur I’espace d’entrelacements Hﬁp (G, K, V1, Va).
On pourra aussi se reporter aux 2.8 et 7.9 de [HV11].

Proposition 3.6.3 Soient Vi, Vo et Vs trois représentations irréductibles de K. La transformée de

Satake
So: Mz (G, K, Vi,Va) — Hg (A, ANK, VIR VI0E)

f = (35 = ZU/UOK f(xu))

est injective et compatible aux compositions au sens que le diagramme suivant commute.

HFP(G7K7‘/27VY3)Xpr(GaK)Vvlvvé) HFP(GaKv‘/laV%))

\LSGXSG iSG

Hp (A, AN K V0K VIOR) s Mg (A, AN K, VIO VPOR) > Hy (A, AN K, VIR VINE)
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Preuve :

Pour prouver l'injectivité, prenons f un élément non nul de H(G, K, V1, Va2) et montrons que Sg(f)
est aussi non nul. Supposons d’abord que f est la fonction caractéristique d’une double classe, disons
K\ (@)K pour un certain A € X,(7')~. Par la Proposition 4.4.4.(ii) de [BT72], on sait que si I'inter-
section K\(w)K N ji(w)U est non vide, alors on a u > A, c’est-a-dire que p — A est combinaison
linéaire a coefficients réels positifs de cocaracteres, et K\(w)K N A(w U = M@)(UNK). La défini-
tion de la transformée de Satake nous donne alors directement Si(f)(A(w)) = 1, et donc Sa(f) # 0.
Revenons maintenant & un f quelconque non nul : écrivons [[, Kz;(w)K son support. Si on prend
p; minimal pour >gr dans cette écriture, le calcul précédent nous montre que les transformées de
Satake des fonctions caractéristiques des autres doubles classes Ki;(w)K s’annule en fi;(w) et donc
seul intervient dans Sg(f)(jz;j(w)) la valeur de f sur 1;(U N K), qui est non nulle. On en déduit
I’injectivité voulue.

Pour voir la compatibilité aux compositions, prenons f; € HE,(Ga K, Vi, Vo) et fo € HFP(G7 K, V5, V3).
Pour a € A, on a alors :

Sa(fex fi)a)= > fax filan)

nelU/UNK

= > > fh@han).

z€G/K neU/UNK

De plus, & cause de la bijection B/BN K =+ G/K, on a finalement :

Sa(fox fi)@) = > > fal@) iz an).

z€B/BNK neU/UNK

Aussi, d’un autre coté, on a :

Sa(f2) * Sa(fi)(@) = > Salfo))Sa(fi)y "a)

yeA/ANK

= > Yoo hlyw) D hyav)

yeA/ANK veU/UNK veU/UNK

= Z Z fa(yu) Z fitu lyta(a lyuyLa)v).

yeEA/ANK weU/UNK veU/UNK

En translatant v a gauche par o™ 'yuy !

Sa(fo)*Sa(fi)@) =D > fuw Y, f 'y aw)

yEAJANK weU/UNK veU/UNK

a, on obtient

Enfin, parce que l'on a ’égalité ensembliste
{yu |lye AJANK,we U/lUNK}=B/BNK,
on réécrit

Sa(f2) *Sa(f)la) = > fald) Y. AD av);

beB/BNK veU/UNK

ce qui donne Sg(f2 * f1) = Sa(f2) * Sa(f1)- O

3.7 Formule de Lusztig-Kato revisitée

Dans le cas déployé D = F, l'article [Herlla| utilise la formule de Lusztig-Kato pour expli-
citer des calculs sur la transformée de Satake. On va comparer des transformées de Satake pour
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GL(m, D) et pour son sous-groupe GL(m, E), qui est déployé sur le sous-corps non ramifi¢ maximal
E, pour pallier ’absence de formule de Lusztig-Kato pour GL(m, D) : c’est 'objet de ce paragraphe.

Par le paragraphe 7.1 de [HV11] ou le Theorem 1.0.1 de [HR10], on a I"isomorphisme d’algébres
communément appelé isomorphisme de Satake classique

S:He(G,K) = ClA/JAn K.

Par le paragraphe 7.11 de [HV11],on a § = 52;/288 ol 62;/2 est le caractére module A — C* de B~
et?

S&: He(G,K) — He(A,ANK)
f = (z= Y f(zw) - (3.18)
uwelU~/U-NK

Par (3.2), on a un isomorphisme d’algébres
C[A/AN K] = C[X.(T)],
qui est de plus compatible avec ’action de W. On définit alors la composée

S : He(G, K) % Cl[A/JANK]Y & c[x, (7).

Pour g € G, on note 1g4x 'opérateur de He (G, K) porté par la double classe KgK et valant 1 en
qg.

On note G(g) = GL(m, E) < GL(m, D) = G, K(g) le compact maximal GL(m, Og), T(g) le tore E-
déployé diagonal de G et H@(G( E), K E)) I’algébre de Hecke-Satake comme définie au paragraphe
3.2.1. On remarquera que W, le groupe de Weyl fini défini & l'aide de T pour G, coincide avec le
groupe de Weyl défini par T(g) pour G(g); on les confond donc par la suite. La transformée de
Satake classique pour G(p) est

Sy : HelGp), K(g)) = CIXu(Tip)]";

parce que le groupe des cocaractéres X, (T(gy) s’identifie canoniquement & X, (7T'), on note encore
S(g) l'isomorphisme de C-algebres

Sip) : He(Gpy, K(py) = CIX(T))".

L’ingrédient important de cette section réside dans 1’énoncé qui va suivre : c’est une méthode de
corps proches (voir [Kaz86|) que l'on applique (certes pour des représentations modulo p), qui est
ici tres explicite puisqu’en niveau zéro.

Proposition 3.7.1 Supposons m < 3. Soit X\ un élément de X.(T)". On a

S(E)(HK(E)A(W)Kw)) = g(]lKX(w)K)‘
Preuve :

De la méme maniére qu’en (3.18), on écrit S(g) = 5(15885) pour Gg). Par les équations (21) et (24)
de [Car79], on a

~ _vp(det AM(=))

Sa(Mw)) = g vplete X@) — (¢ = 55 (A(@)),

Son fera attention que I’on a fait une somme sur I'unipotent opposé pour passer de dominant & antidominant ; cela
explique aussi pourquoi on a choisi le caractére module de B~ et pas de B
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ot det : G(py — E* C D* est le déterminant usuel. Il s’agit maintenant de comparer SE(Ty)

et S&)(TA(E)) oll on a noté T>(\E) Popérateur de He(G (g, K(g)) porté par K(pyA(w)K (g). Pour
f= T;\E), o dans X.(T)" et « = p(w), la formule (3.18) pour G gy se lit° :

ST @)= Y T (@)
Ut/ Uiy E(m)

La décomposition d’Iwasawa nous permet d’écrire
KM@ =[] (3.19)
1€
ou Z est un ensemble fini et \; € X, (T), u; € U ) pour tout i € 7. L’intersection \;(w@)u; K (g) N
,u(w)U(E) est non vide si et seulement si on a \; = p; en effet, supposons \;(w)u;k = p(w)u pour
un certain k € Ky et u € U(E). On a alors

(B(;

k= Ai(w) tu(@)u € By N Ky et (@) ' Ni(w) € Uy (B,

(B)
D’ou 'égalité A\; = p; dans ce cas (voir paragraphe 6.9 de [HV11]), on a

Le coefficient” de 7';(,, ) dans I’ expression de S( )(T( )) est alors tout simplement

> T (ulw)w) = [{i € T | i = u). (3.20)

On cherche ainsi a évaluer le cardinal de
Lorsque ce dernier est égal & celui de
(KXw@)K Nji(w)U™) /U™ NK, (3.22)

le coefficient de 7, dans SG(T)) est égal a celui dans (3.20) comme voulu. L’égalité des cardinaux
de (3.21) et (3.22) est le fruit du lemme 3.7.2 ultérieur si m est inférieur ou égal a 3 : le résultat est
prouvé. [

Lemme 3.7.2 Supposons m < 3. Soient \, u des éléments de X,.(T)~. On a l’égalité de cardinaux
(EX@) K N ii(@)U) /U0 K| = [ (K@) M@) K 0 m@)Um) Uk 0 K

Preuve du cas m < 2 ;
Le cas m = 1 étant trivial, supposons m = 2. Notons

s@ = (% ) w@e= (T L) e ue i, (323

B

Notons a + a la bijection E = D envoyant Y. w'[a;] sur Y. wpla;]. On voit alors que
1>>>—00 13>>—00

w®  a wl  a e
( 0 wy)H( 0 W%>::M(w)u
6B7

(E) et U(E) sont les notations pour B~ NG gy et U™ N G(g) respectivement

7T£E) désigne l'opérateur de He(A N G(gy, AN K(gy) porté par la double classe (AN Kg))u(w)(AN Kg)) =
(@) (AN Kg))
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définit une bijection
O : p(@)Ur) — wm(w@)U;

O respecte les classes modulo Ug) N K(gy et U N K respectivement et passe donc au quotient pour
induire

1(@)Uig) /Uiy N Ky = i(@)U/UNK

comme le montre le petit calcul

w) o a 1 b\ (@ a+whb
0 w 01/ \ o0 w?, ‘
Il reste & prouver que © envoie bijectivement u(w)Ug) N K(pyA(w@) K (g sur (@) UNKA @)K pour

conclure. Or la théorie des diviseurs élémentaires nous donne (avec les notations de (3.23), voir aussi
appendice 3.16)

(@ € KpANw@)K p) < & i(w)u € KA(w)K.

min(z,y,d 'vp(a)) = a
r+y=a+p

La preuve est terminée. [l
Preuve du cas m = 3 :
Nous allons construire une bijection

Ky Nw)K () N @)Uy = KX(@)K N fi(w)U (3.24)

qui envoie un systéme de représentants de (3.21) sur un systéme de représentants de (3.22), établis-
sant alors I’égalité des cardinaux voulue. Ecrivons pour cela

w® d v wh a b
()’ = 0 w¥ (¢ € @)Uy, pw)u= 0 w), ¢ € u(w)U,
0 0 w 0 0 wph
ol on écrit
a:w%ao—i-w%ﬂal—i-..., b:w%b0+wBD+lb1+..., c:w%co+w%+lcl+...

avec les a;, b;,¢; € O C Op des représentants de Teichmiiller et ag, by, cp € Of. De méme on écrit
—/ —/ 7! i = -
d=w%ay+ @ di+..., V=a"bh+ T +..., = +a" T +....

De plus, on note

@ 00 ) =3 0 0
Mw) = 0 =@® 0 , Mw) = 0 wg
0 0 = 0 0 w)

La théorie des diviseurs élémentaires nous dit
min(:z:,y,z,ﬁ’,y,é’) =«
wwh' € KpMNw)Kpy < z+y+z=a+8+7 , (3.25)
min(z +y,y +z,x+z,z+a,2+7¢,d top(dd —=Y)) = a+ B

ainsi que (voir appendice 3.16)

min(x,y, 2,a,b,¢) = «
r+y+z=a+p+y

(@) € KA(w)K <
. _ ——1 a b
min(x + v,y + 2,2+ 2,2 + @,z + ¢,d vD(detg<wy C>)):a+ﬁ

(3.26)
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Notons ~ : E — D l’application qui envoie @’ sur a si a est tel que @ = @ et a; = a pour tout
i > 0. Les deux premiéres conditions de (3.25) et (3.26) sont identiques si I'on prend a = d’, ¢ = ¢
etb="0. On compte ensuite le nombre de b avec b = 3 qui sont tels que les troisiémes conditions
de (3.25) et (3.26) sont identiques. L’application ~ : E — D étant bijective, si on arrive a faire
correspondre a chaque b’ un et un seul b comme précédemment, cela nous fournira la bijection (3.24)
voulue. Commengons par remarquer que si ¢ = 0 (et donc ¢ = ¢/ = 0), alors la derniére condition
de (3.25) et (3.26) est respectivement

min(:ﬂ—i—y,y—}—z,x—}—z,z—}—&,y—i—y):oz—}—ﬂ et min(z+y,y+z,2+2,2+ay+b) =a+p.

On prend alors b’ — Y pour assurer la bijection voulue. On suppose a présent ¢ # 0 (et donc ¢’ # 0).

Parce que l'on a
a b 1 0\ (a—bclwy b
w), ¢ —c '@ 1) 0 c )’

detg(< @ b)):Nrm( — b twte). (3.27)

wp €

il s’ensuit

Lorsque l'on a @+ ¢ 75 y + b, les troisiémes conditions de (3.25) et (3.26) sont équivalentes sous
a=a,c= detb="0.0n prend alors & nouveau b’ — Y dans ce cas-la.
On suppose a présent ¢ # 0 et on va étudier le cas @ + ¢ = y + b. On écrit

Y b+y+1

1 bty bty+2
bc wphe=wp Yo + @y D

1+ ™ To+ ...

avec les x; des Teichmiiller dans Og. Le point important est que chaque z; est la somme d’un terme
w]yjbiwjijg avec z(, € O, et de termes ne faisant intervenir, parmi les coefficients de b, que des b;
pour j > i. Cela nous permet d’affirmer que

®p: {beD|vpb)>a+c—y} — {zxeD|vplx)>a+c} (3.28)
b — ac—bc‘lw%c ’

est une bijection. Et de la méme maniére on a

Pp: {beE|dlvpl)>a+c—y} = {ze€E|dlvpx )>a—|—c} (3.29)
—

b ac — wb
Grace a (3.28) et (3.29), on a la bijection

o: {VeE|dwpl)=a+ec—y} — {beD|vpl)=a+c—y}
v - o o Bp(d) ’

qui fait en sorte que les troisiémes conditions de (3.25) et (3.26) soient équivalentes pour o’ et
b= (V). De plus, cette bijection P vérifie

V) =by, mod w® YVt o &(b)) = ®(by) mod waDJrE*erk (3.30)

pour tout k£ > 1 (cela vient du fait que (3.28) (resp. (3.29)), vue comme application des coefficients
du développement wp-adique (resp. w-adique) de b, est donnée par une matrice (infinie) triangulaire
supérieure : ¢’est le point important souligné précédemment).

La bijection E = D définie par ce b’ — ®(b') pour b =a+e—y et par b — ¥ autrement donne
alors une bijection (en prenant @’ — a’ et ¢’ — )

O : ju(w)Uim) > filw)U
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qui se restreint en la bijection (3.24) annoncée.

Pour pouvoir comparer les cardinaux de (3.21) et de (3.22), il reste a choisir un ensemble de re-
présentants de (3.21) et de voir que son image par la bijection (3.24) constitue un ensemble de
représentants de (3.22). Notons, pour tout ¢ € Z :

RECE)) = {0} U {wa[:ra] + wa+l[l’a+1] + -+ wg_l[.fgfl] ‘ a < C, Tg € kB,iL‘a+1, S Xe—1 € kD},

Regardons la classe de fi(w)u dans p(w)U/U N K : prenons g, h,i € Op et calculons

whH a b 1 g h wh a+whg b+ whHhh+ai
0 w]?’_—’) c 0 1 =« = 0 w]yj c+ w%i
0 0 wj 0 0 1 0 0 wh

Le calcul similaire est valable pour u(w)u’ et on peut fixer 'ensemble suivant de représentants de
wW(@)Ug)/Ur N Ky :

w® a b
:—{ 0 w¥ ¢

0 0 w

W (x)
R (k) a € R (E)’ (E)

ceRW pe R(min(wid(a)))}.

Parce que O respecte les valuations des coefficients surdiagonaux (notamment (3.30)), elle induit

une bijection de Ré‘ ) Sur I’ensemble

- whH a b
R“::{ 0 w), ¢

0 0 wph

GeR® ceRW b e R(min(x,vD<a>>>}

de représentants de u(w)U/U N K. Parce que de plus © se restreint en la bijection (3.24), elle induit
aussi

I
R (&)

Cela nous donne alors I’égalité de cardinaux voulue. O

N KmMNw)K g > RPN KNw)K.

On espére que la proposition 3.7.1 soit vraie sans restriction sur m. C’est ce que l'on formule
dans la conjecture suivante ; cette derniére est équivalente a I’égalité des cardinaux des intersections
des doubles classes de Cartan et des classes d’ Iwasawa comme dans le lemme 3.7.2.

Conjecture 2 (formule de comparaison de transformées de Satake) Soit A\ un élément de
X (T)*. On a

S(8) (L @)K (zy) = S (LxR(myi)-
On rappelle les définitions des groupes de Weyl étendus pour (G,T) et (G(r), T E)) respective-

ment :

We = Na(T)/Za(T) N K, W) = Ng o (T)/ Z6, (Tig)) N K (g),
ou Ng(-) et Zg(-) désignent respectivement normalisateur et centralisateur.

Lemme 3.7.3 Les groupes We(E) et W, sont canoniquement isomorphes.

Preuve :
On confond le groupe de Weyl fini W avec le sous-groupe de Ggy < G des matrices de permutation.

En particulier, il s’identifie au groupe de Weyl fini associ¢ & (G(g), T(g)). Tout élément de WG(E)
posséde un représentant de la forme wz(w) € Ng ,, (I(g)) pour w € W et w € X, (T). La fleche
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[wz(w)] — [wz(w)] est alors bien définie (voir paragraphe 3.2.3) et induit un isomorphisme cano-

nique entre We(E) et We. O
Grace a ce lemme, on peut faire hériter & W, des résultats bien connus pour WéE), que l'on
rappelle maintenant. Le groupe de Weyl étendu admet une décomposition W, = A x W, ou A peut
se relever dans G par Ay. L’action de W sur A dans ce produit semi-direct est la conjugaison. Aussi,
W, admet une décomposition faisant appel au groupe de Weyl affine W, (voir [BK93], paragraphe
5.4), We = W, x (Q), ou Q est un élément d’ordre m de We. Le groupe de Weyl W est un groupe
de Coxeter fini admettant Sp comme systéme générateur minimal. Il existe une réflexion s. qui
compléte Sa en un systéme générateur minimal S} = Sa U {s~} du groupe de Coxeter W,. Cela
permet de définir une longueur [ sur W,, que l'on étant & W, en définissant [(wQ*) = I(w) pour
tout w € W, et tout = € Z.
Soient p la demi-somme des racines positives de ®¢ et A un copoids dominant. On rappelle que
wo est 1’élément le plus long de W. Alors w)y := woA(w)wp est 'unique élément de longueur maxi-
male de WA(w)W et il est de longueur I(w)y) = l(wo)+2(p, A) (voir la preuve de [NRO3], Lemma 2.7).

Pour z < y deux éléments de W, on note P, ,(v) € 14 vZ[v] le polynéme de Kazhdan-Lusztig
introduit dans [KL79]. Si p est un copoids dominant, on note V,, le module de plus haut poids p du
groupe dual connexe GV = GL(m,C); et chV,, désignera son caractére formel (voir [Jan87] 1.2.11,
11.5.7) :

chV,= Y (dim V() 7, (3.31)
veX.(T)

ou V,(v) désigne le sous-espace propre de poids v, et 7, 'élément de C[X,(T')] porté par v.

On peut maintenant énoncer la formule de Lusztig-Kato.

Corollaire 3.7.4 Supposons la formule de comparaison de transformées de Satake. Soit . un copoids
dominant. On a l’identité

ch VN = Z q7d<p,,u>Pw>”wH (qd) 3(]lKX(‘w)K) ?
A<p

ot A parcourt l'ensemble des copoids dominants <-inférieurs a u.

Preuve :

Le groupe dual connexe de G(g) est aussi GE/E) = GL(m, C). La formule de Lusztig-Kato pour G'g)

s’écrit alors (voir [HKP10], Theorem 7.8.1) :

chV, = Z q_d<p7M>PwAku (a) S(m) (]IK(E))\(W)K(E))'
A<p

Le résultat suit maintenant de la formule de comparaison de transformées de Satake. [l

3.8 Prolongement d’un caractére de K a certaines doubles classes
de Cartan

Parce que K est un compact maximal associé & un sommet spécial de G, la décomposition de
Cartan nous donne (voir [HR10], Theorem 1.0.3) :

G =[] KiK. (3.32)
teA,

Tout caractére lisse de K est trivial sur le pro-p-groupe K (1) et se factorise donc par K. Et comme
tout caractére de K se factorise par le déterminant det, il s’ensuit une correspondance bijective entre
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caracteres lisses de K et caractéres de kJ; via précomposition par det.

Quand on a un caractére yg : K — ﬁ;, dans le cas déployé D = F', on peut ’étendre en un
caractére de G en utilisant le déterminant (c’est ce qui est fait au début de la preuve de la Proposition
5.1 de |Herl1al). Ce n’est plus le cas dans le cas pour GL(m, D) en général, mais on peut se contenter
du résultat suivant : on oublie que xx est un caractére et on peut le prolonger en une application
ensembliste sur le support de 1’algébre de Hecke HEJ(G’ K, xk) de maniére suffisamment naturelle
pour que subsiste une propriété de multiplicativité (en un sens convenable) en petite dimension.

Lemme 3.8.1 Soit x un caractére kj; — ﬁ;, que l'on voit comme un caractére xx de K en pré-
composant par det. Soit p un caractére de detg(Za(xk)). Alors xx s’étend naturellement en une
application ensembliste
Xp H KtK — ﬁ;
tEZZ(XK)

par la formule
Xp(kitks) = (xk (k1k2)) (p o deta(t)) (3.33)

pour tous ki, ks € K et t € ZZ(XK)
Remarque : Le stabilisateur de x dans D* est caractérisé par le sous-groupe
{ze2| vz ek} x(@plalmp) = x()} = dol

de Z (pour dy > 1 un entier). Commengons par remarquer que, par la discussion avant la proposition
3.3.1, un élément t € Ay est dans Z, (xx) si et seulement si tous ses coefficients sont des puissances

doZ et p est un caractére

de wg’. En particulier, detg(Za(xx)) est le groupe monogéne ((—1)% 1)
uniquement déterminé par sa valeur en ((—1)¢ 1),

Remarque : La source de X, n’est pas toujours un sous-groupe de G, par exemple dans GL(2, D) :

1 0 1 @p wy 0\ (@wh wp\ ([ 1 0O wp 0 wp 1
(o) G ) 0)-(F 2)-(a (T 3)(50)
En effet, si x est tel que 'on a dy = 2, alors le terme de droite n’appartient pas a KZZ (xx)K
puisque 'union est disjointe dans la décomposition de Cartan (3.32).

Preuve 1 :
Soit ¢t un élément de Z;(XK)- On veut étendre yx = x o det sur KtK, et on appellera Y, son
prolongement. Naturellement, on a envie de définir x,(kitks) = xx(kik2)p o detg(t) pour tous

ki,ko € K : il faut vérifier que cette définition a un sens. Si on a kitke = kstks pour d’autres
éléments k3, ky € K, alors on a

kT ks = thoky 't € KNtKt™h

Il s’agit donc de voir que si ko est un élément de K NtKt~! (dans la situation présente kg = kl_lkg),

alors on a xx (ko) = xx (t 'kot). La réduction ko de kg € K NtKt~! appartient a4 un parabolique

T —

standard de Levi standard [[, GL(m;, kp) avec ) m; = m par le lemme 3.3.7. La projection de kg
i=1

sur ce Levi est alors un élément (g;) € [[, GL(m;kD) et on a

K (ko) = 1_[Z X o det(g;).

Remarquons que ’application
. —do do
o: x — wplzlw]

kD — kD
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est un morphisme d’anneaux, de sorte que det : GL(m, kp) — kJ vérifie det oo = o o det. Ensuite,

K Nt~ 1Kt est le parabolique opposé & K NtKt~1 et on a alors le diagramme suivant, ou la fleche
verticale est x — t~at.

KNtKt ' —= KNtKt1

T

[I; GL(mi, kp)

/

t'KtNn K —t1KtNK

Cela correspond a l’identité

Xk (™ 1k0t H Xodet doa’ gi] w%)az H X doaz [det g;] doal),

ou t a pour coefficients diagonaux par blocs w}ijo‘“, A w%)‘“. Comme w%) est dans le stabilisateur
de x, on a finalement xx (t 1kot) = x i (ko). 1l s’ensuit que X, est bien défini. O

Preuve 2 :

Suite a la suggestion de I'un des rapporteurs, on rajoute une autre preuve de ce résultat, qui tire a
profit le fait que  [[  KtK est le support de I’ algébre de Hecke Hgp (G, K, xk).

tEZA (xx)

On va définir séparément X, sur chaque double classe KtK pour ¢t € Z A(xK). Soient donc t un
élément de ZA(XK) et f; 'unique fonction de Hﬁp(G, K, xk) de support KtK et valant p o detg(t)
en t (par la discussion avant la proposition 3.3.3). On définit la restriction de x, a KtK comme
étant identiquement égale & fi| ki x : la bonne définition de 'opérateur f; nous assure celle de )Zp] KLK
ainsi que la formule (3.33). La preuve est terminée. O

Le prolongement X, que l’on vient de définir, bien que naturel, a le défaut de ne pas étre multi-
plicatif (en un sens convenable). C’est le cas pour m = 2, mais des contre-exemples existent dés que
I'on a m > 2. Aussi, un cas facile pour lequel le prolongement ¥, est multiplicatif est le suivant.

Lemme 3.8.2 Soit xx un caractére lisse de K qui se factorise par detg. Alors ZZ(XK) est A, et,
pour tout caractére p de Ay, le prolongement X, défini au lemme 3.8.1 est un caractere de G.

Remarque : Une réciproque a cet énoncé, qui ne servira pas pour la suite, sera étudiée en détail dans
I’appendice 3.17.

Preuve :

On écrit xg = x’ o detg sur K pour x’ un caractére de detg(K) = O. Il suit de la définition que
Z (xK) est tout Ay, et detq(Za(xk)) est simplement ((—1)%z)Z. On peut alors prolonger X’ en
un caractere xg de F par x¢|((—1)im)z = p et la formule (3.33) devient

ip(kltkg) = XG ©° detg(kltkg).
Mais alors x, coincide sur tout G avec le caractere xg o detg et le résultat suit. O

Soient x un caractére de kJj et p un caractere de detg(ZA (xodet)). On dira que I'application X,
est pseudo-multiplicative si elle vérifie la propriété suivante : si a, b et ab sont dans 11 KtK,
teZ  (xodet)
alors on a X,(ab) = X,(a)X,(b).
On remarquera que si la source de )Zp est un groupe et que )A{p est un caractére, alors en particulier
X, est pseudo-multiplicatif. C’est ce qui se passe dans le cas m = 1.
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Lemme 3.8.3 Supposons m = 1. Pour tout caractére x de OF et tout caractére p de Nrm(ZA(X)),
le support de X, est un sous-groupe de D* et X, est un caractére.

Preuve :
Soit dg > 1 le diviseur de d vérifiant

{z € Z |V €k}, x(@}[z]w’) = x(2)} = doZ.

Parce que la valuation vp : D* — Z est un morphisme de groupes, le support de X, est le sous-
groupe des éléments de D* de valuation dans doZ. Pour tous x1, T2, x3, 24 € OE et y1,y2 € Z, on a
par définition de x,, :

Y1

Xo(m1w ¥ wa) = x(T173) p(((—1) =) ™), (3.34)

Xo(wswhyas) = x(@71) p(((—1)4@)®) ", (3.35)

On écrit ensuite

doy1 doy2 do(y1+y2) (w5d0y2 T4
M

d
l"le .TJQ.%'g’WD .mlewD 0y2)

T2T3Wp

doy1 doy2

pour avoir I'expression suivante de X,(z1wpy " xexswy > 14)

X(xl(wgdoyz’xgxgwg’w)x4)p(((—1)dw)d0)yl+y2. (3.36)
Puisque w%ol stabilise y, I’expression (3.36) se réécrit enfin

X(@1) x(@273) X (77) p(((—1)4a0) @) 2.

C’est bien la le produit des expressions dans (3.34) et (3.35). O

Pour m = 2, la source de X, n’est plus nécessairement un groupe comme l'atteste la remarque
apres le lemme 3.8.1. Cependant X, a le bon gout d’étre pseudo-multiplicatif et ce sera essentiel
pour notre travail pour GL(3, D).

On note Hy le sous-groupe normal de K engendré par les transvections dans K. Le fait que Hg
soit inclus dans le noyau de det explique pourquoi il entre en jeu dans la compréhension de Xp-

Lemme 3.8.4 Supposons m = 2. Soient t1, to des éléments de A, et k3 un élément de K. Il existe
t9 € ANK et un unique t3 € A, vérifiant

t1ksto € HthtgHK

et la propriété suivante : pour tout caractére xx de K, sity, to et t3 sont des éléments de ZX (XK),
alors on a xk(t3) = xk (k3).

Preuve :
L’unicité provient de I’écriture en union disjointe de la décomposition de Cartan.
Commengons par écrire l'identité suivante qui nous sera de nombreuses fois utiles au cours de la

=00 )=G )G )60 357

et nous indique que s est un élément de Hx. Remarquons ensuite que tout élément ( : s ) de

J

preuve

G avec a # 0 posséde la décomposition unique suivante

(=) -() () ()
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1

avecn =a,u=~va ', v=a"'fet v=06—ya'3. Aprés cette parenthése, écrivons explicitement

les éléments
[ a B _( whH 0 _( wh 0
a=(55) w= (T ) (T ).

avec «, 3,7,6 € Op et a,b,x,y € Z. On va déterminer t3 et tg pour
Yy
t1ksty = < wpawp @phwp > .

b T b Y
wHYW)H wWHOWY,

On rappelle que 'on a supposé t1,t € A}, c’est-a-dire a < bet v < y.
On a deux cas distincts a envisager. D’abord, lorsque « est non nul, on profite de (3.38) pour écrire

1 0 t1 kst 1 —wpa ' fwy, _ [ wpowh 0
—whya lwp® 1 0 1 0 (6 —ya 1By, )
(3.39)

On remarque que les matrices de transvection dans (3.39) sont dans Hx lorsque 1’on impose b —a —
vp(a) > 0 et y —x —vp(a) > 0. Sous ces conditions, on note

t3 = ( w%m-i-v/:)(a) b+y(_)vD(a) ) c Ay,
0 @
0 o () 0
ty = < D D —ytup(a) . y ) cANK. (3.40)
0 wp (0 —ya= B)w],
On traite maintenant les cas restants :

(a) a=0;

(b) vp(a)+z—y >0et a#0;

(c) vp(a)+a—b>0et a#0.
On remarque tout de suite que, comme k3 est un élément de K et que ’'on a a = 0 ou bien vp(a) > 0,
cela implique v € Ofj. On commence par écrire

1 . -1 Yy
g3 := t1ksta < 0 “D 1 o@D ) ;

o la matrice de transvection est bien dans Hg car on ay € Of et y — 2 > 0. On note

o= (b B Deh ) (1),

whyw® 0 v3 0

Les cas (a), (b) et (c) correspondent alors respectivement a

11 =0, wvp(m)>vp(12), vp(11)>vp(73).

Dans le cas (b), on utilise 'identité

Ve 1 0 ) < 0 7 )
- - : 3.41
< 73 0 > < —v'm 1 v3 0 (341)
1 -3t m o2Y)_ (0 7
< ;T )= ) (3.42)

Enfin, dans tous les cas, on utilise s € Hi (voir (3.37)) et l'identité

(v )G )= (5 2)
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pour voir que tykste est dans la méme classe que

(bi=eimh 0 )

0 —w%’yw‘l”)

dans Hx\G/Hg. On pose alors

a+y
@), 0
tgz( b w%H)eAA,

xT

Y3 _ =15y Y
19 = < @p (f = ey 0)=p v > cANK (3.43)
0 —Wp V@)

Lorsque 'on a b+ x — a —y > 0, la paire (¢3,t3) fait I’affaire ; sinon, on prend (—sts, —sts).
Vérifions maintenant que tJ posséde la propriété escomptée; il en est alors de méme de —st3s. Soit

Xk — F; un caractere de normalisateur wdDOZ avec dg > 1 divisant d, yYx = x o det et supposons

tr,ta,ts € Z4 (Xk).
Dans le cas (3.40), on a

X o ﬁ(fg) = X(wl;mfv[’(a)aw%) X(w5y+vD(a)(5 — voﬁlﬁ)w%).

Parce que l'on a t1,t9,13 € ZZ(XK); x,y et vp(a) sont tous trois dans dyZ. Mais alors, on a

x o det(3) = X(avaD(a)) X(vaD(a)((; —ya~1p)),

et il s’ensuit o o
xodet(t) = x(a(6 —ya~18)) = x o det(ks).

Dans le cas (3.43), on a de la méme maniére

x o det(t3) = x(wp? (ay~16 — B)wh) X (@ =),
qui donne bien o o
x o det(t) = x((ay~16 — B)y) = x o det(ks).

Le lemme est donc bien prouvé. O

Proposition 3.8.5 Supposons m = 2. Soient x un caractére de kJ; et p un caractére de detg(ZA(Xo
det)). L’application X, est pseudo-multiplicative.

Remarque : Cette proposition est uniquement un corollaire du lemme 3.8.4, au sens ot si on arrive
a prouver le lemme sous des hypothéses autres que « m = 2 », alors la conclusion de la proposition
suit sous les mémes hypotheses.

Preuve :

On note yx = x o det. Comme X, est bien définie sur chaque double classe KtK avec t € ZZ(XK),

il s’agit de montrer que si t1,%2,t3 € Z, (Xk) et ki, ko, k3 € K vérifient
t1ksto = kitgko (3.44)

alors on a
XK (k3) podeta(titz) = xk (kikz) p o detg(t3). (3.45)

Parce que detg : G — F* est un morphisme de groupes et qu’il envoie K dans O, (3.44) implique

detg(tltg) S detg(t3> O;,.
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Mais, parce que t1, to, t3 sont dans A et a cause de la définition de detg, on a detg(t1t2) = detg(t3).
Reste a voir que l'on a xx(k3) = xx (kik2) sous (3.44).

Cela découle du lemme 3.8.4 de la maniére suivante : soient t5 € Ay et t3 € AN K fournis par
le lemme 3.8.4. Comme la décomposition de Cartan est une union de doubles classes disjointes, on
a t3 = t4. De plus, Hg est normalisé par K et il existe donc (toujours par le lemme 3.8.4) des
hi,hy € Hy et 19,19 € AN K vérifiant ky = hqt) et ko = t9ho. En particulier, on a

det(kr) = det(t}) et det(kz) = det(t3).
On a alors, pour certains hs, hy € Hy :
tatd = hat sty = hats(ts 1t 0t5t3)hy.
Parce que X, est bien défini (voir lemme 3.8.1), on a alors
Xk (13) = xx (15 1083) X (13) = X (Kik2).

Et cette quantité est bien Y (k3) par la propriété fondamentale de t3 (voir lemme 3.8.4). O
On établit maintenant les propriétés que 'on va vraiment utiliser du prolongement x,,.

Corollaire 3.8.6 Soient x un caractére de kJ et p un caractére de detg (ZA(X ) @)) Soient
t € Z(x o det) etuecU. o
(i) Onat™' € KZ (xodet)K et X,(t71) = X,(t)".
(ii) Supposons X, pseudo-multiplicative. Si tu est dans KZ 7 (x o det)K, alors on a X,(tu) =
Xp(t)-

Preuve :
On note encore wg pour le représentant de 1’élément le plus long du groupe de Weyl
fini W. C’est un élément de K, et on a

1= wo(wotflwo)wo € K(wotflwo)K.

Aussi, si on note N
t = Diag(w]y , @y}, ..., wy") € Z, (x o det),

alors wot~'wy = Diag(wp™, ..., wp") est aussi dans Zg (x o det). Et il s’ensuit
Xp(t™1) = x o det(wg) p o dete(wot ™ wo) = podetg(t™) = X,(t) .

Prouvons maintenant (ii). Il existe 2 € A} a coefficients diagonaux dans @i tel que zuz~! soit
dans U N K. Ainsi 27! et wozwg sont dans Z (x o det), et on a

Xp(tu) = Xp((t271) (zuz ™ )wo(wozwo wo).
Par pseudo-multiplicativité de X, et le (i), on a :
Xp(tu) = )Zp((tz_l)zuz_l) )Zp(wo(wozwo)wo) = )Ep(tz_l) )Zp(z_l)_l = X,(1).

La preuve est terminée. ]
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3.9 Inversion partielle de la transformée de Satake
Pour ¢ > 1 un entier, on note
R(C) = {[.I'o] + wD[ml] + -+ WCD_I[I‘Cfl] ’ oy, T¢—1 € ]CD}. (3.46)

C’est un ensemble de représentants de OD/(w%) et on a R¢) € Rcq1)-
AXe X*~(T)*, on a associé un parabolique antistandard Py et un sous-groupe de Levi M. Si on
écrit t = A\(w), on va noter W; le sous-groupe de W engendré par Ajy,. On définit aussi

Wh={weW |Vae Ay, l(wsy) > l(w)};

c’est un systéme de représentants de W/W; contenant I’élément le plus court de chaque classe (voir
chapitre 2, Lemme 4.1). On confondra W' et un ensemble de relévements de Wt dans K & coefficients
dans {0,1}.

Lemme 3.9.1 Soient ( > 1 ett € Ay de la forme Diag(l,...,1 wD, . ,w]%) avec r € [1,m — 1]

0 > pour M € M,y r(R)

occurrences de 1. Soit Ry [’ensemble composé des matrices w < ]\Z[ I
m-—-r

et w e Wt On a alors
K = Ry(K NtKt™).

Remarque : Attention, il peut y avoir dans R; deux représentants de la méme classe (comme le
montre une simple comparaison des cardinaux).

Preuve :

On a tout d’abord (voir lemme 3.3.7) :

KNtKt™' = < GL(r, Op) My.m—r(Op) > = Ip,.

@5 My —rr(Op)  GL(m —r,0p)

On remarque tout de suite que la réduction T;t se confond avec P, . Ecrivons la décomposition de
Bruhat pour la réduction modulo (wwp) de K (ce qui est possible puisque c¢’est alors un GL(m) sur

le corps fini kp). On a
K= ][ BuB =[] ww 'Buw)B
weWw weW

On peut alors remplacer dans cette écriture w~!Bw par un ensemble de représentants de
(w™rBw)/(BNw 'Bw) ~ (v Uw)/(UNw Tw).
Par [Car85], Proposition 2.5.12, on a
wUw = (w 'TwnU ) w 'TwnT)

et donc
(w™'Bw)/(w *BwNB) ~ (w TwnU ).

Ce dernier groupe est visiblement inclus dans P; et on obtient

weW weW'? weW'?t

Comme K =1+ w%Mm(OD) est normal dans K > Ip,, on a
/(K Ntk ) = K9P0,
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ot rappelle que I’on a noté ~(©) la réduction modulo K (¢). Dansle cas ¢ = 1, le lemme est donc prouvé
grace a l'égalité (3.47). Lorsque l'on a ¢ > 1, on procéde par récurrence comme suit : SUpposons
alors I’énoncé du lemme vrai pour ( — 1 > 1. On écrit ¢y = Diag(1,...,1,wp,...,wp) de sorte que
Ion ait t = tg. Par hypothése de récurrence, on a alors

K=R1(KnN t5 KL C). (3.48)

On cherche ensuite a évaluer (Kﬂtg_thé_C)/(Kﬁth_l). Notons A le sous-ensemble des matrices
de My, (R(¢)) des matrices & coefficients dans wgl[kp} = R(¢-1)\R(¢)- Parce que I'on a

I 0 A B\ A B
E In. )\ @%C D) \ EA+w$C EB+D

pour E € N A € GL(r,Op),B € My 1—(Op),C € My,—y(Op), D € GL(m — r,Op), on obtient

I'injection ensembliste

(/I\T/ ; 0 > — (K Nt§T Kty /(K NtKt™).

Parce que tous deux sont de cardinal |k:D|’"(m_’"), cette fleche est en fait une bijection. On revient
ensuite a (3.48) et on obtient

I. 0 _ _
K =Ry ( N L. ) (KNtKt™h) = Ry (K NtKt™1).

La récurrence est terminée et le résultat prouvé. [l
Lorsque t est une homothétie valant 1 ou w%, on prend alors Ry = {1}, de sorte que le résultat
du lemme 3.9.1 reste vrai pour r € [0, m].

Lemme 3.9.2 Soient t = Diag(l,...,l,wCD,...,w%) ¢ {1,w]%} et t' € Ay vérifiant detg(t) =
detg(t'). Supposons que les coefficients diagonauz de t' sont dans w]%Z. Alors KtK Nt'U # &

implique t = t'. Dans ce cas-la, on a KtK NtU = t(UNK).

Preuve :

Soit ¢ € A} de coefficients diagonaux @) ,...,wp" dans w%z. On va chercher & montrer que la
condition KtK Nt'U # @ implique a; > 0 et a,, = (. Comme on a detg(t) = detg (') avec t’' € A},
cela donnera tout de suite t = t/.

Commencons par montrer a,, = (. On a, par le lemme 3.9.1, Ki K = R;tK. Soit r € R;. Comme
AN K normalise Hi et U, et que 'on a (AN K)Hg = K, si 7tK Nt'U est non vide, alors il en
est de méme pour rtHyi Nt'(A N K)U. Supposons donc l'existence d’'un h € Hg tel que l'on ait
(t)"trth € (AN K)U. Observons

_ . a1 _a apy— I 0
(t")"'rt = Diag(=¥}, @3, ..., @g") 1w< y: W%Im_b >, (3.49)

ot les coefficients de M sont dans R(¢) : ils sont donc soit nuls, soit de valuation dans [0,¢ — 1].
Aussi, dans cette écriture, on a a; < as < --- < a,, dans (Z et w € W*. Puisque le produit par une
transvection & droite dans K ne change pas le plus grand commun diviseur d’une ligne, la condition
(tY~lrth € (AN K)U implique que la derniére ligne de (3.49) posséde un coefficient de valuation
minimale dans O}. On en déduit a,, = ¢ (si on avait permuté la derniére ligne de ( ]\2 ¢ 0 >
wDImfb
avec I'une de ses b premiéres lignes, on aurait a,, = 0, et donc detg(t') < 0, ce qui est absurde).
Montrons maintenant a; > 0. Si on avait a; < —(, alors le pged des coefficients de la premiére ligne
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de (¢')~'rt, donc de (¢')~!rth, serait supérieur ou égal a ¢. Cela contredirait (#')~'rth € (AN K)U,
et on a donc a; > —(. Comme on a supposé que les coefficients non nuls de ¢’ sont dans w%z et
aussi a1 < a, = ¢, on a de fait a; € {0,(}. Comme de plus, on a t’ € A, et detg(t) = detg(t'), cela
impose ¢t = ' comme voulu. Cela termine la preuve de la premiére partie du lemme.

Pour la seconde assertion, on peut faire appel a la Proposition 6.9 de [HV11], ou bien présenter la
preuve ad hoc suivante. On a facilement

HUNK) C KtKNtU, tKNtU =tUNK).

On veut montrer que si r € R; est tel que rtK NtU # &, alors on a r = 1, ce que l'on va faire
par récurrence sur m comme suit. Pour m = 1, on a Ry = {1} et c’est trivialement vrai. Suppo-

. . I 0
sons le résultat vrai pour m — 1 > 1 et montrons le au rang m. Ecrivons r = w < ]\Z I >
m—>b

pour un w € Wtet M € Mm,b,b(R(o). Parce que la derniére ligne de t~'rt doit avoir un coeffi-
cient de valuation nulle, la derniére ligne de r doit appartenir aux lignes de ( M I, ), disons
(mi1, M2y ,Mip,0,...,0,1,0,...,0), ot le 1 est & la colonne (b + 7). Aussi cela impose de plus
m;1 = mys = --- = myy = 0. Si b = m — 1, cela prouve déja r = 1; sinon, on peut appliquer
I'hypothése de récurrence en considérant pour r(,, 1) la matrice o on a enlevé la derniére ligne et

la (b +4)-éme colonne et pour ¢(,,_1y I'élément Diag(1, ..., 1,w§), . ,wj%) avec une occurrence de

w% de moins que pour t. De ce fait, on obtient r(,,_;) = 1, et donc r est de la forme

&)

Ipyia 0
0 Ly
Cm1 m—b—i
0 0 1 0 0
. Iy 0 N . .
Aussi, r = w Mo a une (b + i)-éme colonne avec un seul coefficient non nul, ce qui force
m—>b

c1 = -+ = ¢y = 0. Enfin, parce que w est un élément de W, aucune de ses écritures réduites ne peut

se terminer par un s, pour o € A; : il s’ensuit b+7¢ = m, et donc r = 1. La récurrence est terminée. [J

On veut maintenant énoncer un analogue pour GL(m, D) de la Proposition 5.1 de [Herl1a]. Pour
tout A € X,(T);,, on rappelle que T désigne 'opérateur de Hs, (G, K, V) porté par la double classe

KXw@)K et 7y celui de Hs, (A, AN K,VUNE) porte par la classe M@)(ANK).

L’énoncé voulu va traduire une différence importante entre le cas déployé et le cas qui ne l'est pas.
En effet, pour une K-représentation irréductible yx = x o det qui se factorise par detq, on arrive,
comme dans le cas déployé, & inverser complétement la transformée de Satake. Si x g ne se factorise
pas par detg, nous ne savons plus inverser la transformée de Satake. Cependant le résultat de la
proposition 3.9.3 (en ce sens, partiel) suivant nous permettra tout de méme de mener a bout le travail.

Pour V' une représentation irréductible de K, la proposition 3.2.2 nous assure que la droite
VUMK possede un stabilisateur de la forme (Py N K)K (1) ot Py est un parabolique standard de G
admettant Py = My Ny pour décomposition de Levi standard. Ecrivons My = [[, GL(m;, D) avec
>, m; = m : Iaction de ANK sur VUMK est alors donnée par un caractére x©™ @ x5 ™ ®- - - @ x 2™,
Notons, pour tout 1 <7 <r, d; > 1 le diviseur de d vérifiant

{z € Z | Vx € k5, xi(wh[2]wp”) = xi(z) } = diZ.

On dira que la droite VU™ est un caractére de AN K qui se factorise par Nrm si y; se factorise
par Nrm pour tout 7 ; c’est équivalent & d; = 1 pour tout 7, et lorsque 'on a My = G, cela revient a
demander que V se factorise par det.
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On va en fait avoir besoin d’une condition plus faible, qui laisse de coté les blocs de taille 1 dans
My . On dira que la droite VUMK est un caractére de AN K qui se factorise presque partout par Nrm
sion a

Vi=1,...,r, my>1=d;=1.

Proposition 3.9.3 Supposons la formule sur les valeurs de la tranformée de Satake (conjecture 2)
satisfaite. Soit V' une représentation irréductible de K.
(i) Supposons que VUK se factorise presque partout par Nrm. Alors, pour tout élément p de
X.(T)y, on a®
T = > Sc(Ty).
AGX*(T)\_/7)‘ZMV/J'
(ii) Soit —\ un copoids fondamental minuscule associé & une racine de Ay, située dans le bloc
GL(m;, D) pour un certain 1 < i < r, choisi de maniére a avoir

Mw) = Diag(1,w?,...,w™).
Supposons d; = djy1 = -+~ =d,. Alors on a
Tax = Sa(Tg;n)-

(15i) Supposons m = 2 et que V n’est pas un caractére qui se factorise par Nrm. Alors, pour tout
élément p de X (T)y,, on a
T, = Sa(Ty).

Remarque : L’hypothéses nécessaire pour (ii) est en particulier satisfaite lorsque V' est un caractére
de K.

Début de preuve (commun a (3), (i), (i13)) :

Par le lemme 3.3.8, on est ramené & calculer Sy, (lej\{\v). On écrit My = Hj G; avec Gj =

GL(m;j, D). Aussi VIMVOK et une représentation irréductible de My NK qui se décompose en X ; V;
ou chaque Vj est une représentation irréductible de dimension finie de G; N K (vu dans My N K)
par la Proposition 3.4.2 de [Bum97|. On a ainsi

Hs, (My, My VK, VIVOE) = ®j Hz, (G, G N K, V),

et on écrit T%\V =t ®--- ®t,. Sur toutes les composantes sauf une, le calcul se raméne au lemme
3.3.9. Pour celle qui reste, on est ramené & un GL(mj, D) : on suppose donc My = G par la suite.
Parce que l'on a supposé¢ My = G, il existe un caracteére x : k5 — F; tel que I’on ait V = y o det.

Soit p un caractere de det(Z4(V)); par le lemme 3.8.1, on a une application
Xp H KtK — F;
teZ (V)

dont la restriction & K coincide avec V. Soient A\, u € X, (T, et t := N@), t' == [i(w). Pour tous
ki,ko € K, on a - -
Tx(kitks) = x o det(kikz) € Endg (V) = .

De ce fait, on a
T (k1tks) = X,p(kitha) X, (1)t (3.50)

La décomposition d’'Iwasawa (voir [HV11], Proposition 6.5) nous permet d’écrire

KtK = ]_LGI tiu K,

8on rappelle que >y, a été défini a la fin du paragraphe 3.2.3
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ou [ est un ensemble fini, \; € X,.(T), t; = Xz(w) et u; € U pour tout i € I. De plus, I'intersection
t;u; K N t'U est non vide si et seulement si t; = t'; en effet, écrivons t;u;k = t'u pour un certain
ke Ketunu € U. On a alors

k=u't;""ue BNK et () €UBNK)U.

D’oun Dégalité t' = t;; dans ce cas, t;u; K N t'U vaut exactement t'u;(U N K). Il en résulte que le
coefficient de 7, intervenant dans Sg(7)) (voir (3.6) et (3.50)) est

Z Tx(t'us) = Z Xp(t'us)Xo(t) 1. (3.51)
N A=

Preuve de (i) :

Dans le cas ot I'hypothése du (i) est satisfaite, puisque 'on a My = G, le prolongement X, se
factorise par detq et est donc multiplicatif (voir lemme 3.8.2) ; en particulier, on a x,(t'u;) = X, (t').
L’égalité (3.51) décrivant le coefficient de 7, dans Sg(7T) devient alors tout simplement :

Z T,\(t'ul ‘{Z el|\N= M}’ Xp Xp(t) !

De plus, si KtK Nt'U est non vide, on choisit un élément z de cet ensemble. Le calcul de son
déterminant donne alors detg(t) = detg(t'). En particulier, on a Pégalité X,(t') = X,(t) et le
coefficient de 7, dans Sg(T)) se réduit a |[{i € I | \; = p}|, qui est une quantité indépendante de x
ou de p.

On peut donc prendre V' = 1, pour lequel le calcul est identique a la fin de la preuve de [Herlla|;
on le rappelle tout de méme ici. A partir de maintenant et jusqu’a la fin de la preuve, u et A seront
des copoids dominants. On fait ce changement antidominant/dominant pour alléger 'écriture, et a
la fin on appliquera l'identité prouvée (3.52) & woA et wou, qui seront bien antidominants (comme
voulu dans I’énoncé a prouver). La formule de Lusztig-Kato s’écrit (voir corollaire 3.7.4) :

chV, = Z q_d<“’p>PwA,wu(qd) S(HKX(W)K)'
A<p

Si on regarde dans cette égalité le coefficient devant 7, pour p/ € X,(T), on a par définition de S

dim V,( Z q_d 1:p) P, P, w, (qd) Z 5é/2 (ﬁ/(w)) HKX(W)K (ﬁ’(w)u),
ASH ’LLEU/UOK

ou V,,(p) désigne le sous-espace de V,, de poids pi et d¢ est le caractére module relativement a B.
On a par définition
1/2 (~ /
5G/ (M/(w)) _ qd(ww 7P>7

de sorte que 'on peut réécrire :

g i V(1) = 3 Py (0D D g5y (7 (2)1).
A<p uEU/UﬂK

Parce que l'on a (voir [Jan87], Proposition 11.2.2)
dim V(1) # 0 = wop < i/ < p,

Py, w, (¢%) € 1+ ¢%Z[q%, et que ¢ r—wor'P) est divisible par p si pu # wop/, en réduisant modulo p,

on obtient
dim Vi(wor) = 3 D Lyexepic (@on(=)u),
A<pueU/UNK
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0= Z Z ]lKX(w)K (ﬁ/(w)u) pour g’ # wop.
A<pueU/UNK
La dimension de V,(wop) vaut 1 par les I1.1.19 et I1.2.2 de [Jan87|, et donc en renormalisant via
[ [, on a
Tuwon = Y S&(Tug))- (3.52)
A<p

Le résultat en découle.
Preuve de (1) :
Ici, on rappelle que V ne se factorise plus nécessairement par detg. On cherche & déterminer KtK N
t'U. Lorsque t’ est tel que cette intersection est non vide, on en prend un élément et le calcul de
son déterminant donne detg(t) = detg(t'). De plus, I'hypothése d; = d;y1 = --- = d, nous place
exactement dans les conditions d’application du lemme 3.9.2. On en déduit t = ¢/ et KtK NtU =
t(U N K). De ce fait, par (3.6) et (3.51), on a le résultat voulu.
Preuve de (iii) : N
Dans le cas m = 2 et V un caractére de K, pour tout caractére p de detg(Z4(V)), le prolongement
X, défini est pseudo-multiplicatif par la proposition 3.8.5. On utilise alors le corollaire 3.8.6 pour
dire que (3.51) est égal a |[{i € I | \; = p}|, et le coefficient de 7, dans S¢(7T) est indépendant de x
ou de p comme au (7). On va utiliser (7) pour effectuer des calculs pour V = 1. Pour y < z dans Z,
w% 0

0 wph
1 en t4, et TY Iopérateur de HFP(G7K) de support Kt?K et valant 1 en 4. On note A = {a} et
do > 1 Dentier divisant d vérifiant

{z € Z | Vz € k}, x(@}[z]wp”) = x(2)} = doZ,

notons t = < ) € Ay, ¢ DPopérateur de HE,(AA N K) de support t4(AN K) et valant

“ 0
et p:x— ( aé) b ) avec a < b dans dpZ. Parce que V ne se factorise pas par Nrm, on a dg > 1.

Aussi, on peut supposer a < b, le cas a = b étant facile puisque la classe double Kt2K est égale a la
classe simple t2K. On écrit, pour V =1 :

1= 18 = So(TP) + Sa(TH) + -+ Sg (T;_*Lf;%fjj), (3.53)
Tusar = T = ST + ST + -+ Sa (T L2 ) (354

en retranchant (3.54) a (3.53), on obtient
Sa(Ty) =Ty — Tugav- (3.55)
Revenons & notre V' non trivial : parce que dy est différent de 1, u+ " n’appartient pas a X, (T,
et I'identité (3.55) se réduit a Sg(7),) = 7,. Le (uit) est prouvé. O

On remarque que la proposition 3.9.3.(iii) peut se calculer & la main, sans faire appel & la ma-
chinerie précédente. Les calculs sont toutefois réminiscents de ceux du lemme 3.8.5.

Seconde preuve de la proposition 3.9.3.(iii) :
On suppose encore My = G, le cas contraire étant résolu par les lemmes 3.3.8 et 3.3.9. La représen-
tation V est alors un caractére y o det et on note dy > 1 le diviseur de d satisfaisant

{z € Z |Vz €k}, x(@hz]wy’) = x(x)} = doZ.

a
Pour tout a < b dans dyZ, on note t¢ = wOD ;)bD > et Ty Popérateur de Hs, (G, K, V) de support

Kty K et valant l'identité en tj. Soient a < 3 dans dpZ. On veut calculer

Sa(Tg)t) = > Tﬁ(t?(é f))

z€D/Op
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1 .
pour a < b dans dpZ. L’élément t} < 0 31: ) appartient a Kty K pour x € Op. Supposons z €
D \ Op et écrivons vp(z) = —v avec v > 0. On a alors

0 Lz _(wp wphe | _ 1 0 wp 0 @} whx
b\ o 1 0 wbh whr w1 0 iy —wplz”t 0 )7

(3.56)
et t7 < é T ) appartient a K{3K si et seulement si (o, B) = (a — v,b+v). En particulier, aucun

terme pour x ¢ Op ne contribue a S¢(T§)(t5) et donc on a S¢(T§)(t3) = 1.
De plus, si (o, 8) = (a —v,b+v), alors v est aussi dans dyZ; dans ce cas-1a, par (3.56), on a

T3 (tg < (1) 313 > ) = x(wp 'z wh).
Ce terme ne dépend que du coefficient de plus petite valuation de z, et si on écrit
r=wp'zy+wp My + -+ wpla,_1 + Op € D/Op,
en regroupant les termes de valuation v, on obtient
> oTs(s ( (1) . ) )= T @ wh). (3.57)
vp(z)=—v zo€k) Z1,--yTy—1€kD

Parce que V ne se factorise pas par Nrm, on a dy > 2, et donc v > 2. Ainsi (3.57) est une somme de
|kp|?~! termes identiques et vaut donc 0 modulo p.

De ce fait, on a S¢(T§)(ty) = 0 pour (a,b) # (. 3). Ceci démontre bien que S¢(1}5) est I'opérateur
de HFP(Ga K., V) de support t3(AN K) et valant l'identité en ¢3. O

3.10 Changement de poids

Dans tout ce paragraphe, on supposera la formule de comparaison de tranformées de Satake
(conjecture 2) satisfaite.

Soit « une racine simple. On note alors —\ le copoids fondamental minuscule associé & « véri-
fiant que le premier coefficient diagonal de A(z) est égal & 1 pour tout = (ce qui est possible pour
GL(m, D)). Notamment, cela signifie que 'on a (—=\,a) =1 et (—\, 8) = 0 pour toute racine simple
B # . On pose t := A\(w) € Aj.

Par exemple, pour GL(4, D), on peut avoir la situation suivante :

1 x

Soit V' une représentation irréductible de K. Par le lemme 3.2.2, V' est paramétré (par rapport
a B) par une paire (x, Ay) ou x est un caractére de AN K et Ay est un sous-ensemble de A,. On
suppose que V vérifie 'hypothése 3 suivante pour toute la suite du paragraphe 3.10.

Hypothése 3 La racine o appartient Ay .

On remarque que Ay \ {a} est alors inclus dans A, ;-1 (voir (3.3)). Par la proposition 3.2.2,
on prend pour V' la représentation irréductible de K définie par

Parg(V') = (x(t™ - 1), Ay ~ {a}). (3.58)
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On notera (X, Ay) cette paire de parameétres. Comme on a Ay = A \ {«a}, grace a 'hypothése 3,
V et V' vérifient les conditions (3.15) et le lemme 3.6.2 nous assure que 'espace HFP(G’ K, V,V')

posséde un opérateur non nul de support KtK ; on en fixe donc un en suivant (3.17) que 1’on notera
+
2%

Soit Po) = M(q)N(s) le Levi standard associé a {a} C A. Parce que N(q) contient le radical
unipotent Ny du stabilisateur Py N K de VUMK N K o5t un caractere de Moy N K = on écrit
V@MW = 31 @+ ® xi—1 ® X0 0 det ® Xit2 @+ ® Xm,
ot les x; sont des caractéres de O pour j # 0 et xo est un caractére de k. Soit dp > 1 le diviseur

de d qui vérifie
{z € Z | Vo € kJ, xo(@h[z]mp’) = xo0(z)} = doZ. (3.59)

Lorsque I'on a dy > 1, on fait alors ’hypothése suivante.

Hypothése 4 L’espace HFP(G’ K, V', V) posséde un opérateur non nul de support Kt 1K si d
est strictement supérieur a 1.

Si, pour j > 7+ 2, on note d; > 1 l'entier tel que I'on ait
{2 € Z | Vz € k), xj(whlalwp?) = x;(2)} = djZ,

alors combinatoirement ’hypothése 4 se traduit simplement par d; | dg pour tout j > i+ 2. En effet,
dans ce cas-1a, on a y(t~% -tdo) =, et I’équivalence entre les deux formulations suit du lemme 3.6.2.

Dans le cadre de I’hypothése 4, lorsque l'on a dyp > 1, on note ¢} le tel opérateur tel que
@5 (t%~1) o o} (¢) induise I'identité sur VNt "5 ce qui est loisible par la proposition 3.6.3 et (3.17).
Lorsque I'on a dy = 1, parce que t% est central dans A, on sait grace au lemme 3.6.2 que ’espace
d’entrelacements HFP<G7 K,V' V) posséde un opérateur non nul de support’ Kt?4=1K ; on fixe et
on note ¢, celui qui fait de ¢} (t?¥71) o o1 (¢) lidentité sur Ve "5 Enfin, lorsque l'on a dy > 1
(en particulier d > 1), on note de plus ¢} opérateur de Hﬁp(G, K, V', V) tel que @5 (t971) 0 o (¢)
induise 'identité sur Ve MK

Pour ? € {~, —,=} (et lorsque ’hypothése 4 est satisfaite si besoin), go?)\ est un opérateur de Hecke
de HFP(G7K , V') et on cherche a évaluer sa transformée de Satake. Le cas de ¢} ne nous intéresse

que pour m = 3; il sera donc repoussé plus loin dans ce paragraphe.

Lemme 3.10.1 Soient V,a, \,t comme précédemment, et supposons Uhypothése 3 satisfaite. Soit
V' comme en (3.58).
(i) Supposons do > 1 et l'hypothese 4 satisfaite. L’opérateur oy * go}\" de HFZ, (G,K,V) est Ty,x.
De plus, on a Sg(p5 * goj\') = TdyA-
(ii) Supposons dy = 1. L’opérateur @) * <pj\“ de HFP(G’ K, V) est Togy. De plus, on a Sg(p) *

+y
<P,\) = T2dX — T2dM+aV -

Preuve :
Parce que le début de preuve est identique pour (i) et (ii), posons

(30,7 = § (doo~) s> 1
(2d,—) sidp=1.

9ce 2d — 1 a été choisi pour que Pexposant soit strictement supérieur a 0 méme dans le cas déployé d = 1; dans ce
cas-1a, ce choix est d’ailleurs compatible avec celui dans [Herlla)
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On cherche d’abord & montrer que ¢} xp; a pour support K¢% K. Soient ' € X (T)~ et ¢/ = N(@).
On va donc montrer que si go?)\ * gpj\r(t’) est non nul alors on a t' = t%_ On a la bijection d’ensembles
(voir le lemme 3.3.7)
K\KtK & (KNt 'Kt)\K =~ P)\G
Ktk «— (KNt 'Kt)k '

Par décomposition de Bruhat, c’est aussi

(3.60)

1 PPl
weW \\W

En utilisant la fleche (3.60), il en résulte la décomposition

Ktk = [] KtwU nK).
weW \W

La formule (3.1) se réécrit

errel) =Y et el (x).
ze K\KtK

Tout terme de ¢} * o} (') s'écrit alors o} (Hu"tw 1t~ )l (fwu) pour un v € U~ N K et un
w € W. Comme t'u=t(#')~! est un élément de U~ N K, ce terme est non nul si et seulement si
i (Fw it w) el (w™Hw) est non nul. Cela implique ¢} (#w~1t"1w) # 0 et donc 'existence d’un
w' € W avec N — w1\ = (69 — 1)w’A. Mais dans ce cas-1a, on a :
? (460—1 -1, 1

PA(t ) (W) TwT ey (t) # 0.
Cela implique

v, (@)™ (V)W) £ 0,
oit pn, : V' = (V')n, la projection canonique. Par [HV12], Corollary 3.19, on a (') lw™! €
WAWA,,, Wy € W) et donc l'identité A" = Jow’\. Parce que A et A’ sont tous deux antidominants, cela
force w'\ = A, et ainsi X = dpA. On a bien I'affirmation voulue. Prenons donc ¢’ = % et regardons
de nouveau quels termes contribuent & ¢} * ¢ (¢/ ).?Par I'analyse précédente, on a (w') tw=! € W)y,
et w' € Wy, donc w appartient & W) si le terme ¢} (Yu™ w™t71)p] (tfwu) a une contribution non
nulle. Mais alors Kt est la seule classe de K\ KtK & intervenir. Il s’ensuit que cp?/\ *gpj\r est exactement
Vopérateur Ty, de HFP(Ga K, V).

Pour déterminer explicitement Sg(gp?/\ * 90;\*'), on commence par utiliser le lemme 3.3.8 pour écrire
? M
Sa(wi * X)) = Smy (Ty, ) )-

Décomposons My en My X -- - x My ou chaque M; est isomorphe & un GL(m;, D). La représentation
VIVOK se décompose alors aussi en VIVOE = 1, ® ... @V, ou chaque Vj est un caractére de M; N K.
On écrit aussi

(Sot:(tl,...,ts) e My x -+ x M.
On a alors
Hy, (My, My 0 K, VIVOR) = Q) My (M, M; N K, V;)
et on cherche & calculer
S (Tipy ) = San (TH") © Sany (T5) @ - - © Sar, (T

Parce que 'on a Ay = A \ {a}, il existe un unique entier j € [1,s] tel que ¢; ne soit pas une
homothétie. Par le lemme 3.3.9, pour tout ¢ # j, on a donc Sy, (Tt]iwi) = tiwl
Pour déterminer Sy, (thj\_/[j), on va utiliser la proposition 3.9.3. Si on a dp > 1, comme Vj est un

caractére de M; N K, on a directement Sy, (Tt]]\_/[j) = ng par la proposition 3.9.3.(ii). Dans le cas
dp = 1, on utilise la proposition 3.9.3.(i) et le lemme 3.10.2 pour conclure. O
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Lemme 3.10.2 Gardons les hypothéses du lemme 3.10.1.(ii). Soit p € X.(T)~. Alors on a >y,
2d)\ si et seulement si on a p = 2d\ ou p >pp, 2dN + V.

Remarque : Ceci se trouve déja dans le Claim de la preuve de la Proposition 6.7 de [Herlla| dans le
cas déployé; I'auteur ne le reproduit ici que par souci de lisibilité.
Preuve :
Parce que 'on a @ € Ay, il n’est pas dommageable de passer au Levi et de supposer My = G;
c’est donc ce que 'on fera par la suite. L’implication (<) est immeédiate. Prouvons sa réciproque.
Soit ap € X*(T') la somme des plus grandes racines de chaque composante irréductible du systéme
de racines. On écrit ag = ZﬂeA ngB et on a ng > 1 pour tout S € A. Parce que —\ est minuscule
et que 'on a n, > 1, on en déduit (A, ap) = —nq = —1. Comme p est antidominant et vérifie
w—2dX >0, on a

(, ) > (p, ag) > (2d\, ap) = —2d. (3.61)

Ecrivons p — 2d\ = Y, 3 ou les 3; sont des racines simples, éventuellement avec répétition. Deux
cas distincts se présentent alors a nous, selon si (3.61) est ou non une égalité (entre les deux termes
extrémaux).

Si c’est une égalité, alors on a (u, ) = (i, ag), et donc (u, 3) = 0 pour tout 3 € A \ {a}. De ce
fait, on a (i — 2dA, ) = 0 pour toute racine simple 3, et donc p = 2d\.

Si (3.61) est une inégalité stricte, alors on a >_,(3Y, @) > 0. Comme on a (3Y,a) < 0 pour toute
racine simple 3 # «, il existe un indice i tel que 3; soit c. Il en découle p > 2d\ + «V. Le lemme est
prouveé. Il

Soient V' et V'’ deux représentations irréductibles de K qui sont conjuguées. Alors, par le lemme
3.6.1 et la proposition 3.3.1, les algebres HEJ (G,K,V) et HFP (G, K,V') sont canoniquement iso-
morphes via l'isomorphisme de Satake :

~oa— UNK\ ~ /- UNKy\ ~
HFP(G,K,V)S—C;HFP(A,AQK,V n )—>HFP(A,AOK,(V’) ) = Hg (G K V).

SG
Tout caractére de F,-algeébres y : HFP(G> K,V) — F, induit alors un caractére
X' Hg (G, K, V') &= Hg (G, K, V) 5T,

Proposition 3.10.3 Soit x : HFP(Gv K\ V) — ﬁp un caractére de E,—algébres de paramétre de
Hecke-Satake (M, xar). On suppose M # G et on prend o € A~ Apr. On suppose Uhypothése 3 et
on définit V' comme en (3.58), dy comme en (3.59). On suppose de plus Uhypothése 4. Supposons
enfin l'une des deuz conditions suivantes satisfaite :

(¢) &¥(w) ¢ Zu(V);

(b) xm(a(w)) # 1.

Alors (,0:\F induit [isomorphisme
i G w i aG v "
indg V @y Fp — indg V' @4 0
de G-représentations.

Remarque : L’hypothése 4 est en particulier satisfaite dans le cas déployé d = 1, de sorte que ’on
recouvre ’énoncé de changement de poids de [Herlla].

Remarque : Combinatoirement, ’hypothése « non (a) » signifie que « est coincée entre deux blocs de
M de taille 1 et que 'on a dy = 1.

Preuve :

On va montrer que cpj réalise cet isomorphisme, d’inverse gog\ avec

- {~ i 6Y(@) & Zu(V);
— sia¥(w) € Zu(V) et xp(a¥(w)) # 1.
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On remarque ensuite que cp;\r et apr';\ induisent aprés tensorisation par x des opérateurs

o el _
il’ldK V ®H’X Fp <T IIldK V, ®H,1X, ]Fp.
Py ®1
En effet, on peut voir x et x’ comme des caractéres de

He (A ANK VUNE) S He (A, A0 K, (V)U1F)

grace & la transformée de Satake. Et une fois identifiées H% (A, ANK, VUQK) et ’H% (A, AN
p P
K, (V')UNE) les structures de module a droite et & gauche sont la méme sur Hy, (A, ANK, VUNE (yHUnKy

ce qui justifie que goj\r et go?)\ induisent bien cpj\“ ®1 et QD?A ® 1 comme voulu.
Pour f € ind%’; V, image de f ® 1 par la composée

0d% V @, Fy 200 ndG V! @0 Fy 22 1ndG V op F,
est
(pixef)-f@1=f@x(eh*of);
et de méme pour la composée associée a go;\r * go;. Il s’agit donc de montrer que X(cpj\r * gp;\) et
X(SOE\ * cp:\*') sont tous deux non nuls.
Supposons dans un premier temps que on a x(¢5 * ¢} ) # 0. Alors (¢} ® 1) o () ® 1) est un

isomorphisme, et en particulier l'image de (pj ® 1 est non réduite & 0. Prenons un élément non nul
(goj\r ®1).f € ind% V' Q@ Fp; son image par

s G 1/ *‘P?A®1~G *"‘&L@l-G/ =
indg V' Qv Fpy —— indg V @y Fp —— indg V' @y v )

est alors

0¥ (/) ® x(@3 *9}) = o} * (i xef)-f©1
= (pf *93) * o) F® 1=} () @x(ph * #))-
On en déduit alors
X(9F *03) = X(pi x @) #0
et 4,0:\F * go?A est aussi un isomorphisme. Cela nous assure 1’énoncé voulu.

Il reste donc a montrer y(¢} * ¢} ) # 0. Deux cas se présentent a nous : d’abord si on a aV(w) ¢

Z m(V), c’est que ou bien les blocs de M autour de « ne sont pas tous deux de taille 1 ou bien dy est
strictement supérieur a 1. Lorsque do > 1, par le lemme 3.10.1.(i), Sq(¢5 * go;\r) est 74,1. De plus,
I'hypothése 4 nous assure que doA est dans X, (7). Par le lemme 3.4.1, on a alors

X(@5 % 93) = XD (1400) # 0.
Si on a dy = 1, mais que 'un des blocs de M autour de « est de taille > 1, on utilise le lemme
3.10.1.(ii) : Sq(p), * goj\') = Togx — Tadriav- Par le lemme 3.4.1, on a de nouveau
X(SOX * @I) = X(A)(Tzdx) - X(A) (T2dr+av) = X(A) (T2ax) # 0.

Placons-nous maintenant dans le second cas de figure : &Y (@) € Zp (V) et xm (@Y (w)) # 1. Dans
ce cas-1a, on a dy = 1 et Sg(p, * goj) = Togx — Tadr+av par le lemme 3.10.1.(ii). On utilise alors la
proposition 3.4.3 pour affirmer

Xy * @) = xaur(M(@)*) ™ = xar(A(@)a" (w)) ™

= xr (A @)?) T (1 = xm (@ (@) 1) £ 0.
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Le résultat est donc prouvé. O

On va appliquer ce qui précéde & B~ au lieu de B, de sorte que V* et le parameétre HS-dual de
X vont apparaitre.
En effet, notons (x, —Ay,) la paire de paramétres Parg— (V) : par la proposition 3.2.3, on a alors
Parg(V*) = (x !, A};). On suppose U'hypotheése 3 pour B™, c’est-a-dire que o est un élément de
Ay,. On prend A le copoids fondamental minuscule pour « tel que le dernier coefficient diagonal

de A(z) est 1 pour tout z; en particulier, ¢ := A(w) € Ap est maintenant dominant (pour B). On
définit dés lors V/ comme la K-représentation irréductible satisfaisant

Par_ (V') = (x@'-1), Ay N {—a}). (3.62)

De cette maniére, le diagramme (3.14) nous assure que c’est le paramétre HS-dual de x qui intervient.
Aussi, on fait remarquer

Zu(V*) = Za (VYY) = Zo (Vo )-

Tout cela se réécrit de la facon suivante.

Corollaire 3.10.4 Soit x : HFP(G’Kv V) — F, un caractére de Fp-algébres de paramétre HS-dual
(M, xar). On suppose M # G et on prend o € A~ Apr. On suppose Uhypothése 8 pour B~ et on
définit V' comme en (3.62), dy associé pour VN@nK - On suppose de plus Uhypothése 4. Supposons
enfin l'une des deuz conditions suivantes satisfaite :

(a) &¥(w) ¢ Zu(V*);

(b) xm(a¥(w)) # 1.

Alors cp;\r induit isomorphisme
1nd?( %4 ®H7X Fp = 1nd§ V/ ®H/’X/ Fp
de G-représentations.

Preuve :
Comme pour la proposition 3.10.3, on cherche & évaluer X((p?/\ * gp;) Cette fois-ci cependant, on écrit
cela (x o ('Sa)™1) (('Se)(¢} * ¢))), ot on a inversé

'Sa : Mz (G, K, V) = Hg (A, AN K, Vi)

év*) via la proposition 3.3.2 :

sur son image. Enfin, on calcule ‘Sg(¢} * ) en se ramenant & S,

\%4 ? % — ?
'SS7 (05 % 0) = 1a(SE (151 (5 + 0]))).
Le reste est identique & la preuve de la proposition 3.10.3. [l

Cet énoncé de changement de poids va nous permettre d’effectuer le travail nécessaire pour
GL(m, D) avec certaines hypothéses sur le degré de D sur F. Pour m < 3, ces hypothéses ne sont
pas nécessaires mais il faut faire appel & un autre énoncé de changement de poids, dans le cas ot V'
n’est pas « trop irrégulier ». C’est ce que l'on propose de présenter maintenant.

Hypothése 5 La K-représentation irréductible V' n’est pas un caracteére.

On va utiliser la forme équivalente « le stabilisateur (Py N K)K (1) de la droite VY™K nest pas K »,
ou encore la condition équivalente Ay # A.
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Lemme 3.10.5 Supposons m =3 et d > 1. Soient V,a, A\, t comme pour le lemme 3.10.1 et suppo-
sons les hypothéses 3 et 5. Soit V' comme en (3.58). L opérateur @5 * oy de HFP(GvKa V) est Tyy.
De plus, on a

st dg > 1;

— Td\
SG Txpl) =
((P)\ SD)\) {Td)\ — Td\+aV st do =1.

Preuve :
Le début de la démonstration du lemme 3.10.1 est encore valable et ¢} * gpjf est simplement l'opé-
rateur Tyy. A cause des hypotheéses 3 et 5, Ay est exactement le singleton {a}; si My désigne le
Levi standard de Py, le lemme 3.3.8 nous donne Sg(Tyx) = Swmy, (Té‘;{v). Ecrivons My = My x My
avec Apr, = {a}. La représentation VNVOK est un caractére de My N K et on peut la décomposer
en VMWVOE — 1, @ 1, ou V) et Va sont respectivement des caractéres de M; N K et de My N K. On
a alors
Mz, (My, My N K, VAVNEY) = HFP(MLMI NK,V)® Hﬁp(Mz,Mz NK,Va),
et il s’agit de calculer
M M M
SMV (Td)\v) = SMI (Tt1 1) ® SM2 (th 2)

0

1 ..
ol to est 1’élément ( - ) et t; est (1) ou (w) selon les positions de M; et de My. Dans tous

0
les cas, on a Sy (Tt]yl) = thyl (car Sy, est l'identité) et le calcul de Sy, (Ttgb) fait appel a la
proposition 3.9.3.(iii) si dy > 1, et & la proposition 3.9.3.(i) et & un analogue du lemme 3.10.2 pour
w > dAsi dy = 1. Cela conclut la preuve. O

Proposition 3.10.6 Supposons m = 3 et d > 1. Soit x : Hﬁp(G, K,V) — F, un caractére de

F,-algébres de paramétre de Hecke-Satake (M, xar). On suppose M # G et on prend o € A\ Ayy.
On suppose les hypothéses 3 et 5 et on définit V' comme en (3.58). Supposons enfin l'une des deuz
conditions suivantes satisfaite :

(a) &' (@) ¢ Zu(V) ;

(b) xum(a¥(w)) # 1.

Alors <,0:\F induit [isomorphisme
ind% V @9,y Fp = ind% V' @9 0 Fy
de G-représentations.

Preuve :
Le méme raisonnement que dans la premiére partie de la preuve de la proposition 3.10.3 nous indique
qu’il s’agit de montrer x (3 * cp}f) # 0. On définit dy comme en (3.59). Deux cas se présentent &

nous : si on a dg > 1, alors Sg(¢y * goir) est T4y par le lemme 3.10.5. Puisque X(w)d est dans ZM(V)
et que x se factorise par Sé/[ , on utilise par suite le lemme 3.4.1 pour affirmer

x(ox * o) = xW(ran) #£ 0.

Sionady =1, Sa(py * (pi) est Tgxn — Tar+av- On a de nouveau une subdivision de cas. D’abord, si

aV(w) n’appartient pas a Zy(V), le lemme 3.4.1 nous dit :
X5 *9%) = XY (ra) = XN (rargav) = XM (ran) £ 0.

Enfin, si on a &@"(w) € Zy(V) et xur (a¥(w)) # 1, on utilise la proposition 3.4.3 :

X(ex *0) = xur (@) 7 1 = xar (@Y (@) ) #0.

La preuve est terminée. U

On reprend le formalisme précédent le corollaire 3.10.4, et de la méme maniére on obtient :
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Corollaire 3.10.7 Supposons m = 3 et d > 1. Soit x : HFP(G’ K,V) — F, un caractére de F,-
algébres de paramétre HS-dual (M, xnr). On suppose M # G et on prend o € A\ Apr. On suppose
les hypotheéses 3 et 5 pour B~ et on définit V' comme en (3.62). Supposons enfin l'une des deuz
conditions suivantes satisfaite :

(a) &¥(w) ¢ Zu(V*);

(b) xum(a"(w)) # 1.

Alors cp;\r induit 'isomorphisme
4G w6 w
indg V @y Fp — indg V' @y o [

de G-représentations.

3.11 Irréductibilité des induites paraboliques

Dans tout ce paragraphe, on supposera la formule de comparaison de tranformées de Satake
(conjecture 2) satisfaite.

Soit P un parabolique standard de G de radical unipotent N et de Levi standard M. Ecrivons
M =1],; G; avec G; = GL(m;, D) pour 1 <i <ret ) . m; =m. Pour 1 <1i <r,soit K; le compact
maximal GL(m;, Op) de G;.

Lemme 3.11.1
(i) Les représentations irréductibles admissibles de M sont les o = @), 03 pour o; une représen-
tation irréductible admissible de G;.
(ii) Les (M N K)-poids de o sont de la forme QQ, V; ot V; est un K;-poids pour o;.
(111) Les paramétres de Hecke-Satake correspondant aux vecteurs propres de Homg (V, o) sont
de la forme ([, My, 11; xar,) 0 (M;, xa,) est un paramétre de Hecke-Satake pour un vecteur
propre de Homp, (V;, 0y).

Preuve :

C’est identique & |Herlla|, Lemma 8.2. Revenons tout de méme un instant sur I’énoncé de factori-
sation en produit tensoriel du (i). Prouvons le cas M = G X Go, le cas général s’en déduisant par
récurrence.

Soient 0 et o9 deux représentations irréductibles admissibles de G et Go respectivement. Montrons
que 0] ® oy est une représentation irréductible admissible de M. L’admissibilité de o1 ® oo vient de
ce que I'on a (0] ®ag )1 H2 = afl ®O‘2HQ pour tout sous-groupe compact ouvert Hy X Hy < G X Gbs.
Voyons que o1 ®og est irréductible. Commencons par remarquer que, par lemme de Schur admissible,
pour tout vecteur non nul v; de o1 et tout sous—Fp—espace vectoriel my de o9,

me — Homg, (01,01 ® m2)
Vy (Ul — U1 & 2}2)

est un isomorphisme de F,-espaces vectoriels. Aussi, parce que toute sous-Gi-représentation m de
01 ® o9 est isomorphe & une somme directe de o1, & nouveau grace au lemme de Schur, pour toute
telle m on a lisomorphisme de G;-représentations

~

o1 ® Homg, (o1,71) — 7

v f —  f(v)
On en déduit la bijection

{sous-F,-espaces vectoriels de 02} — {sous-Gj-représentations de o1 ® o2}
T — 01 & T
Homg, (01, 7) — s
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De ce fait, toute sous-G1-représentation non nulle de 07 ® o9 est de la forme o; ® w9 ol 7y est une
sous-Go-représentation non nulle de oo. Parce que o9 est irréductible, on a mo = o9 et 'irréductibilité
de 01 ® o9 voulue.

Montrons la réciproque. Soit ¢ une représentation irréductible admissible de M. On choisit un vec-
teur non nul v € ¢ et on regarde la sous-G1-représentation m; de o engendrée par v. Parce que v est
fixe par un sous-groupe compact ouvert H; x Hy de M, pour tout sous-groupe compact ouvert K;
de Gy, 7" est inclus dans o®1%#2 et est donc de dimension finie : 7, est admissible. Par [HV12],
Lemma 7.10, il existe alors une sous-G1-représentation irréductible admissible o1 dans 7. Formons
maintenant 79 = Homg, (01, 0). C’est une Ga-représentation admissible : si on fixe v; € afh non nul,
f € mo est alors déterminée par f(vy), et si f est dans sz pour un sous-groupe ouvert compact Hs
de Gy alors f(v1) est dans of11#2 qui est de dimension finie. Une nouvelle application de [HV12],
Lemma 7.10 fournit une sous-Ga-représentation irréductible admissible o9 de m. Le morphisme non
nul o1®oy = g

v1® fa = fa(vr)

On est maintenant en mesure de prouver le premier résultat important, qui est un critére d’ir-
réductibilité d’une induite parabolique. On a besoin de rajouter soit une hypothése sur le groupe G
lui-méme, soit sur le parabolique P a partir duquel on induit.

est un isomorphisme par irréductibilité de o et de 01 ® o9. O

Hypothése 6 L’une des deux conditions suivantes est satisfaite :
(a) le degré d est un nombre premier, ou égal a 1 ;
(b) Uentier m est inférieur ou égal a 3.

Hypothése 7 Le parabolique P est minimal, égal o B.

Théoréme 3.11.2 Supposons ’hypothése 6 ou l’hypothése 7 satisfaite. Soit, pour tout 1 < i < r, o;
une représentation irréductible admissible de G; qui soit dans l'un des cas suivants :

(a) o; est supersinguliére avec m; > 1;

(b) o; est une représentation de D* (i.e. m; = 1) avec dim o; > 1;
x Nmm o pL F).
Supposons p; # pix1 s’il y a deuz blocs adjacents dans le cas (c). Alors Ind% (o) ® - ® 0,) est
wrréductible admaissible.

(¢) o; ~ Stg,p? pour un parabolique standard Q; < G; et un caractére p; : D

Preuve :
On pose 0 = 01 ® - -- @ o,. Commencons par I’admissibilité!?. Grace a la décomposition d’Twasawa
(voir [HV11], Proposition 6.5), 'injection naturelle

PNEK\K — P\G

est un isomorphisme. Alors, par restriction des fonctions a K, (Ind$ )% (") est égal a (Ind5 ;- o)X

~(h)
pour h > 1. En réduisant modulo K (h), on obtient alors que ce dernier est isomorphe a Ind<,,, (¢ "))
P

ou M(h) désigne M N K(h); cet espace est de dimension finie par admissibilité de o.

Venons-en a lirréductibilité. Soient 7 une sous-G-représentation irréductible non nulle de Ind% o
et V un K-poids de 7. Par admissibilité de m, Homg (V, ) est de dimension finie sur F,. La F-
algeébre commutative HE}(G’ K, V) agit sur Homg (V, ), et on choisit alors un vecteur propre f # 0

pour cette action. Il lui est ainsi associé un caractére x : HFP (G,K,V) — F, de F,-algebres et un
morphisme surjectif de G-représentations

O indf V OH,x; Fp — .
Par le lemme 3.4.6, s se factorise en

Mg, (G, K, V) @ Mz, (M, M N K, Vyak) ZFp

10cet argument est en fait présenté en toute généralité au (2) du chapitre I, paragraphe 5.6 de [Vig96]
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De plus, xo et xf ont méme parameétre HS-dual (L, x1) avec L < M. Soit P’ le parabolique standard
contenu dans P de radical unipotent N’ et de Levi standard M’ = [, M/ défini par :

— M] = G si o; est dans le cas (a) ou (b);

— M est le Levi standard de Q; si 0; est dans le cas (c).
En particulier, on remarque que P’ est P si et seulement si toutes les Steinberg généralisées « dans
o » sont des caractéres. Par la proposition 3.5.6, xo se factorise en

HFP(M?M N K, VNmK) /:5;;’ HFP(M/, M'N K, VN’OK) ;)Fp,
M
et x a encore (L,xz) comme paramétre HS-dual, donnant donc L < M’. On définit de plus la
M'-représentation o’ = @), o} par
— o0} = 0; si dans le cas (a) ou (b);
~ ol = pY odety si dans le cas (c).
Par réciprocité de Ffobenius, on a

Hompg (V,7) C Homg (V, Indg O‘) ~ Hompng(V,0) = HOmMﬁK(VNﬂK,U),

et on notera f; : Vynxg — o le morphisme de (M N K)-représentations qui est l'image de f €
Hompg (V,7) par cette injection. Par le lemme 3.11.1, on peut écrire Vyng = @), Vi et on a des
fleches de Kj-représentations V; — o;. Lorsque o; est une représentation de Steinberg généralisée,
par la proposition 3.5.5, on a une fleche de (K; N M])-représentations (V;)ny/ng, — o;. Lorsque o;
est d'un autre type, on a M/ = M, et il n’y a rien a dire pour pouvoir affirmer l'existence dun
morphisme non nul de (M’ N K)-représentations Vynx — o’. Ainsi f; se factorise par

VNnk = Vink ELNPY Co

avec fo un morphisme de (M’ N K)-représentations.
Puisque o’ est une M’-représentation irréductible, on a la surjection

. M = /
mdM,mK VNniak ®HM/7X Fp —» 0,

que l'on notera encore fo. Par exactitude du foncteur Ind%ﬁ s (voir [Emel0], Proposition 4.1.5, et
[Vig12], Proposition 1.1), on a la surjection de M-représentations

Ind fo : Ind¥ .y, (ind}h o Vv @30,,0x Fp) — IndM 0.

Par l'irréductibilité de o et la définition des Steinberg généralisées, on en déduit la surjection de
M-représentations

f3:nd¥ -, (ind%:mK VNink @y Fp) = md¥ 0 — o
Par transitivité de Ind et exactitude de Indg, on a finalement le morphisme G-équivariant
Ind f5 : nd$ (ind}} ¢ Vv ®2,,0x Fp) — Ind% o
Si V est (P')”-réguliére, par la proposition 3.3.6, on obtient
(Ind f3) oy : ind% V @ F, = IndIG;./ (ind%;mK VNink @H,,x Fp) —» Indg o.
Veérifions que (Ind f3) o vy s’identifie a
D ind% v QH,xs F, »mC Ind% o.

Parce que l'on a
w([Lv]@1)(1) = [1,py(v)] @1,
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et donc
((mdfs) 0wy )([1,v] @ 1)(1) = faopar(v) = f(v)(1)

pour tout v € V, on a bien (Indf3) o tyy = ®;. Il en résulte 7 = Ind% o et Iirréductibilité de Ind§ o
comme voulu.

Si V n’est pas (P’) " -réguliére, par la proposition 3.11.3 ci-dessous que nous admettons pour I'instant,
il existe une K-représentation irréductible (P’')~-réguliere V' conjuguée a V et vérifiant

ind% V @y, Fp = ind% V' @9,y Fy.

Ainsi on a une surjection ind% V’ ®H,x F, — 7, et 7|k contient V’. De cette maniére, on peut ré-
itérer le raisonnement précédent avec V' au lieu de V' et conclure quant a 'irréductibilité de Indg .

Par la remarque suivant le lemme 3.4.6, on va pouvoir se placer sous 'hypothése suivante pour
les K-poids de m ol 7 est une sous-représentation de Indg o; en d’autres termes, « I’hypothése 7
implique I’hypothése 8 ».

Hypothése 8 Le paramétre HS-dual du caractére x : 'Hﬁp(G, K,V) — F, est de la forme (A, xa)

ol x4 est un caractére Zu(V*) — F;.

Proposition 3.11.3 Soient P et o comme dans le théoreme 3.11.2, P' comme dans sa preuve.
Soient V un K -poids de Ind% o et x : ’HFP(G, K,V) — T, un caractére propre sur Homg (V, Ind% o).
Supposons I’hypothése 6 ou I'hypothése 8 satisfaite. Alors il existe une K-représentation irréductible
V' satisfaisant auz trois conditions suivantes :
(i) Vunk et Vg sont conjuguées en tant que (A N K)-représentations (de sorte que l'on peut
identifier HFP(G,K, V) et ’HE(G,K, V') ; on notera H chacune de ces deuz algébres) ;

(1) on a un isomorphisme de G-représentations
. 1G ™~ 3Gyt w .
indg V @y, Fp — indg V' @3y Fps
(111) V' est (P")~ -régulicre.

On repousse la preuve de cette proposition aux trois sous-sections suivantes.

Pour l'instant, récoltons les fruits du théoréme 3.11.2 & travers un premier corollaire. On veut
supprimer I’hypotheése p; # p;1+1 des blocs adjacents de type (¢) et voir ce qui en découle. Pour cela,
si on a la méme donnée que dans I’énoncé du théoréme 3.11.2, lorsque deux blocs de type (c¢) sont
adjacents, on les regroupe. Ainsi si Gy, 41, Gi 42, - - -, Gi,, sont des blocs adjacents de type (c) avec
Pix+1 = Pi+2 = -+ = pi,,, (et que les blocs alentours ne sont soit pas du type (c), soit ont un p;
différent), alors on note G, le facteur GL(my; 41+ - - +my,,,, D) dont My := Gy 11 % -+~ x Gy, est
un Levi. On laisse les autres G; inchangés (sauf qu’on les a renumérotés). On note @ le parabolique
standard de Levi G} x - -+ x GL%.

Corollaire 3.11.4 Soit, pour tout 1 < i < r, g; une représentation irréductible admissible de G; qui
soit dans U'un des cas'! (a), (b), (c) du théoreme 3.11.2. Alors Ind$(o, ® --- ® 0,) est de longueur
finie, de constituants de Jordan-Hdlder les Indg (01®---®0%) ou o) est la représentation oj, associée
si on n’a pas changé le bloc et o, parcourt l’ensemble des StRip? avec

{ARi 2 A, | AMZ’ N Ay, CAN ARi}

pour des blocs adjacents de type (c). Chacune de ces représentations irréductibles admissibles y
apparait avec multiplicité 1.

'1on ne suppose cependant pas p; # pi+1 pour les blocs adjacents de type (c)
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Preuve :
C’est une conséquence du corollaire 3.5.4, du théoréme 3.11.2 et de 'exactitude de Indg (voir
|[Emel0], Proposition 4.1.5, et [Vigl2|, Proposition 1.1). O

Soit P" le parabolique standard de radical unipotent N” et de Levi standard M"” = [, M’ défini
par :

— M/ = G; si 0; est dans le cas (a) ou (b);

- M!" = AN G; si o; est dans le cas (c).
Avant que d’attaquer la preuve de la proposition 3.11.3, qui différe selon I’hypothése vérifiée, on va
préciser un peu le parameétre HS-dual de x.

Lemme 3.11.5 Soient P et o comme dans le théoréme 3.11.2, M" comme précédemment. Soient
V un K-poids de Ind$ o et x : HFp(G7 K,V) — F, un caractére propre sur Homg (V,Ind% o) de
parametre HS-dual (L, x ). Alors on a L = M".

Preuve :
On a déja remarqué (grace au lemme 3.4.6 et a la proposition 3.5.6) 'inclusion L < M”. On a la
factorisation suivante de ¢5(x) :

1 (x)

M (G K, V)//m 7

> Hg (M",M"NK,(V*) F,.

SM/ Fp
G
LM// i X/

HFP (M”, M'"N K, VN”mK)

On écrit
VNingk =V1®@ - @V,

ou chaque V; est une représentation irréductible de M;'N K. Alors, par le lemme 3.11.1, le parameétre
HS-dual de X est (L, xr) = (Hl L, 11, XLi) ou on a L; < M/ pour tout i.

Lorsque o; est une représentation de D* ou une représentation de Steinberg généralisée, M ne
posséde pas de sous-groupe de Levi propre et on a L; = M. Lorsque o; est une représentation
supersinguliere, on a L; = M; = M/ par définition. Le résultat en découle. O

Remarque : Le premier cas que I'on n’arrive pas a résoudre (proposition 3.11.3, théoréme 3.11.2)
est celui de d > 1 entier composé et m = 4 avec m; = mg = 2, 01 et o9 deux représentations
supersinguliéres.

3.11.1 Preuve de la proposition 3.11.3 sous ’hypothése 6.(a)

On rappelle que 'hypothése 6.(a) nous place dans les conditions « d premier ou égal a 1 ». On
note Parg(V*) = (xv+,Ay,), de sorte que l'on a Parg— (V) = (X‘_/l, —Ay,) par la proposition 3.2.3.
On procede par récurrence descendante sur 'ensemble fini Ay, \ Ay, N Ay, Sice dernier est vide,
alors on a Ay, € App et Voest (P')”-réguliére : on peut prendre V = V".

Supposons donc Ay, N Ay, N Ay # @, et prenons o une racine de cet ensemble. Par définition,
I’hypothése 3 pour B~ est satisfaite. On définit A\, ¢ comme avant le corollaire 3.10.4, dy associé pour
VNonk et V' comme en (3.62). A cause de 'hypothése 6.(a), ’hypothese 4 est satisfaite (puisque
dy > 1 implique dy = d). 1l reste & montrer &"(w) ¢ Z(V*) ou xr(@"(w)) # 1 pour pouvoir
appliquer le corollaire 3.10.4. Grace au lemme 3.11.5, on a L = M”. Par hypothése, on a o & Ay
De plus, Vyng se décompose en Vyng = V1 ® --- ® V. ot V; est une représentation irréductible de
K;. Dans le cas o1l g; est une représentation de Steinberg généralisée, par la proposition 3.5.5, V; est
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uniquement déterminée et est Q; -réguliere. De ce fait, o n’appartient pas & Ays. Notons i € [1,r—1]
Uentier tel que av ¢ Ajpy est situé entre les blocs G et Giy1.

Si 0; ou 0441 est une représentation de dimension > 1 de D>, alors on a &" (@) ¢ ZA(V*) D Zp(V*).
Si 0; ou 0,41 est une représentation supersinguliére, on a " (w) ¢ Zr D ZL(V*). Si enfin o; et 011

sont toutes deux des représentations de Steinberg généralisées, on a &"(w) € ZL(V*). Mais alors,
comme on a p;|nx = piy1|ox (puisque « est dans Ay,) et p; # piy1, on obtient
D D

Xz (@Y (@) = pir1(wp)pi(wp) " # 1.
Dans tous les cas, on peut appliquer le corollaire 3.10.4 et obtenir
ind% v Oy Fp = ind% v’ 1y Fp.
De ce fait, V' veérifie (i), (ii) et
Ay NAG N Ay AN AL N Ay

Par récurrence descendante, on obtient le résultat voulu.

3.11.2 Preuve de la proposition 3.11.3 sous ’hypothése 8

L’hypothése 8 nous dit L = A, et on cherche V' (P’)-réguliére vérifiant (i) et (éi). On note
Parz(V*) = (xv=, A},). On proceéde par récurrence descendante sur 'ensemble fini Ay, N A N A .
Si ce dernier est vide, alors V' est (P’)”-réguliére et on prend V' = V.

Supposons donc Ay, N A, N Ay # @, et prenons a une racine de cet ensemble. On note P‘(/_)
le parabolique antistandard!'? tel que (P‘(/_) N K)K(l) est le stabilisateur de la droite VU NK ~

Vunk, et P‘(/_) = M‘(/_)N‘(/_) sa décomposition de Levi antistandard. On note P‘(/+) = M‘(/_)N‘(,Jr)
le parabolique opposé a P‘(/_), et qui est donc standard. Parce que V est P{(,_)

proposition 3.3.6, on a 'isomorphisme de G-représentations

-réguliére, par la

v

(=)
oG = G . M _
indg V @u Fp — IndP‘(/Jr) (md i NnK ®HM(—>’X/ IE‘p),

v

-)
M nK

ou on a factorisé x en (ce qui est loisible par le lemme 3.4.1 et la proposition 3.4.3 au vude L = A) :

_ _ (=) A7) i
Hz (G, K, V) <—>)HFP(MV , My, mK,VN‘(;)mK);IFp.

On décompose ensuite M‘(/_) = MM x ... x M® ou chaque M est isomorphe a un GL(mZ(._), D).

La représentation V() . se décompose alors en
Ny nK

Vv

N&HHK:W@---@VS

ot chaque Vj est un caracteére de M@ N K. On écrit aussi

Hy, (M, M VK V) = &), He, (MO, MO 1 K, V)

+
Mk

et X' =TI, x} avec x; : Hr, (M® M® N K,V;) — F, un caractére de Fp-algébres pour tout .

Il existe un unique entier j € [1, s] tel que la racine o appartient & A, ;;). On ne travaille alors plus
qu’a lintérieur du groupe réductif M), On a a € A‘_,j C Ay, et I'hypotheése 3 pour B~ N M) est
vérifiée ; de plus, comme V; est un caractere de M () N K, ’hypothése 4 est vérifice. On prend A, ¢, Vj’

12attention, ce n’est pas le parabolique opposé & Py
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associés pour (‘/j)N(a)mM(j)mK dans M), Par le méme raisonnement qu’au début du paragraphe
3.11.1, on a en fait a ¢ Apr O App. On note alors @ € [1,r — 1] entier tel que « est situé entre les
blocs G; et Giy1.

A cause de ’hypothése 8, ni o; ni 0,41 ne peut étre supersinguliére. Si ¢; ou 0;41 est une représen-
tation de D* de dimension > 1, alors on &Y (w) ¢ Zao(V*) = Z(V*). Si 07 et 0441 sont toutes deux
des représentations de Steinberg généralisées, on a &Y (w) € Z1(V*) mais

(Xj)a(@’(@)) = pir1(@p)pi(wp) " #1,

ou (A N M) , (x ’) ) désigne le paramétre HS-dual de X] Dans tous les cas on peut appliquer la
proposition 3.10. 4 et obtenir

ind ) Vi @9 ' Fp = indM Vi @

MUNK )X MONK ¢ Fp- (3-63)

M) X5
Notons
Parg(V*) = (x1 ®@ - @ xj—1 ® Xj ® Xj41 @+ @ Xs, A})

ol chaque y; est un caractére de AN M@, On définit le caractére X; de AN M) égal & x;(t1-t)
(on rappelle que t est associé & ), puis on note V' 'unique représentation irréductible de K (le lien
explicite étant donné par la proposition 3.2.3) vérifiant

Parg (V) ) = (1@ @ xjm1 @ X @ Xj41 @ -+ @ Xs, Ay N {a}), (3.64)
ce qui est bien autorisé car on a (avec la notation de (3.3))

A><1®-~'®Xj—1®X}®Xj-¢-1®~~-®Xs = AX1®‘"®Xj—1®Xj®Xj+l®"‘®X5 N {a}

Grace a (3.63), on a

() M)

1nd ( ) KVNH_)OK ®H ( )X/F —>1DdM( ) KVN(+)OK ®H ( )»X/ Fp.

De plus, V' est a fortiori P‘(/_)—réguliére, et en appliquant la proposition 3.3.6, on a :

( )

1ndKV®HXIF —~ o Ind% +>(1nd VN(+)OK®H ( )7X/F)

MG

M( ) KVN(+)OK

MmNk

deV ®HXF > nd% +>(1nd ®H i )»(’F)

Enfin, V;~x et Vunk sont conjugués (voir (3.64)) et on a
AL NAL N Ay AL N AL N Ay

Par récurrence descendante, on a fini.

3.11.3 Preuve de la proposition 3.11.3 sous ’hypothése 6.(b)

On rappelle que ’hypothése 6.(b) est « m < 3 ». Dans le cas m = 1, il n’y a rien a faire. Lorsque
m est égal & 2, de deux choses 'une : ou bien P est égal G et il n’y a rien a prouver, ou bien P
est minimal et ’hypothése 8 est satisfaite, de sorte que 'on peut utiliser le paragraphe 3.11.2 (en
une version simplifiée dans laquelle la récurrence se termine au bout d’une étape au maximum).
Supposons donc m = 3 et examinons les différents cas possibles.
Si P est égal & G, o est une représentation supersinguliere de G et on a P’ = P = G : il n’y a rien
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a prouver. Si P est minimal (c’est-a-dire égal a B), on utilise & nouveau le paragraphe 3.11.2 pour
x
conclure. On note Parz(V*) = (xv+,A,) et « la racine Yy — Ty~
z
racine de A. Il nous reste a examiner les cas Ap = {a} ou Ap = {S}.

L. on appelle 3 I'autre

Supposons dans un premier temps Ap = {#}. On suppose Ay, \ Ay, N Ay non vide (sinon il
n'y a rien a faire) et on prend ¢ dans cet ensemble. Par le méme raisonnement qu’au paragraphe
3.11.1, on a § ¢ Ay, et donc 0 = a. Prenons alors A le copoids fondamental minuscule associé & a
de dernier coefficient diagonal égal & 1, et t = A\(w) € AX. On prend dy associé pour VN(a)m K et V/
comme en (3.62). On remarque que 'expression de ¢ (¢ associé & a # et A, O Ap = {3}) implique
que 'hypothése 4 est automatiquement satisfaite (puisque on a x(t~% - t%) = x). Récapitulons la
situation : o est une représentation de D* de dimension > 1 ou bien un caractére de D> ; et o9 est
une représentation supersinguliére ou bien une Steinberg généralisée. Si oy est de dimension > 1 ou
si o9 est une supersinguliére, alors on a @"(w) ¢ Z(V*). Si 07 est un caractére et oo une Steinberg
généralisée, par le lemme 3.11.5, on a L = A et &@¥(w) € Z1(V*). Mais alors on calcule

xz(@¥(w)) = pa(wp)p1(wp) ™' # 1.
Dans tous les cas, on peut appliquer le corollaire 3.10.4 et obtenir :
ind%’; Vv ®H:X Ep = ind?( %4 ®H7X ﬁp.
La représentation V' est (P')~-réguliére (& cause éventuellement de la proposition 3.5.5) et convient.

Supposons maintenant Ap = {a}. On suppose encore A, \ A, N Ay non vide et on prend
6 dans cet ensemble : on a cette fois-ci § = 3, par la méme argumentation. Soient A le copoids
fondamental minuscule associé a 5 de dernier coefficient diagonal égal & 1, et t = A(w) € AX. On
prend dp associé¢ pour Vy,nx et V' comme en (3.62). Si on est dans le cas déployé d = 1, on peut
utiliser le corollaire 3.10.4 en raisonnant comme dans le cas Ap = {}. On suppose donc & présent
d > 1. Supposons dans un premier temps A, . = A; alors I'hypothese 4 est satisfaite. La méme
discussion de cas que pour Ap = {8} nous permet de voir 3¥(@) ¢ Z(V*) ou 1 (Bv(w)) #1. On
applique alors encore le corollaire 3.10.4 pour conclure.
Il reste donc a examiner le cas Ay .. # A. On a alors Ay, = Ay, et en particulier o2 ne peut pas
étre une représentation de Steinberg généralisée (& cause de la proposition 3.5.5). On a ainsi L = M
et BY(w) ¢ Zr D Z(V*). On peut donc appliquer le corollaire 3.10.7 et obtenir

ind% V @9, Fp = ind% V' @9y, Fp.

Aussi, la représentation V'’ est (P’)”-réguliére et la preuve est terminée.

3.12 Utilisation du foncteur parties ordinaires

Soit P un parabolique standard de Levi standard M et de radical unipotent N. Dans [Emel0],
Emerton définit un foncteur Ordp de la catégorie des G-représentations lisses admissibles vers celle
des M-représentations lisses admissibles. En fait, [Emel0] traite uniquement le cas ou F est de ca-
ractéristique 0 et il faut se reporter a [Vigl2] pour le cas d’égale caractéristique. C’est un adjoint a
droite du foncteur Indg_, et en ce sens le comprendre nous sera bien utile.

Soit V' une représentation irréductible de K. Le point important du résultat suivant est de
comprendre comment le groupe abélien Zp(V) est engendré par Z(M) N A et Z3,(V). Aussi, on
note M le sous-monoide de M qui contracte N N K par conjugaison (ce qui généralise la définition
sur A).
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Lemme 3.12.1 Soient M un Levi standard de G et V' une représentation irréductible de K. Il existe
un élément 2’ € Z(M)T N Ay tel que l'on a :
(1)
Z(M) = Z(M)"(Z(M) N Ax) = Z(M)" (")
(i1) N N N
Zu(V) = ZG(V)(Z(M) 0 Ay) = Z(V)(2) 7 (3.65)
(111)
M=M"(Z(M)NAy) = M*T ()N
De plus, dans chacune des égalités précédentes, l’intersection des monoides des termes du
milieu est égale a Z(M)* N Ax.

Preuve :
Le (i) vient des égalités

Z(M) = (Z(M) N K)(Z(M) N Ay) = (Z(M)" N K)(Z(M) N Ay).

Pour (i) et (iii), les inclusions O sont claires. Soit 2/ € Z(M) N Ap un élément « strictement
dominant hors de Ajs » : par exemple, on peut prendre

7' = Diag(wi, w2 .. wlim) e Z(M)N Ay

avec a; = a;4+1 + 1 si la racine entre ¢ et i + 1 est dans A \ Ay, et a; = a;41 sinon. L’inclusion C
dans (3.65) vient de ce que, pour tout élément z € Zy(V), 2(2')" est dominant pour tout n > 0
assez grand.
Le (1) se prouve de la méme maniére que le (i) : on multiplie tout élément m € M par une puis-
sance assez grande de 2’ (I
Lorsque 7 est une représentation lisse de GG, on définit une autre action de Z]J(/[ sur V7K comme
suit. Si ¢ est un élément de M T, alors t(N N K)t~! est un sous-groupe compact ouvert de N N K,
donc d’indice fini, et ¢ agit de la maniére suivante :

-1
ANOK  _ HNAET aNNK

> ntv - (3.66)
ne(NNK)/t(NNK)t—1

l

v — tv

On note Homy )+ (Z (M), 7N) le Fy-espace vectoriel des fonctions f : Z(M) — a5 qui véri-
fient f(z2) = 2F.f(2) pour tous 2+ € Z(M)* et z € Z(M), ou 'action de Z(M)* sur 7V est
celle que ’on vient de définir. L’espace Ordpm des P-parties ordinaires de 7 est alors le sous-espace
des vecteurs Z(M)-finis dans I'espace Hom )+ (Z(M), aNOKY .

Et Ordpm hérite d'une structure de M-représentation lisse : si f est un vecteur Z(M)-fini de
Homy )+ (Z(M), 7N E) et m € M sécrit m = m*z avec m™ € M™T et z € Z(M) N Ay par
le lemme 3.12.1.(iii), on définit m.f : 2’ — m™ f(22) (qui est bien défini et est Z (M )-fini). De plus,
par les (i) et (ii) du lemme 3.12.1, on a le résultat suivant.

Lemme 3.12.2 Soient V une représentation irréductible de K et m une représentation lisse de G.
Soit P = MN un parabolique standard de G. On a

Ordpr ~ HomgL(v)(zM(V), N oy -fins (3.67)

ot Hom (V)(ZM(V),WNHK) désigne Uespace des fonctions f : Zy(V) — 7NK qui vérifient
M

f(zT2) = 2T f(2) pour tous 2™ € Z;Q,(V) et z € Zy (V) avec Uaction (3.66) de ZAJZI(V) sur V0K,

133



Preuve :
Il s’agit de voir que

Hom z(ypy+ (Z(M), 7)) & Hom gy na, (Z(M) N Ap, V) ﬁHomgL(v)(ZM(V)y V0K

sont bien définis et sont des isomorphismes : on prendra ensuite le sous-espace des vecteurs Z(M)-
finis sur chacun de ces trois espaces. Tout d’abord, les fléches « et 3 sont toutes deux des fleches de
restriction, qui arrivent bien dans 'espace des fonctions Z(M)* N Ax-équivariantes par la derniére
assertion du lemme 3.12.1.

Pour définir leur inverse, on se sert des égalités du lemme 3.12.1 : voyons le cas de 371. Soit f €
Homy(apy+na, (Z(M)N Ay, wNOKY) Tout élément z de Zyy (V) s’écrit z = 2 (2/) ™" avec 24 € ZAJ}(V)
et (2/)7" € Z(M) N Ay ou 2’ est 'élément donné par le lemme 3.12.1.(ii) et n > 0 assez grand. On
pose alors S71(f)(2) = z.f((2))™™) a 'aide de 'action en (3.66). Il s’agit ensuite de voir que cela
définit bien B71(f) @ si z = 2/, (2/ )_”/ est une autre écriture comme précédemment, alors disons que
Pon an' >n. On a alors (2/)" " € Z(M)* N Ay et donc

L f(E) ) = 2 () ) = 2 ()T,

Aussi, 371(f) est bien EL(V)—équivariante : si 21 est dans Z]J\F/I(V) alors, z = (2124)(2") ™™ est encore
une écriture de la forme voulue et on a

BTHA(=12) = (2124)F((Z)7") = 21.f (2).

De plus, si 2z est dans Z(M) N Ay, une écriture z = z4(2')™™ comme précédemment implique

zp € Z(M)T N Ay pour f € Homyppy+na, (Z(M) N Ay, 7¥75), on en déduit

BoBHf)(2) = 24 f(()T") = f(2).

Enfin, si z = 2, (2/)"" € Zy(V) est une écriture avec z; € Z]J\}(V) et (/)™ € Z(M)N Ay et que g

est un élément de Hom (Zy(V), 7V E) on a

ZHw)
B~ o B(f)(2) = 21.9((z") ) = g(2).

Le cas de o~ ! se traite de maniére similaire. O

Supposons que V est un caractére de M N K, que 'on notera . Si h est dans EM(V), on a alors
(h-h~1) = 1. Ceci permet, pour tout caractére yas : Zy (V) — ?;, de faire agir Zy; (V) par xar
sur V, ce qui fait de V un caractere de (M N K)Zy (V).

Lemme 3.12.3 Soit m une représentation lisse de G. Soient V' un caractére de (M N K) et x -

Zu(V) — F; un caractére, conférant & V une structure de caractere de (M 0 K)Zy (V). Alors on
a un isomorphisme

Hom( (V, OI’dP’/T) ~ Hom( (V, WNOK),

MAK)Zy (V) MNK)Z{ (V)

ot laction de ZR;I(V) sur V0K est donnée par (3.66).

Preuve :
Le membre de gauche est par définition de Ordp (voir [Emel0], Definition 3.1.9 et [Vigl2], Remark
1.9.(ii) car V est de dimension finie)

Hy = Hom o7 (V. Homgay+ (Z(M), n¥7H)).
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Gréce a (3.67), on a alors

Hy » ~ Hom V, Hom Zy(V), aNOEY).

(MNK)Zp (V) ( ZL(V)(

Puis la fleche f +— (v — f(v)(1)) induit I'isomorphisme

Hy » ~ Hom V,ﬂ'NmK)

(MNK)Z{, (V) (

et le résultat. O

Lemme 3.12.4 Soient V une représentation irréductible de MNK et h un élément de ZM(V). Alors
Uespace hV = {hv | v € V'} est une (M N K)-représentation a travers laction m.hv = h(h~mh)v,
qui est irréductible et isomorphe a V.

Preuve :
Parce que I'on a h™'(M N K)h = M N K, hV est bien une (M N K)-représentation irréductible.
Notons Parg;-5(V) = (x, Ay) suivant la proposition 3.2.2. Parce que I'on a h € Zy/(V'), que I'on a

Y MANUNK)h=MNUNK
et que Ay est inclus dans Ay, les parameétres de AV sont

Parg; 5(hV) = (x, Av) = Parg;-5(V),

et hV est alors bien isomorphe a V. O

On note Ip le sous-groupe parahorique de G correspondant & P. Soit V' une représentation
irréductible de Ip; comme V est triviale sur le pro-p-radical Ip(1) de Ip, V se factorise en fait par
M N K. Et inversement, on fera de toute représentation de M N K une représentation de Ip par
inflation. On va ensuite noter Hi, la sous-algébre de Hﬁp(G, Ip, V') engendrée par les éléments de

support contenu dans Iphlp pour h € ZA_/[(V)

Lemme 3.12.5 Soient V' une (M N K)-représentation irréductible et h € ZA}(V) L’algébre Hi
posséde un opérateur Ey, de support Iphlp.
De plus, si V est un caractére, on peut choisir un tel By dont la valeur en h est l'identité de V.

Preuve :

On cherche un opérateur Ej, de support Iphlp. Il s’agit de vérifier que 'on a bien p1Ep(h) =
Ej,(h)p2 pour tous p1,ps € Ip vérifiant pih = hpy. Ecrivons p; = pl_p‘fp;r et po = pgpgp;r selon la
décomposition d’Iwahori (voir (3.10))

Ip = (IpﬂN_)(IpﬂM)(IpﬂN).

On obtient par suite

py (PTh)(h~'py h) = (hpy h™1) (hpS)p3
et comme (3.10) est une décomposition, on a p{h = hp§. Or on a p; Ep(h) = pSEn(h) et Ep(h)pe =
En(h)ps, vus dans Ende(V). On a alors le diagramme commutatif de (M N K)-représentations

Ey(h
v h()v

o e
Ey(h
v n(h) v

Réécrit autrement, hEyp,(h) est un élément de Hompynx (V, hV). De plus, hV est aussi une représen-
tation irréductible de M N K, isomorphe & V' par le lemme 3.12.4. De ce fait, le lemme de Schur nous
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assure que Hompng (V,hV) est de dimension 1. Donc Ej(h) est un isomorphisme linéaire V. — V
et on a bien

plEh(h) = Eh(h)pz S Ende (V)

comme voulu.
Lorsque V est un caractére, on a Ej(h) = kidy avec k € IF; et on peut choisir k£ = 1. ]

Pour toute (M N K)-représentation V', on a une application de restriction ry : HFP(Gv Ip, V) —
Hg, (M,M N K,V), qui fait que tout caractére de F-algébres HFP(M’M NK,V) — F, induit!?
un caractére ’HIGP — F,, que lon notera encore y. On remarque que, pour tout h € ZA}(V), cette
application de restriction ry; envoie Ej sur T }]LW .

Proposition 3.12.6 Soient V' un caractére de M N K et xar : ZM(V) — ﬁ; un caractére, faisant
de V un caractére de (M N K)Zy (V). 1l existe un unique caractére d’algébres

X:Hg (M,MNK,V) — T,

vérifiant X(T;{”) = xm(h)~! pour tout h € ZA}(V) De plus, pour toute représentation lisse m de G,
on a un isomorphisme

Hom

(MAK) Za (V) (V, Ol"dpﬂ') ~ Homg (indi Vv ®H?P:X ?p, 7r).

Preuve :
Par le lemme 3.12.3, on cherche & obtenir un isomorphisme

NAKY .G =
Hom(MmK)Z]t[(V) (V, a0 ) ~ Homg (mdlp \%4 ®H?‘P’X Fy, 77).

Commengons par montrer que toute application linéaire (MOK)Z;\}(V)—équivariante f:V — ghNnK
se factorise a travers espace d’invariants 7/P(1) du pro-p-radical Ip(1) de Ip. Parce que 7 est lisse,
il existe un h € ZA_[(V) tel que f(V) est fixé point par point par h(Ip N N7)h~L. Alors h=1.f(V)
est fixé par le groupe engendré par Ip "N N—, M N K(1) et h~1(Ip N N)h, c’est-a-dire par le groupe
Ip(1) N~ tIp(1)h. Comme f est Z;\}(V)—équivariante, on réécrit Iaction (voir (3.66)) de h~! sur
f(v), pour tout v € V' :

xar(h™) f(v) = > nh™! f(v). (3.68)

ne(NNK)/h=1(NNK)h
Comme 'application
(NNK)/h"Y (NN K)h — Ip(1)/(Ip(1) N h~tIp(1)h)

est une bijection, (3.68) se réécrit

xu(h Y f(v) = > nh=1f(v).

nelp(1)/(Ip()Nh—Ip(1)h)

13on n’affirme pas ici que 7 est un morphisme d’algébres, mais sa restriction a ’H?P I’est. Pour voir cela, prenons

a,be Z;{(V) et calculons 17,47, * 11,51, selon (3.1). Il s’agit de déterminer Ipalpblp : on va voir que cet ensemble
est inclus dans IpZn(V)Ip et est égal & Ipablp, donnant alors la compatibilité de rH|H§; avec * comme voulu. Par
P

(3.10), on a la décomposition d’Iwahori
Ip = (Ir N N")(Ip 0 M)(Ip N N).
On a alors 'inclusion
Ipalpblp = Ipa(Ip N N7 )(Ip N M)(Ip N N)bIp C Ip(Ip 0N N )a(Ip N M)b(Ip N N)Ip = Ipablp.

Parce que l’inclusion inverse est évidente, on a ’égalité.
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Cela implique 1’égalité

xu (k™) f(v) = xu (k™ Hnf(v) (3.69)
n€lp(1)/(Ip(1)Nh=1Ip(1)h)

puisque [ est ZL(V)—équivariante et que h™1 agit & travers s sur V. De ce fait, f(v) est Ip(1)-
invariante et f: V — 7/P(1) C 7 est donc Ip-équivariante.
On note que Pexistence et I'unicité du caractére d’algébres

X:HE(M,MHK,V) —F,

de paramétres de Hecke-Satake (M, xar) et vérifiant x(TM) = xar(h)™! pour tout h € ZM(V)
(directement grace a la formule (3.11)) suivent de la proposition 3.4.3. Par réciprocité de Frobenius,
on voit maintenant f € Homy, (V,7) comme un élément de Homg(ind?P V, ) et on veut veérifier que

f est un vecteur propre pour Hi de caractére propre x. Pour h € Z,;(V)etv eV, on a:

(f * Ep)(v) = > ih ™ f(Bp(hi~t)v). (3.70)

i€lp/(IpNh=1Iph)

Comme 'application
(NNK)/h"Y (NN K)h — Ip/(Ip N h'Iph)

est bijective, (3.70) vaut, pour la méme raison qu’en (3.69),

> ih™ f(v) = xar(h™) f(v).

1€(NNK)/h—1(NNK)h
On vient donc de construire une application

Hom( V, WNQK) — Homg (indIGP V ®y E,, 71') .

MQK)ZIJ{/I(V)(

Dans l'autre sens, un élément ¢y € Homg (ind?P V ®y Ej,ﬂ) donne par réciprocité de Frobe-

nius un élément ¢ € Homy,(V,w). Par la condition sur x et xas, ¢ est de fait un élément de

Hom, 7. (V)(V,T('); et comme ¢ est d'image Ip(1)-invariante (car Ips(1) agit trivialement sur V),
M

en relachant les conditions on a ¢ € Hom( V, nNNK ) Cela nous fournit une application

MNK)Z{ (V) (

Homg (indIGP V ®y Fp, 7T) — Hom (V, WNHK)

(MNK)Z (V)

qui est inverse de la précédente. O

On en profite pour énoncer tout de suite un lemme qui utilise aussi (dans sa preuve) ce foncteur
des parties ordinaires; son utilité ne se ressentira qu’au cours du paragraphe 3.14.

Lemme 3.12.7 Soit P = MN un parabolique standard. Soient w une représentation irréductible
admissible de G et T une représentation lisse de M & caractére central et induisant une surjection
IndgT — 1 de G-représentations. Alors il existe une représentation irréductible admissible o de M
induisant une surjection IndIGD o — 7 de G-représentations.

Preuve : Voir [HV12], Proposition 7.9 et Lemma 7.10. O
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3.13 Vecteurs K-invariants et algébres de Hecke

Soit 7 une représentation lisse de G. Lorsque Uespace des K-invariants 7% est non réduit a 0,
c’est un objet intéressant a considérer. En effet, d’apreés la réciprocité de Frobenius,

7% ~ Homg (1, 7) ~ Homg(ind% 1, 7)
est naturellement muni d’une structure de module & droite sur HFP(G , K). Explicitement, I’'opérateur

T, de HFP (G, K) correspondant & la fonction caractéristique de K gK pour g € G agit sur 7% par

v Ty = Z vy = Z u gl (3.71)
YEK\KgK ue(KNg—1Kg)\K
On va aussi s’intéresser a ’algébre de Hecke-Iwahori HF (G,I) ou I désigne le parahorique cor-
respondant au parabolique déployé minimal B. Donnons tout d’abord quelques notations pour des
éléments particuliers de Hg (G, 1).
Soit t; = Diag(wp,...,wp, 1,...,1) 'élément de A avec i copies de wp (ou 0 < i < m). Soit aussi,
pour 1 < i < m — 1, s; I'élément du Levi standard par blocs GL(1)*"! x GL(2) x GL(1)™ "1 ou
0
10
0 1

les blocs de dimension 1 sont (1) et le bloc de dimension 2 est < > Ce sont des relévements

des générateurs Sp de W dans G. Soit enfin s, 1’élément R . La classe de s
) 1

wp 0
dans W, et les éléments de Sa constituent un systéme de générateurs minimal du groupe de Weyl
étendu We.

Comme au paragraphe 3.7 avec l’algébre de Hecke-Satake, on considére ici l’algébre de Hecke-
Iwahori d’une représentation triviale de AN K et on va le comparer a celle de G(g) = GL(m, E).
On va noter [(g) I'lwahori standard de G (g correspondant au Borel G(g) N B, et ng) I’élément

0 1

qui le normalise. On note alors U;, S;, II les éléments de HFP(G’ I) de support
1

w 0
respectif Iti_lI, Is;I et Is_'I. De maniére analogue, Si(E) et TI(E) désigneront les opérateurs de
HFP (G(E), I(E)) de support respectif I(E)SiI(E) et I(E)(SSWE))_lf(E)

Proposition 3.13.1 Les algebres de Hecke Hy (G (), () et HF,,(G7 I) sont isomorphes via Si(E) >
S; et e — 11,

Preuve :
La décomposition de Bruhat nous dit que ’algébre HFP(G, I) est engendrée vectoriellement par les
éléments de support Igl et valant 1 en g, ou g parcourt ’ensemble de représentants des éléments du
groupe de Weyl étendu W, engendré par les s; et s,. Le fait analogue est bien entendu aussi valable
pour HFP(G (B), [(£)), qui a pour [F,-base les fonctions caractéristiques de I, (£)91(g) pour g parcourant
(E)

un ensemble de représentants de We
[F-espaces vectoriels

. En vertu du lemme 3.7.3, on a donc un isomorphisme de

f Mz (Ge), I ) = Mg (G, 1),
qui envoie 1) sur T et SZ(E) sur S; pour tout 1 <4 < m—1. On veut établir que f est un morphisme
de Fp-algébres. Comme le paragraphe 5.4 de [BK93] nous dit que!* I'algébre HF,,(G(E)v I(y) est de

e fait, le résultat cité est pour Hz(G(gy, I(g)) mais ce qui est fait se réduit bien modulo p
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type fini, engendrée par les Si(E) et TIE) il reste a voir que les opérateurs II et S; vérifient exactement

les mémes relations que les TI(F) et S,SE). Mais ceci résulte du lemme 3.7.3 et de [Bou68|, paragraphe
2, exercices 23 et 24. ([

Corollaire 3.13.2 On a les relations suivantes :
a) S? = —S; pour tout i ;
b) S;S; = S;S; lorsque |i — j| > 1;
C) SiSi+15; = Si415iSi+1 pour 1 <i<m —2;
d) 11S; = S; 1111 pour 1 <i <m — 2.

Preuve :
Les mémes relations pour G(g) sont I’'objet du paragraphe 5.4 de [BK93|. On remarquera que n’y est

pas écrite la toute derniére relation mais celle-ci n’est pas difficile puisque I est en fait porté par
la classe simple I(E)(sgz,E))_l = (355))—1]@) (sgj) normalise /(g)). On utilise ensuite I'isomorphisme
d’algebres de la proposition 3.13.1. U

Corollaire 3.13.3
(i) Soienti <k <I1<j. On a'®

Si—1S1—2 - SKSjSj—1---S; = 8;5j—1--- 551511+ Sp41-
(ii) Pour tout 1 <i<m—1, on a
U; = (T1S;_1Sm_2---S;)".
(iii) Soient © une G-représentation et v € wl. Si vSy est nul, alors on a vI12S,,_1 = 0.

Preuve :

Ce sont les [Herl1a], Sublemma 9.3, 9.4 et 9.5, qui sont purement combinatoires en utilisant le corol-
laire 3.13.2. On notera que dans [Her11a], les actions sont & gauche alors que 1'on a pris la convention
de faire agir a droite. O

On va maintenant s’intéresser a l’algébre de Hecke-Satake HFP(G , K), dont on va essayer de relier
I’action a celle de ’algébre de Hecke-Iwahori. Soit, pour 1 <+¢ < m, T; 'opérateur de HFP(G7 K) de
support Kt;lK.

Lemme 3.13.4 Soient m une G-représentation et v € 7. Alors on o'
m
vy = vISm_1Sm-2-- Si. (3.72)
i=1
Preuve :
Notons, pour 1 <i < m, d; = Diag(1,...,1,wp, 1,...,1) ot wp est alai-éme place, et u;(a;+1, a;t2,. ..

I’élément de U dont tous les coefficients surdiagonaux sont nuls sauf sur la i-éme ligne pour la-
quelle ils sont égaux a (@41, - .,am). Lorsque les a; sont pris dans R ;) (voir (3.46)), on a d’abord
Wi(@it1, .- am)d; € Kt K, et ui(aiyr, ..., am)di K = uj(bjy1,...,bn)d; K si et seulement si i = j
et air1 = bix1,...,am = by. Enfin, Kt K/K est de cardinal (¢%™ — 1)(¢? — 1)~!, de sorte que les
ui(@it1,- -, am)d; pour 1 <i < m et a; € Ry forment un systéme de représentants de Kt1K/K.
La formule d’action (3.71) se réécrit alors, pour g = ;' :

m
UTl = Z Z ui(ai“, ey am)dﬂ),

i=1 Ai41,..,0m

'5avec les conventions Si_1Sk_2--- Sk = Sk et SkSk_1 - Skr1 = Skt1
16avec la convention I1S,, _1Sm—2 -+ Sm = II
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ou les a; parcourent 'ensemble R ;) de représentants de kp dans Op. Pour tout 1 <7 < m, on note
0 1

o; I'élément de la diagonale par blocs GL(7) x GL(m — i) de premier bloc R et de

second bloc l'identité. Parce que v est invariant par K, on a encore

UTl = Z Z ui(aHl, e ,am)(diai)v. (373)

=1 Qj41,--,0m
Comme d;o = 8;Si4+1 - Sm—15w €st une écriture réduite, on a I’égalité
IdZO'ZI = ISiISH_lI te ISm_llsz

(voir [Ric69]). Parce que les u;(@jt1, ..., am)d;o; sont des représentants de Id;o;I/1, on en tire que
les termes

Z wi(@iy1, .-, Qm)diov

Aj415-+,0m

dans (3.73) sont respectivement les vI1S,,—1Sn,—2 - S;. O

3.14 Vers une classification des représentations lisses irréductibles
admissibles

Dans tout ce paragraphe, on supposera la formule de comparaison de tranformées de Satake
(conjecture 2) satisfaite.

On conserve les notations du paragraphe 3.13. Comme auparavant, on abrégera HFP (G,K,V) en
‘H étant donnée une K-représentation irréductible V. Par exemple, dans I’énoncé suivant, H désigne
Hs, (G,K) et x un caractére H — [, de Fj-algebres.

Proposition 3.14.1 Soit 7 une G-représentation lisse telle qu’il existe une surjection
e =
indg 1 @y, Fp -7

ot x est le caractére ayant (A, 1 : ZA — F;) pour parameétre de Hecke-Satake. Alors on a 'une des
possibilités suivantes :

(i) ou bien 7 contient la représentation triviale 1 ;

(1) ou bien il existe un parabolique standard propre P avec Ordpm # 0.

Preuve :
Par hypothése, on a 7% # 0. Choisissons donc un vecteur v € 7% propre pour tous les opérateurs
de Hecke (de caractére propre paramétrisé par (A,1)) : par la proposition 3.4.3, on a alors

vTh = x(Th)v = v.

Supposons Ordpm = 0 pour tout parabolique standard propre P. On va commencer par montrer
que 'action des U; est nilpotente pour tout 1 < <m — 1.

Soient P le parabolique standard de G de Levi standard M = GL(i) x GL(m — i) et Ip le pa-
rahorique correspondant. Alors Hg) (voir définition avant la proposition 3.12.6) désigne la sous-

algebre de HE)(G,I p) engendrée par F; et E,,, les opérateurs de support respectif I pt;lf p et

IptIp =1 P?DBl. Si 7P possédait un vecteur propre associé & une valeur propre non nulle de F;
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et de E,,, la proposition 3.12.6 appliquée & V = 1 et xs : ZM — ﬁ; un caractére encodant ces
valeurs propres nous fournirait un caractére y : HE,(M S MNK) — Fp et un élément non nul de

Hom( (]1, OI'dp’]T). En particulier, ’espace Ord pm ne serait pas réduit & 0, ce qui est absurde.

MNK)Zy
De ce fait, I'action de tous les E; (pour 1 < i < m — 1) est nilpotente sur 7/7. Comme la fléche
naturelle T\It; 'I — Ip\Ipt; 'Ip est une bijection (des deux cotés, un ensemble de représentants
est donné par N), les actions de E; et de U; coincident sur 77 C 7!, En particulier, les U; sont
nilpotents sur v € 7% C 7P comme annoncé plus haut.

On veut maintenant montrer que l'on a vU; = 0 pour tout i. Commencons par examiner vU;. Par
le corollaire 3.13.3.(ii), on a vU; = vI1S;;,—1S;,—2 - - - S1. En nous servant de (3.72), on écrit ensuite,
puisque 'on a vT| = v,

m
V(IS p—18m—z -+ S1)? = (v — > IS 1Sm-a Si) T1S,, 1S, o---S).
i=2
Grace au corollaire 3.13.2, on peut ramener Il tout & gauche et obtenir

V(ILSm-1Sm—a - S1)? = vI1Sy—1Sm—2- -+ S1 — ZUHZSm—2Sm—3 -+ Si—18m—1Sm—2---S1.

=2
Par le corollaire 3.13.3.(i), cela se réécrit encore
m
VIS 1Sm—2 81 = > ISy 18m 2+ S1Sm-1Sm—2 -+ Si. (3.74)
i=2

Parce que les Ksjuj([a],0,...,0), pour a € kp, sont les classes de K\Ks1 K, par (3.71), on a

vS) = Z ui([a],0,...,0)s;v =0

a€kp

en caractéristique p. Par le corollaire 3.13.3.(iii), les termes de droite de (3.74) sont donc tous nuls.
Il en résulte vUZ = vU7, et comme U est nilpotent sur v, on a vU; = 0.
Pour vUs maintenant, on se sert de nouveau du corollaire 3.13.3.(ii) pour écrire

vUy = v(I1S;,—1Sm—2 - - - S2)2.

Puis, ensuite, on sait que ’on a un terme de moins dans (3.72) :

m
v = ’UT1 = ZUHSm715m72 s Sl
=2

On répéte le calcul précédent en utilisant cette remarque et on obtient de méme
V(IS —1Sm—2 - - 52)2 = vI1Sy,—1Sm—2 - Sa.

Parce que Us est nilpotent sur v, on a aussi vUs = 0. On répete 'opération et il s’ensuit vUs =
0,...,9Up-1 =0.

Cela nous permet de conclure que v est un élément de 7¢. En effet, I'égalité (3.72) est maintenant
réduite & v = vT} = vIL. Parce que s normalise I, 'action de II sur 7! est celle de so. Et comme G
est engendré par K et s (cela résulte de (3.32) et de ce que K contient un ensemble de relévements
de W), le résultat suit. O

On est maintenant en mesure de faire un premier pas vers une classification des représentations

irréductibles admissibles de GG. Apreés cela, il restera & déterminer « 'unicité », c’est-a-dire & étudier
les entrelacements entre de telles représentations.
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Théoréme 3.14.2 Supposons U'hypothése 6 satisfaite. Soit ™ une représentation irréductible admis-
m
sible de G Alors il existe un parabolique standard P de Levi standard [] GL(m;, D) avec ), m; =m
i=1
et des représentations irréductibles admissibles o; de GL(my, D) tels que Uon ait 7 ~ Ind% (o) ®---®
o). De plus, pour tout i, on est dans l'un des cas suivants :
(a) o; est supersinguliére avec m; > 1;
(b) o; est une représentation de D* (i.e. m; = 1) avec dim o; > 1;
(c) o; =~ Stg,p? pour un parabolique standard Q; < GL(m;, D) et un caractére p; : D* Nrm,

X

0
X —TF,.
Aussi, s’il y a deuz blocs adjacents dans le cas (c), alors on a p; # pit1-

Preuve :

On va effectuer une récurrence sur m > 1. Pour I’étape d’initiation m = 1, il n’y a rien & prouver :
7 est une représentation irréductible admissible de D*, qui est ou bien un caractére (cas (c¢)), ou
bien de dimension strictement supérieure & 1 (cas (b)). Supposons donc m > 1 et le résultat vrai
pour tout n < m. Soit m une représentation irréductible admissible de . Si 7 est supersinguliére,
il n’y a rien & faire. Supposons donc qu’il existe un K-poids V' de 7 et un caractére propre x sur
Homp (V, ) de paramétre HS-dual une paire (L, xr) avec L # G. On prend les notations suivantes
pour la paramétrisation de V :

Par- (V) = (xv+, —Ay).

Plusieurs cas distincts de présentent & nous, que ’on va discuter séparément.

Cas1: A, UAL #A.

On choisit &« € AN (A, UAL) et A le copoids fondamental associé & « de dernier coefficient diagonal
égal a 1. Soit Py = M)N) le parabolique standard associé¢, avec Ay, = AN {a} 2 AL UA|,. Alors
V est Py -régulier et x se factorise a travers

M) Hg, (Mx, My N K, Vi) — Fp.
Par la proposition 3.3.6, on a alors 'isomorphisme de comparaison
ind V @2 Fp = Ind§, (indyp e Vignw @3, o0 Fp);
et par irréductibilité de 7, on a alors une surjection
Ind% (ind%im( Vi ®H1VI>\ (D) Fp) —» TT.

Comme ind%ﬁmK Vi ®HM>\7X(M) FF,, est lisse a caracteére central, on lui applique le lemme 3.12.7

et on obtient une représentation o irréductible admissible de M) avec une surjection IndIGJA o — .
Ecrivons alors My = GL(my, D) x GL(mg, D) avec 0 < m; < m et ¢ = o) ® ¢(®; on applique
I'hypothese de récurrence a oM et 6(2). Ces représentations o) et ¢ sont alors de la forme voulue
et par transitivité de I'induction parabolique on a une surjection

md%(o1 ®---®o,) » 7

avec P < P et les o; comme voulus. Si deux quelconques blocs adjacents de type (c¢) veérifient
de plus la condition p; # pi41, alors le théoréme 3.11.2 nous affirme que Ind% (0 ® --- ® ;) est
irréductible, et que ’on a par suite

md% (o, ® - ®0,) = .

Sinon, le corollaire 3.11.4 nous donne exactement les constituants de Jordan-Holder de IndIG;(Jl ®
-+ ®0y), qui sont tous de la forme désirée avec la condition supplémentaire p; # p;11; et 'un d’eux
se surjectant sur 7, c’est I’isomorphisme qu’on attendait.
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Cas2: Ay UAL =A et a¥(w) € Zr(V*), xL(@"(w)) =1 pour tout & € A\ Ay,

La condition « &V (@) € Z(V*) pour tout & € A~ Ay » implique L = A et ZA(‘{*) = Za. En
particulier, on a Ay, = @ et donc Ay, est tout A : V est un caractére de K. Combiné & Z4(V*) = Zy,
cela nous assure que V se factorise par detg. Quitte a tensoriser 7w par un & o d@tg pour un certain
caractére £ de F'*, on peut ainsi supposer que x est le caractére trivial de Z4 (voir proposition
3.4.5) et que Vynk est le caractére trivial de A N K; c’est ce que l'on va faire par la suite. De
plus, parce que x est un caractére propre sur Homg (V, ), la proposition 3.14.1 (appliquée & B™)
nous apporte l'alternative suivante : ou bien 7 est 1 et la preuve est terminée, ou bien il existe un
parabolique standard @ propre de G avec Ordg-7 # 0. Mais, dans ce dernier cas, Ordg-7 étant
admissible par [Vigl2|, Theorem 1.10.(i), il contient une sous-représentation irréductible 7’ pour
laquelle on a une surjection Indg 7/ — m. On peut appliquer I’hypothése de récurrence a 7’ et la
transitivité de 'induction permet de conclure. B

Cas 3: Ay UAL = A, et il existe a € Ay, N Ay NAL avec &Y (w) ¢ Z(V*) ou x(aV(w)) # 1.
Supposons dans un premier temps ’hypothése 6.(a) satisfaite. On prend o comme dans la condition
du Cas 3, V/ comme en (3.62), dy associé pour VNynk- A cause de Phypothese 6.(a), 'hypothese 4
est automatique. On peut donc appliquer le corollaire 3.10.4, et obtenir ’isomorphisme

ind% V @y, Fp = ind% V' @y, F,

de G-représentations. On peut ensuite appliquer le Cas 1 a V”.

Supposons maintenant I’hypothése 6.(b). Si on a L = A, on prend « comme dans la condition du
Cas 3, V' comme en (3.62), dy associé pour VNnk - La condition Ay, UAL = A implique Ay, = A
V est un caractére de K. Mais alors, I’hypothése 4 est automatique, et on peut appliquer de nouveau
le corollaire 3.10.4, puis appliquer le Cas 1 & V'. Enfin, si L est différent de A, pour m =2, L est G
et il n’y a rien & faire. On suppose donc m = 3 et L # A : il existe une racine a € Ay, N A, NAL
telle que & (@)% ne soit pas dans Zz(V*) (o do est associé a VN(,ynk). On prend V' comme en
(3.62) on peut appliquer le corollaire 3.10.7 : on a

ind% V @p .\ Fp = ind% V' @3, Fp,

et on conclut en appliquant le Cas 1 & V. O

3.15 Représentations supersinguliéres, représentations supercuspi-
dales, entrelacements

Dans tout ce paragraphe, on supposera la formule de comparaison de tranformées de Satake
(conjecture 2) satisfaite.

Une représentation irréductible m de G est dite supercuspidale si elle n’est isomorphe & aucun
sous-quotient d’un Indg o pour un parabolique standard P = M N propre de G et une représentation
irréductible admissible o de M. On renvoit au paragraphe 3.5.2 pour la définition de la notion de
supersingularité.

Théoréme 3.15.1 Supposons l'hypothése 6 satisfaite. Soient m > 2 et w une représentation irré-
ductible admissible de G. Alors m est supersinguliere si et seulement si elle est supercuspidale.

Preuve :

Si 7 est non supersinguliére, par le théoréme 3.14.2, il existe un parabolique standard P = M N et
une représentation irréductible admissible o de M tels que 7 est isomorphe & Indg o. Ainsi 7 n’est
pas supercuspidale.

Avant que de prouver la réciproque, faisons la remarque que le corollaire 3.11.4 affirme que toute in-
duite parabolique d’une représentation irréductible admissible est de longueur finie, de constituants
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de Jordan-Holder bien déterminés, tous isomorphes & des induites paraboliques de représentations
irréductibles admissibles : si @ est égal & G, ¢’est une représentation irréductible admissible (a), (b)
ou (c); et le cas (a) ne se produit que lorsque 'on a P = @ = G. De ce fait, une représentation
irréductible admissible de G est supercuspidale si et seulement si elle n’est pas isomorphe & une
induite parabolique propre ou une représentation de Steinberg généralisée.

Supposons que 7 n’est pas supercuspidale. Si 7 est isomorphe & une représentation de Steinberg
généralisée, la proposition 3.5.6 implique que 7w n’est pas supersinguliére. On suppose donc 7 iso-
morphe a une induite parabolique propre Indga avec P = MN. Soient V un K-poids de 7 et
X : HFP(Gv K,V) — F, un caractére propre sur Homg (V, 7). Soit (L,x1) le paramétre HS-dual de
x- Par le lemme 3.11.5, on a L < M < G et m n’est pas supersinguliére. Le résultat en découle. O

Corollaire 3.15.2 Supposons I’hypothése 6 satisfaite.
(i) Soit P un parabolique standard de G, de Levi standard M = [[;_; G;. Soit, pour tout 1 <
i < r, o; une représentation irréductible admissible de G; = GL(m;, D) qui est dans l'un des
cas suivants :
(a) o; est supercuspidale avec m; > 1;
(b) o; est une représentation de D* (i.e. m; = 1) avec dim o; > 1;

0
(¢) o; =~ Stg,pY pour un parabolique standard Q; < G; et un caractére p; : D* Nem px 2,
F.
Supposons p; # pi+1 s’il y a deuz blocs adjacents dans le cas (c). Alors Indg(al ®---Qoy,) est
wrréductible admaissible.
(i1) Soit m une représentation irréductible de G. Alors il existe un parabolique standard P de Levi
standard [ [, G; et des représentations irréductibles admissibles o; de G; comme en (i) tels que

7 soit isomorphe ¢ Ind% (o, ® --- ® 0,.).

On va finir par regarder les entrelacements entre les représentations irréductibles admissibles que
I’on a obtenues pour conclure quant & une classification.

Lemme 3.15.3 Supposons [’hypothése 6 satisfaite. Soit m une représentation irréductible admissible
de G. Alors il existe une paire (L,wy, : Z(L) — ﬁ;) telle que, pour tout K-poids V de 7 et tout
caractere x : HF,,(G> K,V) — T, propre sur Homg (V, ), on a :

(i) le paramétre HS-dual de x est une paire (L, x1) ot x vérifie

XL|Z(L)mAA = wL\Z(L)mAA;
(1) la restriction de Vynix a Z(L) N K est égale a WZI|Z(L)mK-

Remarque : En particulier, on ne sait pas s’il existe un sous-groupe Zg de Zy, tel que pour tout
K-poids V de mon a ZL(V*) = Z’LT (a cause du cas supersingulier) ; ¢’est propre au cas non déployé.
Preuve :

Par le théoréme 3.14.2, il existe un parabolique standard P de Levi standard M et une représentation
irréductible admissible o de M telle que 7 soit isomorphe a IndIG:: o ; de plus o vérifie les conditions
énoncées dans le théoréme 3.14.2. Par suite, le lemme 3.11.5 nous affirme que, pour tout K-poids V'
de 7, tout caractere propre x sur Homg (V, 1) est de paramétre HS-dual (L, x1) ou L est uniquement
déterminé par M et o, et est donc indépendant de .

Le fait que x| Z(L)nA, est uniquement déterminé provient des lemmes 3.4.1 et 3.4.4.

Prouvons enfin (ii) : par réciprocité de Frobenius, on a

HOH]K(V, Indg 0') ~ HOIanK(‘/, U) = HomMmK(VNmK,U).

Comme Vyngi est un quotient de Vyni et que o et Vyng se factorisent par le lemme 3.11.1, on est
ramené au cas M = G, ce que 'on suppose a présent. Dés lors, ou bien o n’est pas une représentation
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de Steinberg généralisée et on a L = M = (. Parce que o est irréductible admissible, le lemme de
Schur prédit que 'action du centre Z(G) = Z(L) est donnée par un caractére 1. Tout K-poids V'
de o voit alors son caractére central étre égal & 1|z @)nk et, Z(G) N K agit via ¥|z@)nk sur Vunk
aussi. Ou bien o est une représentation de Steinberg généralisée Stg¢ et on a L = A. Dans ce cas-ci,
(ii) résulte de ce que le K-socle de Stg¢ est irréductible par la proposition 3.5.5 et 'unicité est alors
évidente. La preuve du lemme est terminée. [l

Ainsi, en général, seule la restriction & Z(L) N Ax de x} est connue. Cependant, lorsque l'on a
affaire a des représentations de Steinberg généralisées, on connait entiérement ce paramétre comme
ce sera transparent au cours de la preuve du résultat suivant.

Lemme 3.15.4 Soit m une représentation irréductible admissible de G. On suppose qu’il existe un
K-poids V de 7 et un caractére x : HE)(G, K,V) — F, propre sur Homg (V, ) vérifiant :
(a) Za(V*) = Z et Vyng est un caractére de AN K qui se factorise par detg ;
(b) le parametre HS-dual de x est (A,£2' odetg : Z4 — F,,) pour un certain caractére &5 de
(1) ).
Alors il existe un parabolique standard QQ de G et un caractére & de F* prolongeant {5 tels que T
soit isomorphe a Stgf.

Remarque : A posteriori, (a) et (b) sont vérifiées par tout K-poids V' de 7 et tout caractére propre x

sur Hom g (V, 7) puisque le poids V' est unique et qu’il n’y a qu’un seul caractére propre (propositions

3.5.5 et 3.5.6).

Preuve :

Par le théoréeme 3.14.2, il existe un parabolique standard P de Levi standard M =[] M; et
i=1,...,7

des représentations o; de M; (qui sont dans le cas (a), (b) ou (c)) telles que 7 soit isomorphe a

Indg(al ® - ® o,). Par les lemmes 3.15.3 et 3.11.5, chaque o; est une représentation de Steinberg

(éventuellement un caractére) Stg,&; pour un parabolique standard @); de M; et un caractére &; de

F*. Soient V un K-poids de 7 et x : HFP(G7K7 V) — F, un caractére propre sur Homg (V, )

satisfaisant (a) et (b). Le parameétre HS-dual de x est (L, x¥) = (A,&5! o det) par hypothese. Si o

est la racine entre les blocs M; et M;41, en calculant X)IC, (&V(w)), par les lemmes 3.11.1 et 3.5.6, et

I’hypothese (b), on a

(1) w) = G((-)T @) = & (1) ).

Enfin, par 'hypothése (a), on a §i11|nx = &ifpx. Comme le théoréme 3.14.2 impose &; # &;11, cela
F F
veut dire que 'on a r =1 et P = G. Le résultat est prouvé en prenant £ = ;. ]

Proposition 3.15.5 Supposons [’hypothése 6 satisfaite. Il n’y a pas d’entrelacement entre les in-
duites paraboliques propres irréductibles Indg(al ® -+ ® o,) comme dans le théoréeme 3.11.2.

Preuve :
Soient P et o71,...,0, comme dans le théoreme 3.11.2. Soit 7 = Ind%(cy @ --- ® 0,.), qui est donc
irréductible admissible. Pour tout K-poids V de 7 et tout caractére y : HFP(G7 K,V) — F, propre

sur Homg (V, ), on note x" le caractére Vyngx de AN K et (L,x}) le paramétre HS-dual de Y.
Voyons que l'on a :

Ap =AU ﬂ\/x {CM cA ‘ av(w) € ZL(V*), X%(&\%w)) =1, XV(SQ . S;l)‘AmK = XV’AQK}.

En effet, par le lemme 3.11.5, P et 01 ® --- ® 0, déterminent uniquement L, et le Levi standard
M de P coincide avec L sur les blocs ol il n’y a pas de représentation de Steinberg. Comme
L est uniquement déterminé par m (voir lemme 3.15.3), il s’agit de voir que 'on peut détecter
intrinséquement les blocs ot se trouvent des représentations de Steinberg généralisées. La condition

145



&Y (w) € ZL(V*) signifie que a est une racine a lintérieur d’un bloc avec une Steinberg ou entre
deux blocs adjacents portant des Steinberg. Les deux autres conditions viennent du lemme 3.15.4;
on remarquera que, en vertu de la proposition 3.5.5 sur l'irréductibilité du K-socle et 'unicité des
paramétres HS pour les représentations de Steinberg, la formule donnant Ap peut se réécrire pour
un choix de (V,x) quelconque, sans en prendre Uintersection. Mais on a préféré cette forme, sur
laquelle on lit facilement I'indépendance en V et en y.

Ainsi P est uniquement déterminé, et il nous reste & examiner les entrelacements entre deux induites
paraboliques irréductibles IndIGg o et IndIGD T pour o et 7 des représentations irréductibles admissibles
du Levi standard M de P. Mais alors, par [Vigl2]|, Theorem 1.10.(ii), ou [Emel0], Corollary 4.3.5
(en caractéristique 0), on a :

o~ Ordp- (Indg o) ~ Ordp- (Indg T) T
Ceci termine la preuve. U

Corollaire 3.15.6 Supposons I’hypothése 6 satisfaite. Soit m une représentation irréductible de G.
Alors il existe un unique parabolique standard P de Levi standard [ [, G; et des représentations irré-
ductibles admissibles o; de G; comme en (i), uniques a isomorphisme pres, tels que ™ soit isomorphe
aInd%(o, ®--- ®0,).

Terminons en disant que tous les résultats des paragraphes 3.14 et 3.15 nécessitant I’hypothése
6 ne 'utilisent qu’a travers la proposition 3.11.3. Si on arrive & montrer cette derniére sous une
hypothése plus faible, le reste suivra.

3.16 Appendice : diviseurs élémentaires pour GL(2, D) et GL(3, D)

On garde les notations du lemme 3.7.2 et on veut prouver que la caractérisation des diviseurs
élémentaires par les mineurs est encore valable pour GL(2, D) et GL(3, D) (dans le cadre utile au
lemme 3.7.2 uniquement,).

s

u > € GL(2,D) est dans la double classe de Cartan

Tout d’abord, on remarque que g = ( ;

w0 . .
K 3 | K (avec a < f3) si et seulement si on a
0 w@ph

min(vp(r),vp(s),vp(t),vp(u)) = «
d~lvp odetg(g) = a+

Cela vient de la preuve de 'existence des diviseurs élémentaires et de ce que le detg d’un élément
de K a valuation égale a 0. Ce fait sera sans cesse utilisé pour I'étude de cas dans GL(3, D).

Enoncons le cas de GL(3, D) sous forme d'un lemme.

Lemme 3.16.1 Supposons m = 3. Soit

wh o a b
g= 0 w), ¢ € GL(3,D)
0 0 w

oy 0 0
avec v < y < z. Alors g appartient a la double classe K 0 w% 0 K aveca < B < v si

0 OW%
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et seulement si on a’

min(z,y, 2,a,b,¢) = a

min(x+y,y+z,m—|—z,z+a,x+c,d1vD<detg< way (b: >>) =a+p
D

Preuve :

On va voir que 'on a bien les conditions (3.75) en distinguant suivant le coefficient de valuation
minimale de g. On remarque que l'on établit uniquement que les conditions (3.75) sont nécessaires,
mais elles sont alors aussi suffisantes car G est union disjointe de ses doubles classes de Cartan.

De la méme maniére que pour GL(2, D), les deux premiéres conditions sont faciles. Il reste a établir
la troisiéme condition, qui devient

min (z +y,z + @,z +¢, d_lvDodetg(g’)) =a+pf (3.76)

wy C
On s’attache a présent a établir (3.76) pour g : pour cela, on effectue des pivots avec des matrices
de transvection dans K.

SR R ) a b
a cause des inégalités z < y < z, ol on a noté ¢’ = ( Y )

Cas 1 : £ minimal

On écrit
wh a b 1 —wp'a —w,"b wh 0 0
0 wyD c 0 1 0 = 0 w]yj
0 0 wj 0 0 1 0 0 wj

Les valuations des facteurs invariants de g sont donc
(:p, min(¢,y),y + z — min(e, y))
et on veut montrer
x 4+ min(¢, y) = min (m +y,z4+a,z+¢d topo detg(g’)). (3.77)
Parce que = est minimal, on a b > x et, grace a (3.27) pour ¢ # 0, il s’ensuit
d'vpodetg(g) >b+y >z +y>x+min(ey);
de méme, on a @ > z, et donc
z+a>z+xz>y+x>x+min(Gy).

Ainsi, I’égalité (3.77) est vérifiée, ce qui donne bien la condition (3.76) lorsque x est minimal.

Cas 2 : @ minimal

On écrit
1 00 whH a b 1 0 0 0 a 0
—w%a‘l 1 0 0 wyD c —a_lw% 1 —a b = —w%a_lw% 0 ¢c— w%a‘lb
0 01 0 0 wh 0 0 1 0 0 wh

Les valuations des facteurs invariants de g sont donc

(@, min (2,2 +y — @,vp(c — wyDa_lb)),x +y+z—a—min(z,2+y—a,vp(c— wyDa_lb)))

173 cause des inégalités © < y < z, certains des termes peuvent étre supprimés; on a choisi de les garder dans
I’énoncé pour rappeler que ’on considére bien tous les mineurs
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et on veut établir

a+min (2,2 +y—a,vp(c— wha 'b)) =min (z +y, 2+ a2 +¢,d 'vpodetg(q)).  (3.78)

Parce que a est non nul, on écrit

1 0 a b\ [a b
—wha ! 1 @ ¢ ) \0 c—whalb

et donc

d'vp odetg(g') = vp(ac — aw'ha'b). (3.79)

On sépare ensuite deux sous-cas : ou bien on a @+ ¢ # b + y, et alors par minimalité de @, on a
z+¢>a+e>vplac— awha 'b);
ou bien, on a @ + ¢ = b+ y, et toujours par minimalité de @, il s’ensuit

r+ec=r+y+b-—a>x+y.

Dans les deux cas, (3.78) est vérifiée, ce qui donne bien la condition (3.76) lorsque @ est minimal.

Cas 3 : ¢ minimal

On écrit
1 —bct 0 @b a b 1 0 0 wh a—bc @y, 0
0 1 0 0 @ ¢ 0 1 0= o 0 c
0 —whet 1 0 0 w 0 —c'w¥ 1 0 —whc'lwd 0

Parce que ¢ est minimal, on a x < y + z — ¢, et donc les valuations des facteurs invariants sont
(6, min (m, vp(a — bcilw%)),x +y+2z—¢—min (a:, vp(a — bcilw%)));

on cherche & montrer

¢+ min (z,vp(a — be 'wY)) = min (z + y, 2 + @,z + ¢ d 'vp o dete(g')). (3.80)

Comme ¢ est minimal et que I'on a z > z, on a
r+y>xr+c¢ z4+a>z+c>z+c
Alors (3.80) est vérifiée, ce qui donne bien la condition (3.76) lorsque € est minimal.

Cas 4 : b minimal

On écrit

1 0 0 wh a b 1 0 0 0 0
—cb™t 1 0 0 @ ¢ 0 1 0= -o'w} = -—cbla
—whb™l 0 1 0 0 w5 b lw? —b7la 1 —w5hb ot —whbla

Pour le cas @ > x, on continue :

—cb ot @l —cbla 1 —wpa _ —cb ot @l
—whb ol —whbla 0 1 —whb lwh 0 '
Parce que l'on a z + x — b > y, les valuations des facteurs invariants de g sont

(E,min(y,x—}—é—g),x—l—y—i—z—E—min(y,x—i—é—g)).
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On cherche & montrer
b+ min(y,z + ¢ —b) = min (v +y,z + @,z + ¢,d 'vp o deta(g')). (3.81)
On a d’ores et déja, par minimalité de b
r+y>b+ty; z+a>zt+arz>yt+az>y+b.

Ensuite, il faut distinguer :
~sib+y<a+c alorsonad lvpodetg(g)=0b+y;

~sib+y=a+¢c alorsonad lvpodetg(g) >b+y=a+e¢>z+7¢;
~sib+y>a+calorsonabty>dlupodetg(g)=a+c>z+e
Dans chacun de ces cas, (3.81) est donc vérifiée, ce qui donne bien la condition (3.76) lorsque b est
minimal et que 'on a @ > x.
Pour le cas @ < x (en particulier a # 0), on écrit

< —cb_lw% wy, — ch~ta > ( 1 0 ) _ < —w%a_lw% wy, — cb~la )
—whblw?,  —whbla —a '@t 1) 0 —whbla )

Les valuations des facteurs invariants de g sont

(5, min (ac—f—y—a, z+a—b, vp (=@, —cbila)),x—i—y—l—z—g—min (x—}-y—&, z+a—b, UD(W%—cbfla)))
et on cherche & établir

b+min (z+y—a,z+a—b,vp(@wh —cb 'a)) =min (z+y,z+a,2+¢d 'vpodetg(q)). (3.82)

On doit encore distinguer trois sous-cas :
- sib+y<a-+c, alors on a

d'vp odetg(g) =b+y=vp(w}, — cbta) +b;
aussi, on a, a I'aide de > @ et = > b,
r+y>b+y; z+e>x—a+y+b>b+y;
— sib+y>a+¢, alors on a
d'vpodetg(g') =a+c=vp(wl, — cbta) +b;
de plus, par minimalité de b, on a
r+y>z+y—a+b>x+g

on finit en observant  + ¢ > @ + ¢ puisque 'on a z > a;
—sib+y=a+¢c, alorson a ~
r+y>rc+y+b—a=z+g

enfin on remarque, grace a (3.79) :
b+wvp(wh, —cb ta) =b+vplawiha ™ —ach™) = d tvp o deta(g).

Dans chacun de ces sous-cas, (3.82) est donc vérifiée, ce qui donne bien la condition (3.76) lorsque
b est minimal et que 'on a @ < z.

Parce que 'on a x <y < z, on a fini d’examiner tous les cas possibles et on a bien les conditions
caractéristiques des mineurs (3.75) pour g. La preuve est terminée.
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3.17 Appendice : défaut de multiplicativité du prolongement Y,

On garde les notations du paragraphe 3.8 et on va présenter une réciproque au lemme 3.8.2.
Autrement dit, on se demande & quelle condition un caractére de K se prolonge a G.

Proposition 3.17.1 Soit x un caractére de K. Alors x se prolonge en un caractére de G si et
seulement si x se factorise par detq.

Remarque : Cela suit aussi du Lemme 6.1 du chapitre 1.

Preuve :

Le sens (<) est I'objet du lemme 3.8.2. Supposons que x se prolonge & G et montrons que y se
factorise par det. Parce que x est un caractére de K, il existe un morphisme de groupes xo : kj, —

?; tel que 'on ait y = xo o det. Pour tout & € D>, notons

x
ar(z) = . € A.
1

Parce que  se prolonge & G, si z est un élément de O}, on a

x(a1(wprwp')) = x(ai(wp)) x(a1(z)) x(a1(@p")) = x(ar(2)),

c’est-a-dire

X0 (’ZEDI'YDBl) = Xo (f)
De ce fait, xo se factorise par la norme Ny, /. de I'extension galoisienne kp/kp. On peut alors
écrire

X = X10° NkD/kF odet
sur K, pour un certain caractére x; : kx — F; . Soit b un élément de BN K, de coefficients diagonaux
ai,...,an € OF. On a alors

x(b) = HZ X1 © Nip i (@)
Par (3.4) et la preuve de [MN43|, Satz 1, on a ensuite

x(b) = 1_[Z x1 © Nrm(a;) = x1 o detg(b).

Soit s € Sa, que l'on reléve & K en une matrice a coefficients dans {0, 1} (que I'on notera encore s).
On a

X(s) = x1((=1)%) = x1 o deta ().
Parce que Sa engendre le groupe de Weyl W x se factorise par detg sur un ensemble Wi de reléve-

ments de W dans K. Comme ¥ se factorise par K/K (1), par décomposition de Bruhat (pour K), le
fait que x se factorise par detg sur BN K et sur W suffit a dire que x se factorise par detg sur K. [J

Enfin, remarquons que si pour GL(2, D) il n’y a jamais aucun probléme a prolonger x en une
application pseudo-multiplicative, pour GL(3, D) déja ce n’est plus le cas.
Soient dy > 1 un diviseur de d, et a < b < ¢, ¢ < y < z deux suites croissantes d’entiers. Alors, si
on prend t; = Diag(w@w}, @h), @$), ta = Diag(w?,, @¥,, @) et a, 8,7 € Op vérifiant

vp(a) € doZ, vp(B) >0, vp(y) >0, vp(B) +vp(y) € doZ,
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et a4+ +vp(a) la valuation minimale des coefficients de t; t9, alors on obtient (apres

— X R
O =2
S O =

de fastidieux calculs) :

a v 1
ti| B 1 0 |ty HeAptSHy
1 00
avec
tg = Diag(w;’f’(a)@? _,{DB?H‘UD(a)_vD(ﬁ)_UD(’Y)ﬁa—l,ywyD7 wl—)ervD(B)Jer(v)ﬁ—l,y—lsz)_

En particulier, on trouve alors

a v 1
Xp <t1 g 10 t2> = Xp(tit2) x(—afa—typ~1y~1)
1 0 0

et le second facteur du membre de droite peut ne pas valoir x,(t1t2) x(—1) (lorsque d est strictement
supérieur a 1).
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