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Résumé
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1 Introduction

Au début des années 1950, Steinberg introduit dans [Ste51] de nouvelles représentations (à coe�-
cients complexes) pour le groupe général linéaire sur un corps �ni. Quelques années plus tard, Curtis
donne une formule agréable pour leur caractère ([Cur66]). C'est dans l'esprit de cette dernière que sont
aujourd'hui dé�nies les représentations de Steinberg généralisées.
Dans [GK09], Grosse-Klönne établit leur admissibilité et leur irréductibilité lorsque G est un groupe
classique déployé sur F de caractéristique nulle et R est un corps de caractéristique p > 0. Ensuite,
dans [Her11], Herzig utilise les résultats préliminaires de [GK09] et sa machinerie propre pour étendre
ces propriétés à tout groupe réductif déployé G, toujours sur F de caractéristique nulle (mais avec R
algébriquement clos).
On notera de fait que le résultat principal de [Her11] pour G le groupe général linéaire déployé met en
emphase l'importance des représentations de Steinberg généralisées puisqu'avec les représentations dites
supersingulières, elles représentent les � briques fondamentales � pour construire toutes les représenta-
tions lisses admissibles irréductibles modulo p de G.

L'objet de cette note est d'étendre les résultats de [GK09] et de [Her11] sur les Steinberg généralisées
pour G un groupe réductif quelconque. On développe ainsi l'analogue des paragraphes 2 et 3 de [GK09]
et du paragraphe 7 de [Her11] dans le cas non déployé.

2 Contexte général

Soient p un nombre premier et Fp une clôture algébrique �xée de Fp ; tout corps �ni de caractéristique
p sera vu comme un sous-corps de Fp. Toute représentation considérée ici sera lisse.

Soit F un corps local non archimédien localement compact à corps résiduel �ni kF de caractéristique
p. Soient F sep une clôture séparable de F et F un ⊆ F sep la sous-extension maximale non rami�ée de F .
On note I = Gal(F sep/F un) le sous-groupe d'inertie du groupe de Galois absolu de F et σ ∈ Gal(F un/F )
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le générateur topologique correspondant à un Frobenius arithmétique.

Soit G un groupe réductif connexe sur F . Au paragraphe 7 de [Kot97], Kottwitz dé�nit un morphisme
fonctoriel et surjectif

κG : G(F un) → X∗(Z(Ĝ)I
)
,

où Ĝ désigne le dual de Langlands connexe de G et Z(Ĝ) son centre. On note B l'immeuble de Bruhat-
Tits du groupe adjoint Gad(F un). Un sous-groupe parahorique de G est un groupe de la forme1

ker κG ∩G(F ) ∩ FixF

pour une facette σ-invariante F de B (voir 5.2.6 de [BT84], paragraphe 3.3 de [HV11] ou paragraphe 8
de [Hai09]). Si F est une chambre, on parle de sous-groupe d'Iwahori.
Si H est un sous-groupe parahorique de G associé à une facette σ-invariante F de B, on lui associe un
groupe H(F ) ≤ H̃ ≤ G(F ) dé�ni par :

H̃ := {g ∈ G(F ) ∩ FixF | κG(g) est de torsion}.

Soient K un sous-groupe parahorique maximal spécial de G(F ) et K(1) le pro-p-radical de K (voir
paragraphe 3.6 de [HV11]). Le quotient K/K(1) est le groupe des kF -points d'un groupe réductif G.
Soient T un tore maximal parmi les tores F -déployés de G et A le centralisateur de T dans G. Soient
B un parabolique minimal de G de composante de Levi A et U son radical unipotent. Lorsque Q est un
parabolique contenant B, on notera Q− son parabolique opposé au sens du Théorème 4.15 de [BT65].
Pour tout sous-groupe H de G dé�ni sur F , on note

H := (H(F ) ∩K)/(H(F ) ∩K(1))

le sous-groupe de G(kF ) correspondant.
On confondra par abus G et ses sous-groupes paraboliques (resp. composante de Levi, radical unipotent
de sous-groupes paraboliques) avec leurs F -points. De même pour G et ses sous-groupes paraboliques
(resp. composante de Levi, radical unipotent de sous-groupes paraboliques) avec leurs kF -points.

3 Dé�nitions et résultats

Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit Q un sous-groupe parabolique standard (c'est-à-dire qui
contient2 B) de G. On dé�nit la G-représentation à coe�cients dans R suivante :

StQR :=
IndG

Q 1∑
Q′Q IndG

Q′ 1
.

Ici, commme dans toute la suite, on a noté Ind le foncteur d'induction lisse et on fait agir G sur IndG
Q 1

par translation à droite.

Théorème 3.1 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg généralisée StQR
est irréductible et admissible.

Remarque : Lorsque F est de caractéristique 0, l'admissibilité suit automatiquement de [Vig11]. Par
contre, lorsque F est de caractéristique p, à ma connaissance on ne sait pas se passer de l'argument de
ce papier.

On va présenter une preuve de cet énoncé dans les paragraphes qui suivent. Commençons par énoncer
un corollaire (on dira un mot de la preuve dans le paragraphe 9).

1on a noté FixF le �xateur point par point des simplexes de dimension 0 composant F
2cette hypothèse n'est en fait utile que lorsque l'on veut utiliser la comparaison parabolique-compacte de [HV12]
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Corollaire 3.2 Les constituants de Jordan-Hölder de IndG
Q 1 sont les StQ′R pour les sous-groupes pa-

raboliques3 Q′ contenant Q. Ils sont deux à deux non isomorphes et de multiplicité 1.

On donnera aussi la �ltration par les cosocles de IndG
Q 1. On note tout de suite le corollaire immédiat

suivant.

Corollaire 3.3 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg StBR est irréductible

et admissible.

4 Sous-groupe d'Iwahori et sous-groupes radiciels

Soient Φ le système de racines de G associé à T et Φred le système réduit associé :

Φred = {a ∈ Φ | a/2 /∈ Φ}.

Le groupe parabolique minimal B nous fournit un sous-ensemble de racines positives Φ+
red ⊆ Φred et

un système de racines simples ∆. On note Φ−
red := Φred r Φ+

red et, pour α ∈ Φred, on appelle sα la
ré�exion correspondante. On note W le groupe de Weyl �ni (déterminé par T ) et l : W → N la longueur
(déterminée par ∆). Soit w0 l'élément le plus long de W .
Pour w ∈ W , on notera encore w un relèvement (�xé une fois pour toutes) de w dans le normalisateur
NG(T )∩K de T dans K (ce qui est possible car K est spécial) ou bien l'image de ce relèvement dans G.

On fait remarquer que le paragraphe 1 de [GK09] ne concerne que des groupes de ré�exions cristallo-
graphiques avec système de racines réduit. Il est donc valable lorsque l'on travaille avec Φred et le lecteur
ne devra pas être surpris quand on y fera référence.

Soit I le sous-groupe d'Iwahori de G suivant : si x0 est le point spécial de l'immeuble de Gad(F un)
�xe par K, et si C est la chambre de sommet x0 et �xe par B, alors I est le parahorique �xant C (voir
paragraphe 2). On dispose alors de la décomposition d'Iwasawa (voir [BT72], Proposition 7.3.1)4 :

G =
∐

w∈W
BwĨ.

Aussi, on a des injections naturelles

A ∩ K̃/A ∩K ↪→ Ĩ/I ↪→ K̃/K.

La composée est un isomorphisme par [HV11], Lemma 6.2.(iii) ; la première �èche est donc un isomor-
phisme

A ∩ K̃/A ∩K ∼−→ Ĩ/I.

On a donc �nalement
G =

∐
w∈W

Bw(A ∩ K̃)I =
∐

w∈W
BwI. (1)

Pour tout sous-groupe H de G, on pose H0 := H ∩ I.
Pour α ∈ Φ, on note Uα le sous-groupe radiciel associé. Comme on a l'inclusion U2α ( Uα si {α, 2α} ⊆ Φ,
il convient de remarquer aussi U0

2α ⊆ U0
α. Par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a donc∏

α∈Φ+
red

Uα = U,
∏

α∈Φ+
red

U0
α = U0,

quel que soit l'ordre choisi sur Φ+
red.

3comme Q′ contient Q standard, il l'est automatiquement aussi
4ici, comme dans tout ce qui suit, l'appel à [BT72] nécessite de faire attention que cela est bien loisible : c'est l'objet

du Théorème 5.1.20 de [BT84], comme expliqué dans son introduction. Par la suite, on gardera cet énoncé en tête sans le
rappeler à chaque fois, mais on se permet d'insister que son importance est cruciale.
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Soit J un sous-ensemble de ∆. Les sα pour α ∈ J engendrent un sous-groupe WJ de W . On note
aussi

W J := {w ∈W | ∀α ∈ J, l(wsα) > l(w)}.

On a, par [Hum92], Lemma 1.6 et Corollary 1.7,

W J = {w ∈W | w(J) ⊆ Φ+
red}. (2)

Aussi, grâce à [Hum92], Proposition 1.10 et paragraphe 5.12, on a le fait important suivant : l'ensemble
W J est un système de représentants de W/WJ contenant l'élément le plus court de chaque classe.
On note le sous-ensemble de W J constitué des éléments primitifs

W J
pr := W J r

⋃
α∈∆rJ

W J∪{α} = {w ∈W J | w(∆ r J) ⊆ Φ−
red},

de sorte que l'on a W =
∐
W J

pr, lorsque J parcourt les sous-ensembles de ∆.
On dé�nit aussi le sous-ensemble suivant de Φred :

WJ .J := {wα | w ∈WJ , α ∈ J}.

5 Détermination de (StQR)I

Soit R un anneau commutatif unitaire.
Soit J un sous-ensemble propre de ∆. Pour w ∈W J∪{α} et α ∈ ∆ r J , on dé�nit

∂(w) :=
∑

w′∈W J , w′WJ⊆wWJ∪{α}

w′ ∈ R
[
W J

]
,

où R[W J ] désigne le R-module libre de base les éléments de W J . En prolongeant par R-linéarité, on a
la suite exacte ⊕

α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}] ∂−→ R

[
W J

] ∇−→ MJ(R) → 0, (3)

qui dé�nit l'application linéaire ∇ et le R-module MJ(R). Ce dernier module est un objet essentiel
pour la compréhension du module des I-invariants de StJR. Et Grosse-Klönne a démontré ([GK09],
Proposition 1.3.(a)) que MJ(R) est libre de rang |W J

pr|.
Par la Proposition 2.4 de [BH06] appliqué5 à H = {1} et au groupe pro�ni I, le foncteur des fonctions
localement constantes C∞(I, ·) est exact. En appliquant C∞(I, ·) à (3), on obtient la suite exacte

C∞
(
I,

⊕
α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}]) → C∞

(
I,R

[
W J

])
→ C∞(I,MJ(R)) → 0.

Par abus, on note encore ces �èches ∂ et ∇ respectivement.
Notons, pour J ⊆ ∆ et w ∈W :

PJ := BWJB,
wPJ := wPJw

−1. (4)

On remarque que wPJ ne dépend que de la classe de w dans W/WJ . Par dé�nition de PJ son radical
unipotent est égal à

NJ =
∏

α∈Φ+
redr(Φ+

red∩WJ .J)

Uα.

On �xe aussi un sous-groupe de LeviMJ de PJ contenant A etWJ . Enonçons tout de suite une inclusion
entre les wPJ qui nous sera utile dans très peu de temps.

5dans cette référence toutes les représentations sont à coe�cients complexes mais cela n'in�ue pas sur la preuve de la
proposition en question
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Lemme 5.1 Soit α ∈ ∆ r J . Soient w et w′ des éléments de W véri�ant w′WJ ⊆ wWJ∪{α}. On a les

inclusions6
w′PJ ⊆ wPJ∪{α};

w′P 0
J ⊆ wP 0

J∪{α}.

Preuve :

Par hypothèse, il existe un élément σ ∈ WJ∪{α} véri�ant w′ = wσ. La première inclusion vient immé-
diatement :

w′PJ = wσPJσ
−1w−1 ⊆ wPJ∪{α}.

La seconde suit par intersection avec I. �

Pour α ∈ ∆ r J , en notant C∞(wP 0
J∪{α}\I,R) le sous-espace de C∞(I,R) constitué des fonctions

wP 0
J∪{α}-invariantes à gauche, on a une injection⊕

w∈W J∪{α}

C∞
(
wP 0

J∪{α}\I,R
)
↪→ C∞

(
I,R

[
W J∪{α}])

donnée par la �èche

(fα,w)w 7→
∑

w
fα,w w.

On a de même une injection ⊕
w∈W J

C∞
(
wP 0

J\I,R
)
↪→ C∞

(
I,R[W J ]

)
.

On verra dorénavant les injections précédentes comme des inclusions. On a alors le diagramme commutatif
suivant :

C∞
(
I,

⊕
α∈∆rJ R

[
W J∪{α}]) ∂ // C∞

(
I,R

[
W J

]) ∇ // C∞
(
I,MJ(R)

)
// 0

⊕
α∈∆rJ, w∈W J∪{α}

C∞
(
wP 0

J∪{α}\I,R
)

∂ //
?�

OO

//
⊕

w∈W J

C∞
(
wP 0

J\I,R
)
∇ //

?�

OO

C∞
(
I,MJ(R)

)
. (5)

Véri�ons que l'image de
⊕

α,w C
∞(

wP 0
J∪{α}\I,R

)
par ∂ est bien incluse dans

⊕
W J C∞

(
wP 0

J\I,R
)
.

Fixons pour cela α ∈ ∆ r J . On a

∂
( ∑

w∈W J∪{α}

fα,w w
)

=
∑

w′∈W J

( ∑
w∈W J∪{α}, w′WJ⊆wWJ∪{α}

fα,w

)
w′; (6)

il s'agit donc de voir que
∑

w′WJ⊆wWJ∪{α}

fα,w est w′P 0
J -invariante à gauche. En fait, chacun des termes de

cette somme l'est. En e�et, chaque fα,w est wP 0
J∪{α}-invariant à gauche ; par le lemme 5.1, il est aussi

w′P 0
J -invariant et ∂ envoie bien

⊕
α,w C

∞(
wP 0

J∪{α}\I,R
)
dans

⊕
W J C∞

(
wP 0

J\I,R
)
.

Proposition 5.2 La ligne du bas du diagramme (5) est exacte.

L'introduction de quelques objets est nécessaire avant d'aborder la preuve de cette proposition.
Remarquons que, par [Hum92], Corollary 1.5, le sous-système ΦJ ⊆ Φred engendré par J véri�e

Φ−
J = Φ−

red ∩WJ .J.

On dit que D ( Φred est J-quasi-parabolique s'il est l'intersection de certains w(Φ−
red r Φ−

J ).
Enonçons maintenant un lemme/dé�nition particulièrement utile.

6on omet les parenthèses pour alléger les notations, mais wP 0
J doit se lire (wPJ)0
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Lemme 5.3 Soit D ( Φred une partie J-quasi-parabolique. Le produit
∏

D U
0
α est indépendant de l'ordre

choisi sur D : il forme un sous-groupe de G que l'on notera U0
D.

Preuve :

Comme D est J-quasi-parabolique, on voit qu'il est su�sant de prouver que
∏

w(Φ−redrΦ−J ) U
0
α est indé-

pendant de l'ordre sur w(Φ−
red r Φ−

J ) pour un w ∈W tel que D est contenu dans w(Φ−
red r Φ−

J ). Quitte
à conjuguer par w, on suppose à présent w = 1.
Il reste donc à voir la condition de commutateurs sur la partie Φ−

red r Φ−
J ⊆ Φ−

red pour pouvoir appliquer
la Proposition7 6.1.6 de [BT72]. Il s'agit de voir dans un premier temps que si a et b sont des éléments
de Φ−

red r Φ−
J alors on a

(Ua, Ub) ⊆ 〈Una+mb | na+mb ∈ Φ−
red r Φ−

J , m, n ∈ N∗〉. (7)

Pour voir que ceci est automatique, écrivons

a = a′J + aJ , a′J =
∑

α∈∆rJ

n(a)
α α, aJ =

∑
α∈J

n(a)
α α

avec des n
(a)
α ≤ 0 ; et de même b = b′J + bJ . On a alors, pour n,m > 0 :

na+mb = (na′J +mb′J) + (naJ +mbJ).

Parce que l'on a a′J 6= 0 et b′J 6= 0, on a na′J +mb′J 6= 0 et donc na +mb n'est pas un élément de Φ−
J .

En prenant les intersections avec I, parce que I ∩
∏

α∈Φ−red
Uα est égal à

∏
α∈Φ−red

U0
α par la Proposition8

5.2.32 de [BT72], (7) devient

(U0
a , U

0
b ) ⊆ 〈U0

na+mb | na+mb ∈ Φ−
red r Φ−

J , m, n ∈ N∗〉.

Le lemme en découle. �

Pour w ∈W , on pose
Dw = w(Φ−

red r Φ−
J ) :

le groupe U0
Dw

est l'intersection de I avec le radical unipotent de wP−J (dé�ni en (4)) (voir [Dem11b],
Proposition 1.12). On remarque que Dw ne dépend que de la classe de w dans W/WJ , et que, pour tout
α ∈ ∆ r J , on a w(Φ−

red r Φ−
J∪{α}) ⊆ w(Φ−

red r Φ−
J ).

L'introduction des ensembles J-quasi-paraboliques s'explique alors par le fait que l'on va s'intéresser à
l'intersection de tels U0

Dw
pour di�érents w ∈W et à la décomposition d'Iwahori qui suit.

Lemme 5.4 Soient J ⊆ ∆ et w ∈W . Le produit wP 0
J × U0

Dw
→ I est un homéomorphisme.

Preuve :

Par la Proposition 5.2.32 de [BT72], on a la décomposition d'Iwahori

Ĩ =
( ∏

β∈wΦ+
red

U0
β

)(
A ∩ K̃

)( ∏
β∈wΦ−red

U0
β

)
,

où les produits sur wΦ+
red et wΦ−

red sont indépendants de l'ordre par la Proposition 6.1.6 de [BT72]. En
l'intersectant avec le noyau du morphisme de Kottwitz κG, parce que l'on a A0 = A ∩K, cela permet
d'écrire

I =
( ∏

β∈wΦ+
red

U0
β

)
A0

( ∏
β∈wΦ−red

U0
β

)
=: I+A0I−.

7on l'applique à Ya = Ua ∩ I ⊇ Y2a = U2a ∩ I et Xa = Ua ∩ I
8cette dernière s'occupe de U ∩ eI, mais en prenant l'intersection avec le morphisme de Kottwitz, on voit l'égalité

U ∩ eI = U ∩ I
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La décomposition
wP 0

J =
( ∏

β∈wΦ+
red

U0
β

)
A0

( ∏
β∈wΦ−J

U0
β

)
(8)

suit par intersection avec wPJ : I+ et A0 sont inclus dans wPJ et donc wP 0
J est égal à I+A0(I− ∩ wPJ).

Il en résulte la bijection
U0

Dw
= wU0

Φ−redrΦ−J

∼−→ wP 0
J\I. (9)

On en déduit que le produit wP 0
J × U0

Dw
→ I est un homéomorphisme : c'est une bijection par (9), le

produit est continu et une bijection continue d'un espace compact vers un espace séparé est un homéo-
morphisme. �

Pour un sous-ensemble D de Φred, on note

W J(D) := {w ∈W J | D ⊆ w(Φ−
red r Φ−

J )}. (10)

Lemme 5.5 Soient D,D′ ⊆ Φred deux ensembles J-quasi-paraboliques. Soient α ∈ ∆ r J et w ∈
W J∪{α}(D). On a l'égalité d'ensembles

wP 0
J∪{α}U

0
D ∩ wP 0

J∪{α}U
0
D′ = wP 0

J∪{α}
(
U0

D ∩ U0
D′

)
. (11)

Preuve :

L'inclusion ⊇ est évidente ; prouvons ⊆. En appliquant le lemme 5.3, le produit
∏

β∈D

U0
β est indépendant

de l'ordre. Choisissons un ordre sur D tel que tout élément de Dr (D∩D′) soit placé avant tout élément
de D ∩D′. On forme le produit

∏
β∈Dr(D∩D′)

U0
β suivant cet ordre et on le note U0

DrD′ , de sorte que l'on

a U0
D = U0

DrD′U0
D∩D′ (D ∩ D′ est J-quasi-parabolique et la notation est celle du lemme 5.3). Il est

équivalent de voir ⊆ dans (11) et

wP 0
J∪{α}U

0
DrD′ ∩ U0

D′ ⊆ wP 0
J∪{α}

(
U0

D ∩ U0
D′

)
.

On va même montrer que wP 0
J∪{α}U

0
DrD′ ∩ U0

D′ est inclus dans wP 0
J∪{α}. Notons

Φ′ = Φred r w(Φ−
red r Φ−

J∪{α}) = {β ∈ Φred | Uβ ⊆ wP 0
J∪{α}}. (12)

Puisque w est dans W J∪{α}(D), l'intersection de D et de Φ′ est vide ; ou autrement dit, la partie
(J ∪ {α})-quasi-parabolique

Dα,w = w(Φ−
red r Φ−

J∪{α})

contient D. Par le lemme 5.3 pour Dα,w, le produit
∏

β∈Dα,w

U0
β est indépendant de l'ordre : on choisit un

ordre sur Dα,w tel que sa restriction à D coïncide avec l'ordre précédemment choisi sur D et tel que tout
élément de D précède tout élément de Dα,w rD. On forme le produit

∏
β∈Dα,wrD

U0
β suivant cet ordre et

on le note U0
Dα,wrD, de sorte que l'on a U0

Dα,w
= U0

DU
0
Dα,wrD. Par (9), on a alors la décomposition en

produit direct d'ensembles
I = wP 0

J∪{α}U
0
DrD′U0

D∩D′U0
Dα,wrD. (13)

Par le (8) dans la preuve du lemme 5.4, on a la décomposition d'Iwahori

wP 0
J∪{α} =

( ∏
β∈wΦ+

red

U0
β

)
A0

( ∏
β∈wΦ−

J∪{α}

U0
β

)
. (14)

Parce que wΦ+
red véri�e la condition des commutateurs, on peut appliquer la Proposition9 6.1.6 de

[BT72] et dire que
∏

β∈wΦ+
red

U0
β est un produit indépendant de l'ordre sur wΦ+

red, que l'on notera U0
wΦ+

red

.

9ici encore, on prend Ya = Ua ∩ I ⊇ Y2a = U2a ∩ I et Xa = Ua ∩ I
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On choisit un ordre sur wΦ+
red tel que tout élément de wΦ+

red ∩ D
′ précède tout élément de wΦ+

red r
(D′∩wΦ+

red). On forme U0
wΦ+

red∩D′ =
∏

β∈wΦ+
red∩D′

U0
β , U

0
wΦ+

redrD′ =
∏

β∈wΦ+
redr(D′∩wΦ+

red)

U0
β , et on a U0

wΦ+
red

=

U0
wΦ+

red∩D′U
0
wΦ+

redrD′ . De la même manière, on choisit un ordre sur wΦ−
J∪{α} tel que tout élément de

wΦ−
J∪{α} qui appartient à D′ précède tout élément qui n'y appartient pas : on obtient U0

wΦ−
J∪{α}

=

U0
wΦ−

J∪{α}∩D′U
0
wΦ−

J∪{α}rD′ . L'identité (14) devient

wP 0
J∪{α} = U0

wΦ+
red∩D′U

0
wΦ+

redrD′A
0U0

wΦ−
J∪{α}∩D′U

0
wΦ−

J∪{α}rD′ ;

et (13) devient le produit direct

I = U0
wΦ+

red∩D′U
0
wΦ+

redrD′A
0U0

wΦ−
J∪{α}∩D′U

0
wΦ−

J∪{α}rD′U
0
DrD′U0

D∩D′U0
Dα,wrD. (15)

Grâce à (15), un élément de U0
D′ ∩ wP 0

J∪{α}U
0
DrD′ est dans le produit

U0
wΦ+

red∩D′U
0
wΦ−

J∪{α}∩D′ ⊆ wP 0
J∪{α}

et le lemme est prouvé. �

Preuve de la proposition 5.2 :

On commence par numéroter tous les sous-ensembles J-quasi-paraboliques de Φred : D0, D1, D2, . . . par
ordre croissant de taille, c'est-à-dire avec

n < m⇒ |Dn| ≤ |Dm|.

Soit f ∈ C∞
(
I,R[W J ]

)
, image de (fw)w∈W J ∈

⊕
w∈W J

C∞
(
wP 0

J\I,R
)
par la �èche verticale du dia-

gramme (5), tel que l'on a ∇f = 0, c'est-à-dire ∇(f(x)) = 0 pour tout x ∈ I. On cherche g ∈
C∞

(
I,

⊕
α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}]), image de (gα,w)α,w ∈

⊕
α∈∆rJ, w∈W J∪{α}

C∞
(
wP 0

J∪{α}\I,R
)
, véri�ant f = ∂g.

On va montrer par récurrence l'existence d'une telle fonction g satisfaisant f = ∂g sur
⋃

n≥0 U
0
Dn

.
Ceci implique f = ∂g car f et ∂g proviennent de la ligne du bas du diagramme (5) et que l'on a
wP 0

J

( ⋃
n≥0 U

0
Dn

)
= I pour tout w ∈W J par le lemme 5.4. La démonstration se fera en deux étapes :

� il existe g telle que f est égale à ∂g sur U0
D0

;
� si f est nulle sur

⋃
n<m U0

Dn
, alors il existe g véri�ant f = ∂g sur

⋃
n≤m U0

Dn
(m ≥ 1).

La situation de l'étape d'initiation est la suivante : on a

D0 = ∅ = (Φ−
red r Φ−

J ) ∩ w0(Φ−
red r Φ−

J ), U0
D0

= {1}.

La fonction f véri�e (∇f)(1) = ∇(f(1)) = 0. Comme la suite (3) est exacte, on choisit, une famille

d'éléments (g(1)
α,w)α,w ∈

⊕
α∈∆rJ R

[
W J∪{α}] telle que l'on a ∂((g(1)

α,w)α,w) = f(1). Soit, pour tout α ∈
∆ r J et tout w ∈ W J∪{α}, gα,w une fonction de C∞

(
wP 0

J∪{α}\I,R
)
valant g

(1)
α,w sur wP 0

J∪{α}. Alors
l'image g de

(gα,w)α,w ∈
⊕

α∈∆rJ,w∈W J∪{α}

C∞
(
wP 0

J∪{α}\I,R
)

dans C∞
(
I,

⊕
α∈∆rJ R

[
W J∪{α}]) véri�e ∂g = f sur U0

D0
= {1}. L'étape d'initiation est terminée.

Montrons maintenant la propriété de propagation de la récurrence. Soit, pour tout w ∈ W J , fw ∈
C∞(wP 0

J\I,R) nulle sur
⋃

n<m U0
Dn

.

Si w est un élément de W J rW J(Dm), fw est nulle sur U0
Dm

puisque l'on a wP 0
JU

0
Dm

= wP 0
JU

0
Dn

pour
n < m véri�ant

Dm ∩ w(Φ−
red r Φ−

J ) = Dn.

8



En e�et, il su�t de remarquer qu'un tel n < m existe par dé�nition de W J(Dm) (voir (10)) et que l'on
a alors U0

Dm
= (U0

Dm
∩ wP 0

J )U0
Dn

.
Nous allons trouver la fonction g comme image de

(gα,w)α,w ∈
⊕

α∈∆rJ, w∈W J∪{α}(Dm)

C∞(wP 0
J∪{α}\I,R)

telle que (f − ∂g)w′ est nulle sur
⋃

n≤m U0
Dn

pour tout w′ ∈ W J(Dm). Comme (∂g)w′ est nulle
10 pour

w′ ∈W J rW J(Dm), (f − ∂g)w′ sera nulle sur
⋃

n≤m U0
Dn

pour tout w′ ∈W J .

La fonction f est localement constante sur le compact
⋃

n≤m U0
Dn

et nulle sur
⋃

n<m U0
Dn

. Soient (Ci)0≤i≤r

les ouverts disjoints de
⋃

n≤m U0
Dn

véri�ant
⋃

iCi =
⋃

n≤m U0
Dn

et tels que fw est constant sur Ci, égal

à f
(i)
w , et f

(0)
w = 0 pour tout w ∈W J(Dm) et (f (i)

w )w∈W J (Dm) 6= (f (i′)
w )w∈W J (Dm) si i 6= i′. En particulier,

on notera que C0 contient
⋃

n<m U0
Dn

et que U0
Dm

est l'union disjointe de C0 ∩ U0
Dm

et des Ci pour
1 ≤ i ≤ r.
La suite extraite de (3) ⊕

α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}(Dm)

] ∂−→ R
[
W J(Dm)

] ∇−→ MJ(R) (16)

est encore exacte (voir [GK09], Proposition 1.3.(b)). Par ailleurs, (f (i)
w )w∈W J (Dm) appartient au noyau

de ∇ dans (16) car on a ∇f = 0 et fw = 0 pour w ∈W J rW J(Dm). Il existe alors, pour tout 0 ≤ i ≤ r,

g(i) =
(
g(i)
α,w

)
α∈∆rJ,w∈W J∪{α}(Dm)

∈
⊕

α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}(Dm)

]
tel que l'on a g(0) = 0 et

∂(g(i)) = (f (i)
w )w∈W J (Dm) ∈ R

[
W J(Dm)

]
. (17)

Posons Dα,w = w(Φ−
red r Φ−

J∪{α}) pour α ∈ ∆ r J et w ∈ W . Pour tout w ∈ W , le produit wP 0
J∪{α} ×

U0
Dα,w

→ I est un homéomorphisme par le lemme 5.4, donc on a

C∞
(
wP 0

J∪{α}\I,R
)
' C∞(U0

Dα,w
, R).

Soient α ∈ ∆ r J et w ∈ W J∪{α}(Dm). Notons U ′ la projection11 de
⋃

n<m U0
Dn

sur U0
Dα,w

: c'est le

sous-espace de U0
Dα,w

véri�ant

wP 0
J∪{α}U

′ = wP 0
J∪{α}

( ⋃
n<m

U0
Dn

)
.

Supposons qu'il existe, pour α ∈ ∆rJ et w ∈W J∪{α}(Dm), une fonction gα,w ∈ C∞(U0
Dα,w

, R) nulle sur

U ′∪(C0∩U0
Dm

) et constante, égale à g(i)
α,w, sur Ci pour 1 ≤ i ≤ r. Soit alors g ∈ C∞

(
I,

⊕
α∈∆rJ

R
[
W J∪{α}])

l'image de

(gα,w)α,w ∈
⊕

α∈∆rJ, w∈W J∪{α}(Dm)

C∞(wP 0
J∪{α}\I,R).

Soit w′ ∈W J(Dm). Grâce à (17), on a alors

(∂g)w′ =
∑

α∈∆rJ

∑
w∈W J∪{α}(Dm), w′WJ⊆wWJ∪{α}

g(i)
α,w = f

(i)
w′ = fw′

10en (6), la somme sur les w véri�ant w′WJ ⊆ wWJ∪{α} ne fait intervenir que des w /∈ W J∪{α}(Dm) car w′WJ ⊆
wWJ∪{α} implique w′

PJ ⊆ wPJ∪{α} par le lemme 5.1, et donc w(Φ−red r Φ−J∪{α}) ⊆ w′(Φ−red r Φ−J ) par (12) (voir dé�nition

(10) aussi)
11remarquons que U ′ dépend de α et de w

9



sur chaque Ci pour 1 ≤ i ≤ r ; la même égalité est vraie sur C0 ∩ U0
Dm

, de sorte que l'on a (∂g)w′ = fw′

sur tout U0
Dm

. Pour x ∈
⋃

n≤m U0
Dn

r U0
Dm

, pour tout α ∈ ∆ r J et tout w ∈ W J∪{α}(Dm), il existe
pα,w ∈ wP 0

J∪{α} et uα,w ∈ U ′ véri�ant x = pα,wuα,w. On a alors

(∂g)w′(x) =
∑

α∈∆rJ

∑
w∈W J∪{α}(Dm), w′WJ⊆wWJ∪{α}

gα,w(uα,w) = 0.

Il nous reste à véri�er l'existence des fonctions gα,w. Soient α ∈ ∆rJ et w ∈W J∪{α}(Dm). Par dé�nition
de U ′, on a

wP 0
J∪{α}U

′ ∩ wP 0
J∪{α}U

0
Dm

= wP 0
J∪{α}

( ⋃
n<m

U0
Dn

)
∩ wP 0

J∪{α}U
0
Dm

,

et par le lemme 5.5, on a

wP 0
J∪{α}

( ⋃
n<m

U0
Dn

)
∩ wP 0

J∪{α}U
0
Dm

= wP 0
J∪{α}

(( ⋃
n<m

U0
Dn

)
∩ U0

Dm

)
.

On sait alors que U ′ ∩ U0
Dm

est inclus dans C0 ∩ U0
Dm

: comme g
(0)
α,w est nul, les conditions imposées sur

les valeurs de gα,w sont compatibles. L'espace U ′ ∪ U0
Dm

est une union disjointe de U ′ ∪ (C0 ∩ U0
Dm

) et
des Ci pour 1 ≤ i ≤ r. Les Ci, pour 1 ≤ i ≤ r, sont ouverts compacts dans U0

Dm
et U ′ est compact. Le

complémentaire de U ′ dans U ′∪U0
Dm

contient Ci, donc Ci est ouvert dans U
′∪U0

Dm
pour tout 1 ≤ i ≤ r.

Comme
⋃

1≤i≤r Ci est compact, son complémentaire U ′ ∪ (C0 ∩ U0
Dm

) dans U ′ ∪ U0
Dm

est ouvert.

Il existe donc une fonction g′α,w ∈ C∞(U ′∪U0
Dm

, R) nulle sur U ′∪ (C0∩U0
Dm

) et constante, égale à g(i)
α,w,

sur Ci pour 1 ≤ i ≤ r. Comme U ′ ∪ U0
Dm

est fermé dans U0
Dα,w

, le morphisme de restriction

C∞(U0
Dα,w

, R) → C∞(U ′ ∪ U0
Dm

, R)

est surjectif : il existe une fonction gα,w sur U0
Dα,w

prolongeant g′α,w comme voulue. La récurrence est
donc terminée et la proposition prouvée. �

Pour J ⊆ ∆, on dé�nit la G-représentation de Steinberg généralisée StJR par la suite exacte⊕
α∈∆rJ

C∞(PJ∪{α}\G,R) ∂−→ C∞(PJ\G,R) → StJR→ 0. (18)

On observe que cela coïncide avec la dé�nition de StQR lorsque Q = PJ .

Corollaire 5.6 Le R-module StJR est libre. Et il existe une injection I-équivariante

ιR : StJR ↪→ C∞(I,MJ(R))

dont la formation commute aux changements de base.

Preuve :

La �èche i 7→ PJw
−1i induit une bijection ensembliste

wP 0
J\I

∼−→ PJ\PJw
−1I.

De plus, toute inclusion w′WJ ⊆ wWJ∪{α} donne alors lieu à un diagramme commutatif comme suit
(par le lemme 5.1) :

wP 0
J\I //

∼
��

w′P 0
J∪{α}\I

∼
��

PJ\PJw
−1I // PJ∪{α}\PJ∪{α}(w′)−1I

.
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Les w−1 pour w ∈ W J (resp. w′ ∈ W J∪{α}) forment un système de représentants de WJ\W (resp.
WJ∪{α}\W ). On a les décompositions d'Iwasawa suivantes (conséquences directes de (1) et du Corollaire
4.2.2 de [BT72]) :

PJ\G =
∐

w∈W J

PJ\PJw
−1I, PJ∪{α}\G =

∐
w′∈W J∪{α}

PJ∪{α}\PJ∪{α}(w
′)−1I.

On en déduit les sommes directes

C∞(PJ\G,R) =
⊕

w∈W J

C∞(PJ\PJw
−1I,R),

C∞(PJ∪{α}\G,R) =
⊕

w′∈W J∪{α}

C∞(PJ∪{α}\PJ∪{α}(w
′)−1I,R).

Il en découle le diagramme commutatif suivant :⊕
α∈∆rJ

C∞(PJ∪{α}\G,R) //

∼
��

C∞(PJ\G,R) //

∼
��

StJR //

��

0

⊕
α∈∆rJ, w′∈W J∪{α}

C∞(w′P 0
J∪{α}\I,R) //

⊕
w∈W J

C∞(wP 0
J\I,R) // C∞(I,MJ(R))

. (19)

La première ligne est exacte par dé�nition de StJR (voir (18)) et la seconde l'est par la proposition 5.2.
On en déduit que l'application

ιR : StJR ↪→ C∞(I,MJ(R))

est injective ; elle est aussi I-équivariante car toutes les �èches pleines du diagramme le sont.
Etudions d'abord le cas R = Z : parce que l'on a

MJ(R) = MJ(Z)⊗Z R,

on a la propriété de changement de base voulue. Grâce à la Proposition 1.3.(a) de [GK09] et au lemme
10.1, le Z-module C∞(I,MJ(Z)) est libre. Or un sous-module d'un module libre sur un anneau principal
est libre. Ainsi StJZ est libre, et StJR est libre sur R par changement de base12. �

Avant de déterminer à proprement parler (StJR)I , on commence par déterminer C∞(PJ\G,R)I .

Lemme 5.7 Le R-module C∞(PJ\G,R)I est libre de rang |W J |.

Preuve :

La décomposition d'Iwasawa (voir (1)) fournit

G =
∐

W J
PJw

−1I.

Grâce à cette décomposition, on dé�nit, pour w ∈W J , la fonction fw de C∞(PJ\G,R)I par fw(w−1) = 1
et fw(w′) = 0 si w′ ∈ (W J)−1 r {w−1}. Le R-module C∞(PJ\G,R)I est alors libre et engendré par
(fw)w∈W J . �

Proposition 5.8 L'espace des I-invariants
(
StJR

)I
est un R-module libre de rang |W J

pr|.
12on a bien StJZ⊗Z R = StJR comme la suite exacte

0 →
X

α∈∆rJ

C∞(PJ∪{α}\G, Z) → C∞(PJ\G, Z) → StJZ → 0

reste exacte après tensorisation par R, les deux Z-modules à gauche étant libres par l'appendice 10
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Preuve :

Appliquons le foncteur des I-invariants au carré commutatif du diagramme de la preuve du corollaire
5.6. On obtient les applications de R-modules :

R[W J ] =
⊕

w∈W J

C∞
(
wP 0

J\I,R
)I →

(
StJR

)I → C∞(I,MJ(R))I = MJ(R). (20)

Parce que ιR est injective et que le foncteur des I-invariants est exact à gauche, la �èche de droite de (20)
est injective. En�n la composée (20) est surjective par dé�nition de MJ(R). Alors on a un isomorphisme(

StJR
)I ∼−→ MJ(R)

de R-modules, ce qui fait de (StJR)I un R-module libre de rang |W J
pr| (par [GK09], Proposition 1.2.(a)).

�

Corollaire 5.9 Les images fw dans StJR des fonctions fw (pour w ∈ W J
pr) dé�nies dans la preuve du

lemme 5.7 forment une base explicite de
(
StJR

)I
.

Preuve :

En prenant les I-invariants du diagramme commutatif dans la preuve du corollaire 5.6, on obtient le
diagramme commutatif suivant, où les carrés du haut sont commutatifs.⊕

α∈∆rJ C
∞(
PJ∪{α}\G,R

)I //

∼
��

C∞
(
PJ\G,R

)I //

∼
��

(
StJR

)I

∼
��⊕

α∈∆rJ, w′∈W J∪{α} C∞
(
w′P 0

J∪{α}\I,R
)I ∂ // ⊕

w∈W J C∞
(
wP 0

J\I,R
)I // C∞

(
I,MJ(R)

)I

⊕
α∈∆rJ, w′∈W J∪{α} R[W J∪{α}]

∼
OO

∂ // R[W J ] //

∼

OO

MJ(R) //

∼

OO

0

On remarque que l'on a utilisé la proposition 5.8 pour a�rmer l'isomorphisme de R-modules libres que
constitue la �èche verticale en haut à droite. Les carrés du bas du diagramme sont commutatifs en
vertu de ce que la description des fonctions du lemme 5.7 est compatible avec la discussion d'avant la
proposition 5.2. Le résultat suit. �

Une autre conséquence importante est l'assertion de l'admissibilité dans le théorème 3.1.

Corollaire 5.10 Supposons que R soit un corps de caractéristique p. Alors StJR est admissible.

Preuve :

En regardant le diagramme commutatif (19), on voit que StJR est l'image de
⊕

w∈W J C∞
(
wP 0

J\I,R
)

dans C∞(I,MJ(R)). Comme chaque wP 0
J contient A ∩ I, cette image est en fait incluse dans C∞

(
A ∩

I\I,MJ(R)
)
⊆ C∞(I,MJ(R)). Si I(1) désigne le pro-p-Sylow de I, on a (A ∩ I)I(1) = I ; il suit les

égalités C∞
(
A ∩ I\I,MJ(R)

)I = C∞
(
A ∩ I\I,MJ(R)

)I(1)
, et donc

(
StJR

)I =
(
StJR

)I(1)
.

Traitons d'abord le cas R = Fp : le Fp-espace vectoriel (StJFp)I(1) = (StJFp)I est de dimension �nie par
la proposition 5.8. Comme I(1) contient K(1), il est ouvert et on peut appliquer [Pas04], Theorem 6.3.2,
et StJFp est admissible.
Dans le cas R = Fp, on remarque que l'on a (StJFp)H = (StJFp)H ⊗Fp Fp pour tout sous-groupe ouvert

H de G. L'admissibilité de StJFp implique alors celle de StJFp. En�n, pour R un corps de caractéristique
p, Fp est naturellement un sous-corps de R. On a alors (StJR)H = (StJFp)H ⊗Fp R pour tout H ≤ G
ouvert. Le résultat en découle. �
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que l'on peut aussi prouver ce fait en se servant
du corollaire 5.6. Alors, pour tout sous-groupe compact ouvert H de I, l'espace d'invariants (StJR)H

s'injecte dans le R-espace vectoriel de dimension �nie C(I/H,MJ(R)). Par ailleurs, un tel argument
reste tout à fait valable pour R un anneau principal (sans hypothèse sur la caractéristique).
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6 Comparaison avec le cas �ni

On retourne à R un anneau commutatif unitaire. On cherche à comparer les représentations de Stein-
berg généralisées avec leur analogue dans le cas �ni.

On remarque d'abord que comme on a choisi K comme étant le parahorique associé à un sommet
spécial, le groupe de Weyl associé à l'adhérence schématique T̃ de T est encore W (voir [BT84], Propo-
sitions 4.4.5 et 4.6.4 ; [HR08], Proposition 12). Le système de racines Φ associé à la paire (B, T̃ ) est un
sous-système de Φ et il n'est pas nécessairement réduit ; on considère alors son réduit Φred. Parce que
Φred et Φred sont tous deux des sous-systèmes réduits de Φ qui contiennent une R-base de X∗(T )⊗Z R,
on a une correspondance bijective

Φred
∼−→ Φred

a 7→ a ou 2a
.

Cette bijection exhibe un sous-ensemble de racines simples ∆ de Φ en correspondance avec ∆ de la même
manière :

∆ :=
⋃

a∈∆
{a, 2a} ∩ Φred.

Pour J un sous-ensemble de ∆, on associe alors de cette manière J ⊆ ∆.
De même que pour le paragraphe précédent, le lecteur ne s'étonnera pas des invocations du paragraphe
1 de [GK09] pour des résultats concernant Φred.

Lemme 6.1 Soit J un sous-ensemble de ∆. La réduction P J de PJ est PJ , le parabolique de G associé

à J .

Remarque : On peut aussi se reporter au Corollaire 4.6.4 de [BT84].
Preuve :

La réduction de PJ est
P J = PJ ∩K/PJ ∩K(1)

et est engendrée par les images dans G de A ∩ K et des Ua ∩ K pour a ∈ Φ+
red ∪WJ .J . En e�et, par

décomposition de Bruhat, il su�t de voir que B ∩K et WJ ⊆ K sont engendrés par A∩K et les Ua ∩K
pour a ∈ Φ+

red∪WJ .J . Pour B∩K, cela suit de [HV11], Theorem 6.5, qui a�rme B∩K = (A∩K)(U∩K) ;
et donc B∩K est engendré par A∩K et les Ua∩K pour a ∈ Φ+

red. Soient α ∈ J et u ∈ U−α∩K d'image
non nulle dans U−α. Par [Car85], Corollary 2.6.2, il existe alors b1, b2 ∈ B tels que l'on ait u = b1sb2 où
s est la ré�exion dans WJ ⊆ K correspondant à α. En relevant b1 et b2 respectivement en b1 et b2 dans
B ∩K, on voit que s est bien dans le groupe engendré par A ∩K et les Ua ∩K pour a ∈ Φ+

red ∪WJ .J .
Les tels s formant un système de générateurs de WJ , on a bien l'a�rmation voulue sur PJ ∩K.
Le groupe PJ est quant à lui engendré par A = ZG(T ) et les Ua pour a ∈ Φ+ ∪WJ .J . Ce sont bien là
les mêmes groupes radiciels par la remarque suivant le Lemma 6.12 de [HV11]. �

Pour J ⊆ ∆ (correspondant à J ⊆ ∆), on garde la même dé�nition de la représentation de Steinberg
généralisée StJR ; on rappelle la suite exacte de G-représentations qui la dé�nit :⊕

α∈∆rJ

C(P J∪{α}\G,R) → C(P J\G,R) → StJR→ 0.

Commençons par exhiber des éléments particuliers de
(
StJR

)B
: pour w un élément de W J

pr, notons

gw ∈ StJR l'image de la fonction caractéristique gw de

P Jw
−1B = P Jw

−1
(
U ∩ wU−w−1

)
dans IndG

P J
1.

Soit w ∈W . On va commencer par prouver l'a�rmation

P Jw
−1B = P Jw

−1(U ∩ wU−w−1).

13



On a d'abord
Bw−1B = Bw−1AU = Bw−1U. (21)

Ensuite, par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a

U = (U ∩ wUw−1)(U ∩ wU−w−1). (22)

Il s'ensuit
Bw−1U = Bw−1

(
U ∩ wU−w−1

)
.

La même égalité subsiste alors avec P J ≥ B à gauche plutôt que B, et l'égalité voulue est prouvée.

Si on fait subir à (G,Φred, J) le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve alors que
(
StJR

)B

est un R-module libre, de base (gw)
w∈W J

pr
. Cependant, savoir ce fait n'est pas nécessaire tout de suite,

et la preuve de la proposition 6.2 nous le redonnera à moindres frais.

On a une décomposition d'Iwasawa G = PJK (voir [HR10], Corollary 9.1.2). L'application PJ\G→
P J\G est continue (car PJK(1) est fermé dans G) et surjective. On a donc l'injection naturelle (k désigne
ici un représentant dans K) :

C(P J\G,R) → C∞(PJ\G,R)
f 7→

(
PJk 7→ f(P Jk)

) .

Dès lors, on a le diagramme suivant de K-représentations.⊕
α∈∆rJ C(P J∪{α}\G,R)

ϕ1 //
� _

��

C(P J\G,R) //
� _

��

StJR
//

ι

��

0

⊕
α∈∆rJ C

∞(PJ∪{α}\G,R) ϕ2 // C∞(PJ\G,R) // StJR // 0

Comme les deux �èches verticales de gauche sont des injections et parce que l'on a l'égalité

ϕ2

( ⊕
α∈∆rJ

C∞(PJ∪{α}\G,R)
) ⋂

C(P J\G,R) = ϕ1

( ⊕
α∈∆rJ

C(P J∪{α}\G,R)
)
,

la �èche de droite est aussi injective. Dans l'égalité précédante, l'inclusion ⊇ est évidente. Pour obtenir
l'inclusion inverse ⊆, soit f une fonction de

ϕ2

( ⊕
α∈∆rJ

C∞(PJ∪{α}\G,R)
) ⋂

C(P J\G,R),

que l'on voit comme une fonction sur K. Elle s'écrit f =
∑

α∈∆rJ ϕ2(fα) avec fα ∈ C∞(PJ∪{α}\G,R)
pour tout α ∈ ∆ r J . Fixons, pour tout α ∈ ∆ r J , Kα un ensemble �ni de représentants de P J∪{α}\G
dans PJ∪{α}\G. On dé�nit alors, pour tout α ∈ ∆ r J , f ′α ∈ C(P J∪{α}\G,R) par f ′α(k) = fα(k) pour

tout k ∈ Kα d'image k ∈ P J∪{α}\G. Parce que le diagramme ci-dessus est commutatif et que f est dans

C(P J\G,R), on obtient ∑
α
ϕ1(f ′α) =

∑
α
ϕ2(fα) = f

et l'inclusion ⊆ voulue.

Proposition 6.2 L'injection K-équivariante

ι : StJR ↪→ StJR

induit l'isomorphisme de R-modules (
StJR

)B ∼−→
(
StJR

)I
.
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Preuve :

L'injection ι : StJR ↪→ StJR étant K-équivariante, on en déduit l'injection(
StJR

)B
↪→

(
StJR

)I
,

que l'on notera encore ι. Par la proposition 5.8, le R-module (StJR)I est libre de rang |W J
pr|.

Commençons par considérer le cas R = Z. En tant que sous-module de (StJZ)I , (StJZ)B est un Z-
module libre de rang majoré par |W J

pr| = |W J
pr| (on a |WJ | = |WJ | pour tout J ⊆ ∆). Pour prouver

l'isomorphisme voulu, il su�t d'exhiber une base de (StJZ)B qui s'envoie sur la base (fw)w∈W J
pr

de

(StJZ)I , où fw est l'image de fw ∈ C∞(PJ\G,Z) (voir corollaire 5.9) dans StJZ. Il reste à remarquer
que, par le lemme 6.1, la famille (gw)

w∈W J
pr
s'envoie par ι sur (fw)w∈W J

pr
.

Revenons à R général : on a la situation suivante

η : (StJZ)B ⊗Z R ↪→ (StJR)B ι
↪→

(
StJR

)I
.

Parce que la famille (gw ⊗ 1)
w∈W J

pr
d'éléments de (StJZ)B ⊗Z R s'envoie par η sur (fw)w∈W J

pr
, η est un

isomorphisme et13 ι induit l'isomorphisme (StJR)B ∼−→
(
StJR

)I
. �

Corollaire 6.3 La famille (gw)
w∈W J

pr
forme une base du R-module libre

(
StJR

)B
.

7 Représentations de Steinberg généralisées dans le cas �ni

Dans toute cette section, G désignera un groupe réductif �ni : cela permettra d'alléger les nota-
tions et d'éviter de surligner un nombre déraisonnable de symboles. Aussi, quand on fera référence à
l'� axiomatique des systèmes de Tits � ou � des BN-paires �, on pensera au cadre des � strongly split BN-
pairs of characteristic p � du chapitre I.2 de [CE04], ce qui est loisible grâce au paragraphe 5.2 de [HV11].

Soit S = {sα | α ∈ ∆}. Comme pour les autres éléments de W , on ne fera pas de distinction entre
un élément s ∈ S et son relèvement �xé dans NG(T ).
Supposons à partir de maintenant que R est un anneau commutatif unitaire de caractéristique p. On
cherche à comprendre un peu mieux la structure de (StJR)B en tant que HR(G,B)-module. En e�et, si
π est une G-représentation, la réciprocité de Frobenius confère à son espace de B-invariants

πB ' HomB(1, π) ' HomG

(
IndG

B 1, π
)

une structure de module à droite sur

HR(G,B) := EndG

(
IndG

B 1
)
.

A tout w ∈W , on peut associer l'opérateur de Hecke Tw dé�ni sur πB par

v 7→ vTw =
∑

γ∈B\BwB

γ−1v =
∑

u∈(B∩w−1Bw)\B

u−1w−1v.

Pour w ∈W , on note14

Uw := U ∩ wU−w−1 =
∏

α∈Φ+
red, w−1(α)∈Φ−red

Uα.

13cela garantit au passage que la formation de
�
StJ ·

�B
commute au changement de base

14par [Car85], paragraphe 1.18, Corollary 2.5.17 et discussion suivant Proposition 2.6.3, l'ordre n'a pas d'importance
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Par la première étape de la preuve de la proposition 6.2 (notamment l'équation (22)), pour s ∈ S, on
peut voir Us comme un ensemble de représentants de (B ∩ s−1Bs)\B = (B ∩ sBs−1)\B (car s2 est un
élément de T ). Pour π = IndG

PJ
1, w ∈W J et s ∈ S, la formule d'action se réécrit

gwTs =
∑
u∈Us

u−1s−1gw =
∑
u∈Us

1PJw−1Uwsu. (23)

C'est cette action qu'on va investiguer à travers les deux résultats techniques suivants.
Pour w ∈ W , on note wJ le représentant de wWJ dans W J (on rappelle que W J est un système de
représentants de W/WJ).

Lemme 7.1 Soient w ∈W J et s ∈ S.
(a) Si (sw)J = w, alors on a

PJw
−1Uwsu = PJw

−1Uw si u ∈ Us.

(b) Si l((sw)J) > l(w), alors on a

PJw
−1UwsUs = PJw

−1sUsw.

(c) Si l((sw)J) < l(w), alors on a s = sβ avec β ∈ ∆ et w−1(β) ∈ Φ−
red. Posons

U ′ =
∏

α∈Φ+
redr{β}, w−1(α)∈Φ−red

Uα;

c'est un sous-groupe de Uw. On a

PJw
−1U ′usUs = PJw

−1Uw si u ∈ Us r {1},

PJw
−1U ′su = PJw

−1sUsw si u ∈ Us.

De plus, toutes ces relations sont des égalités entre produits directs d'ensembles.

Remarque : Ce sont des ra�nements dans l'axiomatique des systèmes de Tits que l'on peut déjà trouver
dans [GK09] pour le cas déployé (Lemma 3.1) : on se permet de reproduire sa preuve ici en rajoutant
quelques commentaires, notamment pour le fait que les produits d'ensembles sont directs.
Preuve :

Commençons par le fait que les produits sont directs : il s'agit tout d'abord de voir que le produit
PJw

−1Uw est direct. Supposons pour cela

q1w
−1u1 = q2w

−1u2 avec q1, q2 ∈ PJ , u1, u2 ∈ Uw.

On a alors
u1u

−1
2 ∈ wPJw

−1 ∩ wU−w−1 ∩ U.

Regardons à quoi ressemblent les éléments de w−1Uw ∩ U− ∩ PJ . Ils sont inclus dans

U− ∩ w−1Uw =
∏

α∈Φ−red, w(α)∈Φ+
red

Uα.

De plus, par dé�nition de w ∈W J (voir (2)), pour tout α négativement engendré par J , on a w(α) ∈ Φ−
red.

Dès lors, comme PJ ne contient que les sous-groupes radiciels associés à la partie quasi-close (au sens
du 3.8 de [BT65]) Φ+

red ∪ (Φ−
red ∩WJ .J), l'intersection w−1Uw ∩ U− ∩ PJ est réduite à l'élément neutre

et le produit PJw
−1Uw est direct.

Une fois que toutes les égalités seront prouvées, le fait que les autres produits sont directs se ramène
à chaque fois au cas précédent. Par exemple, regardons le terme de gauche de la première égalité de
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(c). L'ensemble PJw
−1U ′usUs est de cardinal majoré par |PJ | · |U ′| · |Us| = |PJ | · |Uw|. Or l'égalité avec

PJw
−1Uw, qui est un produit direct, nous dit que le cardinal de PJw

−1U ′usUs est exactement |PJ | · |Uw|.
C'est donc que le produit est aussi direct et cela prouve bien le fait voulu.
Montrons (a). On a d'abord

PJw
−1Uws = PJw

−1Bs ⊆ PJw
−1B ∪ PJw

−1sB (24)

par les équations (21) et (22) et l'axiomatique des BN-paires. Parce que l'on a (sw)J = w, ces deux
dernières doubles classes sont égales et leur union vaut simplement

PJw
−1B = PJw

−1Uw.

L'inclusion (24) devient une égalité puisqu'en réappliquant s on obtient :

PJw
−1Uw = PJw

−1Uws
2 ⊆ PJw

−1Uws ⊆ PJw
−1Uw.

Pour �nir, PJw
−1B est bien entendu invariant par translation à droite par Us.

Attaquons nous à (b). On a dans un premier temps

PJw
−1UwsUs = PJw

−1BsUs = PJw
−1BsB.

Par dé�nition de PJ , on obtient

PJw
−1BsB =

⋃
v∈WJ

BvBw−1BsB.

L'axiomatique des systèmes de Tits nous dit que Bw−1BsB est exactement Bw−1sB car on a

l(w−1s) = l(sw) > l(w) = l(w−1)

par [GK09], Lemma 1.3.(a). On termine alors :

PJw
−1BsB =

⋃
v∈WJ

BvBw−1sB = PJw
−1sB = PJw

−1sUsw.

En�n pour (c), on remarque d'abord que l'on a (s(sw)J)J = wJ = w et l((sw)J) < l(w). Par [GK09],
Lemma 1.4.(c), on a l(sw) < l(w) et donc w−1(β) ∈ Φ−

red. On observe aussi

s−1Usws = s−1Us ∩ wU−w−1 =
∏

s(α)∈Φ+
red, w−1(α)∈Φ−red

Uα.

Or on a (voir Proposition 1.4 de [Hum92])

s(Φ+
red) = (Φ+

red r {β}) ∪ {−β}, w−1(−β) ∈ Φ+
red.

Il en résulte que la condition sur les indices du produit se réécrit

α ∈ Φ+
red r {β}, w−1(α) ∈ Φ−

red;

et on en déduit s−1Usws = U ′. Cela implique directement U ′s = sUsw et comme on a

u ∈ Us ⊆ B, PJw
−1sUsw = PJw

−1sB,

la dernière égalité en découle. Pour la première égalité, écrivons l'inclusion (le détail est identique au
(b))

PJw
−1Uws ⊆ PJw

−1Uw ∪ PJw
−1sUsw;
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cette union est disjointe car on a swWJ 6= wWJ . De l'égalité PJw
−1U ′s = PJw

−1sUsw que l'on vient de
prouver, et parce que le produit PJw

−1Uw est direct, on déduit

PJw
−1(Uw r U ′)s ⊆ PJw

−1Uw.

Lorsque u est un élément de Us r {1} = Uβ r {1} ⊆ Uw, on a l'inclusion U ′u ⊆ Uw r U ′ ; il s'ensuit

PJw
−1U ′usUs ⊆ PJw

−1(Uw r U ′)sUs ⊆ PJw
−1UwUs = PJw

−1Uw.

Voyons l'inclusion inverse : par [Car85], Corollary 2.6.2, il existe u1 ∈ Us et b ∈ UsT ⊆ B tel que l'on ait
la décomposition sus = bsu1. On a alors

PJw
−1sBsusUs = PJw

−1sBsUs = PJw
−1sBsB.

Il s'ensuit que
PJw

−1U ′ = PJw
−1sUsws = PJw

−1sBs

est inclus dans
PJw

−1sBsusUs = PJw
−1sUswsusUs = PJw

−1U ′usUs.

Au �nal, on a bien l'égalité voulue (grâce à Uw = U ′Us) �

Le cas �ni peut se voir de manière similaire au cas p-adique traité dans le lemme 5.7 : le R-module
C(PJ\G,R) est libre et une base est donnée par les fonctions gw pour w parcourant W J . On tâche
d'investiguer sa structure en tant que HR(G,B)-module à droite lorsque R est de caractéristique p.

Lemme 7.2 Soient w ∈W J et s ∈ S.
(a) Si (sw)J = w, alors on a gwTs = 0.
(b) Si l((sw)J) > l(w), alors on a gwTs = g(sw)J .

(c) Si l((sw)J) < l(w), alors on a gwTs = −gw.

Preuve :

Le (a) est conséquence immédiate de (23), du lemme 7.1.(a) et de l'égalité |Us| = 0 dans R de caracté-
ristique p (voir [Car85], page 74). Le (b) suit de (23) et de la décomposition en produit direct du lemme
7.1.(b) aussi.
Intéressons nous au (c) : on utilise la décomposition en produit direct Uw = U ′Us. On a alors

gwTs =
∑
u∈Us

∑
u′∈Us

1PJw−1U ′u′su =
∑
u∈Us

1PJw−1U ′su +
∑
u∈Us

∑
u′ 6=1

1PJw−1U ′u′su.

Par le lemme 7.1.(c) et |Us| = 0 dans R, le premier terme vaut 0 et le second∑
u′∈Usr{1}

1PJw−1Uw
= −gw.

Le lemme en découle. �

Les actions précédemment étudiées dans
(
IndG

B 1
)B

sont compatibles à celles du quotient
(
StJR

)B
.

Proposition 7.3 Supposons R de caractéristique p. Tout sous-HR(G,B)-module non nul de
(
StJR

)B

contient l'élément gzJ de StJR, où z
J désigne l'élément de longueur maximale15 de W J .

15un élément de longueur maximale est aussi maximal pour <J par [GK09], Lemma 1.4.(d) ; l'existence d'un unique
élément <J -maximal est ensuite donnée par [GK09], Lemma 1.4.(e)
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Preuve :

Soit E un sous-HR(G,B)-module non nul de (StJR)B. Par la proposition 6.2, E contient un élément
non nul h =

∑
w∈W J

pr

αw(h)gw avec αw(h) ∈ R. On commence par rappeler la dé�nition de l'ordre <J

introduit dans [GK09] : on note w <J w
′ s'il existe s1, . . . , sr dans S tels que w(i) = (si . . . s1w)J véri�e

l(w(i)) > l(w(i−1)) pour tout 1 ≤ i ≤ r et w(r) = w′. On �xe une énumération w1, w2, . . . des éléments
de W J

pr véri�ant wj <J wi ⇒ i < j : en particulier, on a w1 = zJ . On veut montrer qu'il existe h ∈ E
non nul tel que

t(h) := min {i ≥ 1 | ∀j > i, αwj (h) = 0}

soit égal à 1, c'est-à-dire gzJ ∈ E. Supposons le contraire et donc on a

t := min {t(h) | h ∈ E r {0}} ≥ 2.

Par [GK09], Lemma 1.5, il existe w′ ∈ W J
pr et s ∈ S tel que wt <J w′, l((swt)J) < l(wt) et l(w′) ≤

l((sw′)J). Par dé�nition de <J , il existe s1, . . . , sr dans S tels que w(i) = (si . . . s1wt)J véri�e l(w(i)) >
l(w(i−1)) pour tout 1 ≤ i ≤ r et w(r) = w′.
Soit h ∈ Er{0} avec t(h) = t. Commençons par remarquer que, grâce au lemme 7.2, on a αw(r)(hTs) = 0.
On peut donc considérer h ∈ E r {0} avec t(h) = t et tel que k(h) ≥ 0 est minimal, égal à k, où k(h)
est l'entier minimal de [0, r] dé�ni par αw(k(h))(h) = 0. Si on a k(h) = 0, alors αwt(h) est nul, ce qui est
contradictoire. On suppose ainsi k > 0, et on va le faire diminuer : considérons h′ = hTsk

, et observons

αw(k−1)(h′) = −αw(k)(h) = 0, αw(k)(h′) = αw(k−1)(h) 6= 0.

Ceci nous assure h′ 6= 0 et k(h′) < k. Cela contredit la minimalité de k et donc l'hypothèse initiale : on
vient donc de montrer l'existence de h ∈ E r {0} avec t(h) = 1. C'est le résultat voulu. �

8 Paramètres de Hecke-Satake et preuve du théorème 3.1

Soit R un corps de caractéristique p. On commence par étudier le K-socle d'une représentation de
Steinberg généralisée.

Proposition 8.1 Soient R un corps de caractéristique p et J ⊆ ∆. Le K-socle de la Steinberg généralisée

StJR est irréductible.

Preuve :

Soit V une sous-K-représentation irréductible de StJR. L'injection de la proposition 6.2 nous permet de
voir V U∩K comme un sous-espace de(

StJR
)I(1) =

(
StJR

)I '
(
StJR

)B

(voir début de preuve du corollaire 5.10) ; de cette manière, V U∩K = V B∩K est une droite stable par l'ac-

tion de HR(G,B). Or, par la proposition 7.3, tout sous-HR(G,B)-module non nul de
(
StJR

)B
contient

l'image gJ de l'élément gJ := 1P JzJB ∈ IndG
P J

1 dans StJR. Ainsi V est généré par gJ en tant que
K-représentation, et le K-socle de StJR est irréductible. �

Soit V uneK-représentation irréductible. On va noterHR(G,K, V ) l'algèbre de Hecke-Satake EndG(indG
K V ).

Les éléments de HR(G,K, V ) sont des opérateurs à support �ni parmi les doubles classes K\G/K, donc
on va �xer un système de représentants dominants dans A (au sens qu'ils contractent B) que l'on notera
Σ+.
La transformée de Satake (voir [HV11], paragraphe 7.3) est un isomorphisme de R-algèbres

S : HR(G,K, V ) ∼−→ H+
R

(
A,A ∩K,VU∩K

)
(25)
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où H+
R

(
A,A ∩ K,VU∩K

)
désigne la sous-algèbre de engendrée par les opérateurs portés par la classe

z(A ∩K) pour z ∈ Σ+ quand ils existent.

Soit J un sous-ensemble de ∆. On va particulièrement s'intéresser au cas où V est VJ , l'unique
K-représentation irréductible MJ -coréguliere

16 telle que l'action de MJ sur la droite (VJ)NJ∩K est tri-
viale (par la Proposition 3.11 de [HV12]). Dans ce cas-là, en particulier, VU∩K est la représentation
triviale 1 de A ∩ K et toute classe z(A ∩ K) pour z ∈ Σ+ porte un unique opérateur de Hecke τz de
H+

R

(
A,A ∩ K,VU∩K

)
, envoyant z sur idVU∩K

(voir [HV11], paragraphe 7.3) ; et ils en constituent une
base en tant que R-espace vectoriel. De plus, l'algèbre H+

R

(
A,A∩K,1

)
est alors commutative et de type

�ni sur R (voir paragraphe 7.2 de [HV11]). On en déduit alors que HR(G,K, VJ) est aussi commutative
et de type �ni par l'isomorphisme de Satake (25).

Soit π une G-représentation admissible à coe�cients dans R. Alors, comme K(1) est un pro-p-groupe
ouvert, le sous-espace des K(1)-invariants πK(1) est non nul et de dimension �nie sur R. Il possède donc
une sous-K-représentation irréductible V . En particulier, HomK(V, π) est non trivial et de dimension
�nie. De plus, c'est un module à droite sur l'algèbre HR(G,K, V ).
On suppose à présent que V est un VJ pour un certain sous-ensemble J de ∆, et que R est algébriquement
clos. Alors HR(G,K, VJ) étant commutative, elle possède un sous-espace propre associé à un caractère
χ : HR(G,K, VJ) → R dans son action sur HomK(VJ , π). Dit autrement, on a un morphisme non nul de
G-représentations

indG
K VJ ⊗H,χ R→ π.

On tâche de déterminer les caractéristiques d'un tel caractère χ lorsque π est StJR. Pour être précis,
notons χ(A) la composée

H+
R

(
A,A ∩K, (VJ)U∩K

) S−1

−−→
∼

HR(G,K, VJ)
χ−→ R;

c'est χ(A) que l'on va expliciter.

Proposition 8.2 Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit J un sous-ensemble de

∆.

(i) Le K-socle de StJR s'identi�e à VJ .

(ii) Il existe un morphisme non nul de G-représentations

indG
K VJ ⊗H,χ R→ StJR

si et seulement si χ(A) est le caractère envoyant τz sur 1 pour tout z ∈ Σ+.

Remarque : En particulier, StJR n'est pas supersingulier au sens de [HV12].
Preuve :

On note H = HR(G,K, VJ) et HM = HR(MJ ,MJ ∩ K,1). Soient χ : H → R et χM : HM → R
les caractères d'algèbres associés à χ(A), caractère envoyant tout τz sur 1 (pour z ∈ Σ+). Par [HV12],
Theorem 1.2, parce que VJ est MJ -corégulière et que (VJ)NJ∩K est la (MJ ∩K)-représentation triviale,
on a un morphisme surjectif de G-représentations

indG
K VJ ⊗χ R

∼−→ IndG
PJ

(
indMJ

MJ∩K 1⊗χM R
)

� IndG
PJ
1. (26)

On en déduit17 l'existence d'un morphisme surjectif (en particulier non nul) deG-représentations indG
K VJ⊗χ

R→ StJR. Il s'ensuit que VJ génère StJR en tant que G-représentation. Parce que StJR est de K-socle

16cela veut dire que le stabilisateur dans K de la représentation associée à V U−∩K
J est inclus dans (P−

J ∩K)K(1)
17jusqu'à présent, hormis dans l'introduction, on a dé�ni StJR à partir des C∞(PJ\G, R). Remarquons que la dé�nition

peut se faire de manière équivalente à partir d'induites paraboliques : l'application R-linéaire C∞(PJ\G, R) → IndG
PJ

1 est
un isomorphisme car la projection canonique G → PJ\G possède une section continue
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irréductible, VJ est l'unique K-représentation irréductible contenue dans StJR. Cela prouve (i) et le sens
indirect de (ii).
Prouvons maintenant la seconde implication de (ii). CommeK∩PJ\K → PJ\G est un homéomorphisme,
on a par réciprocité de Frobenius

HomK(VJ , IndG
PJ
1) = HomK∩PJ

(VJ ,1)

et donc, puisque l'on a (VJ)NJ∩K = 1, on déduit

HomK(VJ , IndG
PJ
1) = HomK∩MJ

(1,1).

Ce dernier espace est donc un R-espace vectoriel de dimension 1. Le morphisme surjectif IndG
PJ
1 � StJR

de G-représentations induit le morphisme

ψ : HomK

(
VJ , IndG

PJ
1
)
→ HomK

(
VJ ,StJR

)
de R-espaces vectoriels. On vient de voir que HomK

(
VJ , IndG

PJ
1
)
est de dimension 1, et HomK

(
VJ ,StJR

)
est aussi de dimension 1 par (i) et lemme de Schur. De ce fait, ψ est un isomorphisme si et seulement si
il est non nul. Or le fait que (26) induise indG

K VJ ⊗χ R � StJR implique la non nullité de ψ : ψ est un
isomorphisme.
Après application de la réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme

HomG

(
indG

K VJ , IndG
PJ
1
) ∼−→ HomG

(
indG

K VJ ,StJR
)

de R-espaces vectoriels. Ce dernier est HR(G,K, VJ)-équivariant car ψ est juste induit par la projection
dé�nissant StJR. De ce fait, toute �èche non nulle indG

K VJ⊗H,χR→ StJR pour un certain χ se factorise
à travers indG

K VJ ⊗H,χ R→ IndG
PJ
1. Et par le diagramme (4) de [HV12], l'isomorphisme de réciprocité

de Frobenius
HomG

(
indG

K VJ , IndG
PJ
1
) ∼−→ HomMJ

(
indMJ

MJ∩K 1,1
)

est HR(G,K, VJ)-équivariant, où l'action au but se fait à travers la transformée de Satake partielle
SMJ

G : HR(G,K, VJ) ↪→ HR(MJ ,MJ ∩K,1). Il s'agit donc de déterminer les valeurs propres de Hecke

possibles pour l'action deHR(MJ ,MJ∩K,1) sur HomMJ

(
indMJ

MJ∩K 1,1
)
. Cet espace est unidimensionnel

puisqu'il est isomorphe à

HomMJ∩K(1,1) = HomA∩K(1,1) = HomA(indA
A∩K 1,1),

et c'est à travers ce dernier que l'action de HR(A,A∩K,1) se lit naturellement. On conclut donc qu'elle
se fait à travers le caractère χ(A) envoyant chaque τz sur 1, d'où l'implication qu'il restait à prouver pour
(ii). �

On exhibe de la preuve précédente le fait plus précis suivant, qui va facilement impliquer le théorème
3.1.

Corollaire 8.3 Soient R un corps algébriquement clos de caractéristique p et J un sous-ensemble de ∆.

Le K-socle VJ de StJR l'engendre en tant que G-représentation.

On a alors l'irréductibilité de StJR dans le cas R algébriquement clos de caractéristique p comme suit.
Soit π ⊆ StJR une sous-représentation non nulle. Alors π contient une sous-K-représentation irréductible
qui, par l'argument précédent, est donc VJ . Mais on sait que VJ génère StJR ; donc on a π = StJR et
l'irréductibilité voulue. Le théorème 3.1 en découle par le corollaire 5.10 et le lemme 11.1 tout à fait
général.
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9 Induites paraboliques de Steinberg généralisées

Commençons par un mot sur la preuve du corollaire 3.2, notamment sur le fait que deux J, J ′ ⊆ ∆
distincts engendrent des StJR et StJ ′R non isomorphes. Cela suit immédiatement de ce que l'on vient
de faire puisque l'on a alors VJ 6= VJ ′ .

Dé�nissons la �ltration suivante sur IndG
PJ
1 :

Fili =

{∑
J ′⊇J, |J ′rJ |≥i IndG

PJ′
1 pour 0 ≤ i ≤ |∆ r J |,

0 pour i > |∆ r J |.

Et montrons que c'est la �ltration par les cosocles de IndG
PJ
1, c'est-à-dire la �ltration descendante dé�nie

par Fil0 = IndG
PJ
1 et Fili est telle que gri−1 := Fili−1/Fili est le cosocle de Fili−1 pour i ≥ 1. On a le

diagramme commutatif suivant, pour i ≥ 0 et J ′ ⊇ J avec |J ′ r J | = i (en particulier i ≤ |∆ r J |) :∑
J ′′)J ′ IndG

PJ′′
1 //

� _

��

IndG
PJ′

//
� _

��

StJ ′R //

��

0

0 // Fili+1 // Fili // gri // 0

.

Si la �èche StJ ′R → gri était triviale, cela voudrait dire que l'image de IndG
PJ′

1 ↪→ Fili serait incluse
dans Fili+1, ce qui serait absurde par le lemme 9.1 ultérieur. De ce fait, et parce que l'on a StJ1R � StJ2R
pour J1 6= J2, on a une injection ⊕

J ′⊇J, |J ′rJ |=i

StJ ′R ↪→ gri.

Pour voir que c'est bien le cosocle de Fili, comme on connaît les composantes de Jordan-Hölder de IndG
PJ
1

(ce sont les StJ ′R pour J ′ ⊇ J , avec18 multiplicité 1), il su�t de voir que toute �èche IndG
PJ′

1→ StJ ′′R

est triviale dès que l'on a J ′′ ) J ′ ou J ′′ + J ′. Le second cas est clair et on veut montrer que tout
morphisme f : IndG

PJ′
1 → StJ ′′R de G-représentations est trivial si J ′′ ) J ′. Si ce n'était pas le cas, f

serait surjectif par irréductibilité de StJ ′′R, de noyau contenant StJ ′R. Mais comme VJ ′ ⊆ (StJ ′R)|K
génère IndG

PJ′
1 par (26), toute injection StJ ′R ↪→ IndG

PJ′
1 se doit d'être un isomorphisme. C'est absurde,

donc f est nul et StJ ′R est bien le plus gros quotient semi-simple de IndG
PJ′

1. Il en résulte que (Fili)i

est bien la �ltration par les cosocles comme annoncé.

Lemme 9.1 Soient J ⊆ ∆ un ensemble, i ∈ [0, |∆ r J |] un entier et J ′ ⊇ J un sous-ensemble de ∆
avec |J ′ r J | = i. Alors l'image de IndG

PJ′
1 ↪→ Fili n'est pas incluse dans Fili+1.

Preuve :

Le cas i = 0 résulte de ce que StJR est non triviale. On suppose donc à présent i ≥ 1.
Supposons par l'absurde que IndG

PJ′
1 est incluse dans Fili+j pour un j ≥ 1 maximal, c'est-à-dire avec

IndG
PJ′

1 * Fili+j+1 (un tel j existe bien puisque la �ltration devient nulle au bout d'un certain rang).
On commence par établir

IndG
PJ′

1 =
(
IndG

PJ′
1 ∩ Fili+j+1

)
+

∑
J ′′)J ′

IndG
PJ′′

1. (27)

18ce sont les telles représentations de Steinberg comme on peut le voir par récurrence descendante sur |J | à partir de
la dé�nition des StJ′R. La décomposition G =

`
w∈W J PJw−1B fait que les restrictions respectives de C∞(PJ\G, R)

et StJR à B possèdent des �ltrations telles que
L

i gr i sont respectivement égales à
L

w∈W J C∞(PJ\PJw−1B, R) etL
w∈W J

pr
C∞(PJ\PJw−1B, R). Comme on a de plus W J =

`
J′⊇J W J′

pr , les StJ′R apparaissent avec multiplicité 1 comme

voulu
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Soit f un élément de IndG
PJ′

1

/((
IndG

PJ′
1 ∩ Fili+j+1

)
+

∑
J ′′)J ′ IndG

PJ′′
1

)
, que l'on voit dans F =

Fili+j
/((

IndG
PJ′

1 ∩ Fili+j+1
)

+
∑

J ′′)J ′ IndG
PJ′′

1

)
. Alors f s'écrit

∑
J ′′ fJ ′′ où les J ′′ parcourent les

J ′′ ⊇ J avec |J ′′ r J | ≥ i+ j, J ′′ + J ′ et fJ ′′ appartient à l'image de IndG
PJ′′

1 dans F . On prend ensuite
un α ∈ J ′ r J (cet ensemble est non vide car i est non nul) et s ∈ WJ ′ la ré�exion correspondante.
Parce que l'on a J ′ * J ′′, et que l'on a quotienté par IndG

PJ′
1 ∩ Fili+j+1, l'écriture f =

∑
fJ ′′ est en

fait invariante à gauche par s. En e�ectuant de même pour toute racine de J ′ r J , on voit que chaque
fJ ′′ est en fait nulle dans F (car j ≥ 1), ce qui donne la nullité de f . Et donc (27) comme annoncé :
mais cela implique que l'on a une surjection naturelle IndG

PJ′
1∩Fili+j+1 � StJ ′R. De ce fait, ou bien il

existe un J ′′ ) J ′ avec IndG
PJ′′

1 * Fili+j+1, ce qui est exclu par l'inclusion IndG
PJ′

1 ⊆ Fili+j . Ou bien

IndG
PJ′

1 ∩ Fili+j+1 est tout IndG
PJ′

1, c'est-à-dire que IndG
PJ′

1 est inclus dans Fili+j+1, ce qui contredit
la maximalité de j ≥ 1. Toutes les possibilités amènent à des contradictions : le lemme est prouvé. �

Corollaire 9.2 Soient J ′ ⊆ J des sous-ensembles de ∆. Alors la représentation19 IndG
PJ

(StMJ
J ′ R) est de

longueur �nie, de constituants de Jordan-Hölder les StJ ′′R avec J ′′ ⊆ ∆ véri�ant J ∩ J ′′ = J ′, chacun
apparaissant avec multiplicité 1.

Preuve :

Commençons tout d'abord par remarquer que, puisque l'on a J ′ ⊆ J , la condition J ∩ J ′′ = J ′ est
équivalente à J ′′ ⊇ J ′ et J r J ′ ⊆ ∆ r J ′′. C'est sous cette seconde forme que nous allons l'utiliser au
cours du raisonnement qui suit.
Prouvons-le par récurrence descendante sur J ′ ⊆ J . L'étape d'initiation J ′ = J est juste le corollaire 3.2.
Soit J ′ 6= J et supposons le résultat vrai pour tout parabolique J0 ⊆ J contenant strictement J ′. Par
dé�nition de la représentation de Steinberg généralisée, on a une suite exacte de MJ -représentations

0 → Ker → IndMJ
PJ′

1→ StMJ
J ′ R→ 0, (28)

où Ker est par là-même dé�nie et a constituants de Jordan-Hölder les StJ01 pour J ′ ( J0 ⊆ J par le
corollaire 3.2. Appliquons le foncteur exact IndG

PJ
(voir [Vig12], Proposition 1.1) à (28) pour obtenir :

0 → IndG
PJ

(Ker) → IndG
PJ

(
IndMJ

PJ′
1
)
→ IndG

PJ
(StMJ

J ′ R) → 0.

Comme on a

MJ/(MJ ∩ PJ ′)
∼−→MJB/(MJ ∩ PJ ′)B = PJ/(MJ ∩ PJ ′)B = PJ/PJ ′

par décomposition de Levi, le terme central est IndG
PJ′

1, de constituants de Jordan-Hölder les StJ ′′R

avec J ′′ ⊇ J ′ par le corollaire 3.2. Par hypothèse de récurrence, les constituants de IndG
PJ

(Ker) sont les
StJ ′′R avec J ′′ ⊆ ∆ véri�ant J ′′ ⊇ J0 et J r J0 ⊆ ∆ r J ′′ pour un certain J ′ ( J0 ⊆ J .
Mais alors, soit J ′′ tel que StJ ′′R est un constituant de Jordan-Hölder de IndG

PJ
(StMJ

J ′ R). On a J ′′ ) J ′, et
aussi, JrJ ′ ⊆ ∆rJ ′′. En e�et, supposons cette seconde inclusion fausse, c'est-à-dire J ′′∩(JrJ ′) 6= ∅ :
on considère J0 ⊆ ∆ avec

J0 := J ′ ∪
(
J ′′ ∩ (J r J ′)

)
) J ′

et on a J0 ⊆ J ′′, J r J0 ⊆ ∆ r J ′′, donc StJ ′′R apparaît déjà dans IndG
PJ

(Ker) par l'assertion de
multiplicité 1 dans le corollaire 3.2. C'est absurde. En�n, la décomposition disjointe (qu'il est plus facile
de voir avec la condition équivalente J ∩ J ′′ = J ′ dans le terme de droite)

{J ′′ ⊇ J ′} =
∐

J0⊇J ′

{J ′′ ⊇ J0 | J r J0 ⊆ ∆ r J ′′}

nous permet de dire que ce sont les seuls constituants qui interviennent. La récurrence est terminée. �

19où on note StMJ
J′ R une représentation de Steinberg généralisée du groupe réductif MJ
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10 Appendice : de la liberté de C∞(X, Z)

Parce qu'on se sert constamment du fait suivant, on se permet de rappeler sa preuve probablement
bien connue.
Pour X un espace topologique, on note U la famille des recouvrements de X par un nombre �ni d'ouverts
disjoints. On remarque que U un ensemble ordonné par U ≤ V si pour tout A ∈ U il existe des Bi ∈ V
véri�ant A =

⋃
Bi.

Lemme 10.1 Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu. Supposons que U possède

un sous-ensemble V dénombrable et co�nal. Alors l'espace C∞(X,Z) des fonctions localement constantes

sur X à valeurs dans Z est un Z-module libre.

Remarque : Par changement de base Z → R, si R est un anneau commutatif unitaire, C∞(X,R) est alors
aussi un R-module libre.
Preuve :

Que C∞(X,Z) est un Z-module est évident ; il s'agit de voir qu'il est libre. Soit f un élément de C∞(X,Z).
Pour tout x ∈ X, on �xe un ouvert Vx contenant x tel que f est constant sur Vx. Le compact X est
alors recouvert par les Vx pour x parcourant X. Par compacité, on peut en extraire un recouvrement
�ni X =

⋃
Xi par des ouverts Xi sur lesquels f est constant. Si Xi et Xj sont non disjoints, on peut

les remplacer par Xi ∩Xj , Xi rXi ∩Xj et Xj rXi ∩Xj , qui sont trois ouverts deux à deux disjoints
d'union Xi ∪ Xj . En répétant le procédé, on peut supposer que l'union X =

⋃
Xi est une union �nie

disjointe.
On note que U est �ltrant puisque si U, V ∈ U , on peut, à partir du procédé précédent appliqué à U ∪V ,
obtenir un recouvrement W véri�ant U ≤ W et V ≤ W . Pour tout U = {Xi} élément de U , on note
C(U)(X,Z) le sous-Z-module de C∞(X,Z) constitué des fonctions constantes sur chaque Xi. On vient
de voir que tout élément de C∞(X,Z) vit dans un C(U)(X,Z) pour un U ∈ U convenable. Et si on
considère les �èches d'inclusion C(U)(X,Z) → C(V )(X,Z) pour U ≤ V , on obtient un système inductif
et on écrit C∞(X,Z) comme limite inductive de modules libres :

C∞(X,Z) = lim−→
U∈U

C(U)(X,Z) ' lim−→
U∈U

Z|U |.

On se sert de l'hypothèse sur U et on peut numéroter un sous-ensemble co�nal V de U (quitte à enlever
des éléments du V de l'énoncé) V = {Vn | n ∈ N} en respectant l'ordre : on demande Vi ≤ Vj ⇒ i ≤ j.
On réécrit alors

C∞(X,Z) = lim−→
V ∈V

C(V )(X,Z) = lim−→
n

∑
k≤n

C(Vk)(X,Z).

On construit par récurrence sur n ∈ N une base de Cn :=
∑

k≤nC(Vk)(X,Z). L'étape d'initiation n = 0
consiste simplement à choisir une base (b0, . . . , bi0) du Z-module libre C(V0)(X,Z). Supposons que l'on a
construit une base (b0, . . . , bin) de Cn. Parce que Cn∩C(Vn+1)(X,Z) est un C(V ′

n+1)(X,Z) pour un certain

V ′
n+1 ≤ Vn+1 (V ′

n+1 non nécessairement dans V), C(Vn+1)(X,Z)/
(
Cn ∩ C(Vn+1)(X,Z)

)
est sans torsion.

Alors Cn est un facteur direct du Z-module libre Cn+1. On peut alors compléter (b0, . . . , bin) en une base
(b0, . . . , bin+1) de Cn+1. La récurrence est alors prouvée et le résultat suit. �

11 Appendice : de la non nécessité de R algébriquement clos

Soient R un corps et Ral une clôture algébrique �xée de R. Soit G un groupe topologique. On se
restreint à la catégorie des représentations lisses de G à coe�cients dans R (respectivement Ral).

Lemme 11.1 Soit π une représentation de G dé�nie sur R. Supposons que π⊗R R
al soit une représen-

tation irréductible. Alors π est irréductible.
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Preuve :

Toute suite exacte courte
0 → ρ→ π → π/ρ→ 0

induit la suite exacte courte

0 → ρ⊗Ral → π ⊗Ral → π/ρ⊗Ral → 0

dont on sait que l'un des termes extrémaux est trivial. �

12 Appendice : sur l'ordre <J

On rappelle la dé�nition de <J : pour w,w′ ∈ W J , on note w <J w′ s'il existe s1, . . . , sr ∈ S tels
que w(i) = (sisi−1 · · · s1w)J véri�e l(w(i)) > l(w(i−1)) pour tout 1 ≤ i ≤ r et w(r) = w′.
On établit la caractérisation suivante de <J , qui dit en particulier que <J est un ra�nement de la
restriction à W J de l'ordre fort dans un groupe de Coxeter �ni.

Proposition 12.1 Soient w,w′ ∈W J . On a w <J w
′ si et seulement si il existe s1, . . . , sr ∈ S tels que

w(i) = si · · · s1w soit un élément de W J de longueur l(w) + i pour tout 1 ≤ i ≤ r et w(r) = w′.

Remarque : Le cas r = 1 est déjà présent dans [GK09], Lemma 1.4.(b).
Preuve :

Le sens (⇐) est immédiat puisque w ∈ W J implique wJ = w. Supposons donc w <J w′ et prenons
s1, . . . , sr comme dans la dé�nition de <J . Prouvons d'abord s1w ∈W J avec l(s1w) = l(w) + 1. On a

l(w) < l((s1w)J) ≤ l(s1w) ≤ l(w) + 1,

où la première inégalité suite de la dé�nition de <J et la deuxième de celle de W J . Mais alors, on a
l((s1w)J) = l(s1w) = l(w) + 1. Cela dit en particulier que s1w est de longueur minimale dans s1wWJ

et on a (s1w)J = s1w ∈ W J . Par une récurrence immédiate, w(i) = si · · · s1w est un élément de W J de
longueur l(w) + i pour tout 1 ≤ i ≤ r. Le résultat est prouvé. �

13 Appendice : de l'irréductibilité de la Steinberg généralisée dans le

cas �ni

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Le travail e�ectué nous permet de découvrir
ou redécouvrir quelques résultats sur les Steinberg généralisées pour un groupe réductif �ni G.

Proposition 13.1 La plus grande sous-G-représentation irréductible de StJR est VJ .

Remarque : En particulier, si StJR est irréductible, alors on a VJ = StJR.
Preuve :

On a une inclusion StJR ⊆ StJR, et on sait que le K-socle de StJR est irréductible, égal à VJ : VJ est
donc aussi le K-socle de StJR. Comme K(1) agit trivialement sur VJ ⊆ StJR et StJR, le résultat se
traduit en termes de G-représentations. �

Proposition 13.2 Supposons Φred irréductible et J /∈ {∅,∆}. Alors StJR n'est pas irréductible.

Remarque : St∆R = 1 est bien sûr irréductible ; quant à la Steinberg St∅R, en utilisant [CE04], Theorem
6.10, Theorem 6.12 et De�nition 6.13, on voit qu'elle est aussi irréductible.
Preuve :

Par [CE04], Theorem 6.12, si V est une G-représentation irréductible alors son espace de U -invariants est

de dimension 1. De ce fait, si V est une représentation avec dim V U ≥ 2, alors V n'est pas irréductible.
Par les propositions 5.8 et 6.2, et le début de la preuve du corollaire 5.10, (StJR)U = (StJR)B est un
R-espace vectoriel de dimension |W J

pr|. Il s'agit d'examiner la cardinalité de W J
pr et le résultat suit par

le lemme 13.3. �
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Lemme 13.3 Supposons Φred irréductible. Alors on a |W J
pr| ≥ 1, avec égalité si et seulement si J est ∅

ou ∆.

Preuve :

Rappelons la dé�nition suivante de W J
pr :

W J
pr = {w ∈W | ∀α ∈ J, l(wsα) > l(w) ; ∀β ∈ ∆ r J, l(wsβ) < l(w)}.

Notons w∆rJ l'élément le plus long de W∆rJ . C'est un élément de W J
pr, et de ce fait on a la minoration

voulue. Il reste à déterminer le cas d'égalité. D'abord, on remarque W∅
pr = {w∆} et W∆

pr = {1}, de sorte
qu'on veut maintenant montrer que si J n'est pas ∅ ou ∆, alors W J

pr contient un autre élément que
w∆rJ .
Supposons J 6= ∅,∆. On cherche un élément w ∈ WJ r {1} véri�ant l(ww∆rJsα) > l(ww∆rJ) pour
tout α ∈ J . Parce que Φred est irréductible, on peut choisir β ∈ J tel que (∆ r J) ∪ {β} engendre un
sous-système de Φred avec au plus autant de composantes irréductibles que celui engendré par ∆ r J .
Montrons que sβ est l'élément w ∈W J r {1} cherché.
En e�et, remarquons d'abord que l'on a

l(w∆rJ) = l(sβw∆rJsα) < l(sβw∆rJ)

pour tout α ∈ ∆ r J . Ensuite, supposons qu'il existe un élément γ ∈ J avec l(sβw∆rJsγ) < l(sβw∆rJ),
alors cela veut dire que sβw∆rJ possède une écriture qui se termine par sγ , disons w

′sγ avec l(w′) =
l(w∆rJ) et w′ ne se terminant pas par sγ . Maintenant on a WJw∆rJWJ = WJw

′WJ , ce qui force
w′ = w∆rJ . Cela implique sγ = w∆rJsβw∆rJ ∈ W(∆rJ)∪{β} et donc γ = β. Mais dans ce cas-là, c'est
que sβw∆rJ est l'élément le plus long de W(∆rJ)∪{β}. Mais on sait aussi que la longueur de w(∆rJ)∪{β}
est égale à |Φ+

(∆rJ)∪{β}| ([Hum92], I.4.8), et on a alors

|Φ+
(∆rJ)∪{β}| = |Φ+

(∆rJ)|+ 1.

Il s'ensuit
Φ+

(∆rJ)∪{β} = Φ+
(∆rJ)

∐
{β}

et cela contredit le fait que Φ(∆rJ)∪{β} a moins (éventuellement le même nombre) de composantes
irréductibles que Φ∆rJ . C'est absurde, et le résultat est prouvé. �
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que l'élément zJ = w∆wJ ∈W J de la proposition
7.3 convient aussi en tant qu'élément distinct de w∆rJ dans W J

pr (voir aussi [GK09], Lemma 1.4.(e)). En

e�et, il est de longueur maximale |Φ+| − |Φ+
J | 6= |Φ+

∆rJ | et est donc di�érent de w∆rJ . Et sa longueur

excède aussi celle de tout élément de W J ′ pour J ′ ) J et il est donc primitif.

14 Appendice : représentations de Steinberg généralisées pour le groupe

dérivé

Dans cette section uniquement, on distinguera le groupe réductif G dé�ni sur F de ses F -points
G = G(F ). De même, B et P seront respectivement les F -points de B et P .
On note D(G) le groupe dérivé de G, c'est-à-dire le faisceau fppf des commutateurs de G. C'est un groupe
semi-simple (voir [Dem11a], Théorème 6.2.1.(iv)) et on notera D(G) pour son groupe des F -points. Le
but de ce paragraphe est de comparer les représentations de Steinberg généralisées pour G et pour D(G).
Soient R un corps de caractéristique p et J ⊆ ∆. Pour les distinguer, on notera St(G)

J R et St(D(G))
J R la

représentation de Steinberg généralisée respectivement pour G et D(G), par rapport à J .

Proposition 14.1 La restriction de St(G)
J R à D(G) est isomorphe à St(D(G))

J R.
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A partir de là, on peut déduire l'irréductibilité de St(D(G))
J R en utilisant toute la machinerie de ce

papier pour D(G), y compris l'appendice 11.

Preuve de la proposition 14.1 :

Le groupe B ∩D(G) est un parabolique minimal de D(G) (voir [Dem11a], Proposition 6.2.8.(ii)), et on
appelle standard un parabolique de D(G) contenant B∩D(G). La �èche P 7→ P ∩D(G) est une bijection
entre l'ensemble des paraboliques standards de G et celui des paraboliques standards de D(G). Soient
P un parabolique standard de G et J ⊆ ∆ l'ensemble véri�ant P = P J . On veut voir que l'injection
P ∩D(G)\D(G) ↪→ P\G est une bijection. Pour cela, utilisons la décomposition de Bruhat pour D(G) :

P ∩D(G)\D(G) =
∐

w∈W J

P ∩D(G)\(P ∩D(G))w−1(B ∩D(G)),

où on a relevé chaque w ∈ W J en un élément de D(G). En notant que Uw = U ∩ wU−w−1 est inclus
dans D(G), elle se réécrit encore

P ∩D(G)\D(G) =
∐

w∈W J

P ∩D(G)\(P ∩D(G))w−1Uw. (29)

De même, pour G on écrit (en gardant les mêmes relèvements pour W J)

P\G =
∐

w∈W J

P\Pw−1B =
∐

w∈W J

P\Pw−1Uw (30)

La comparaison de (30) et de (29) nous donne que P ∩ D(G)\D(G) ↪→ P\G est surjective, et donc
bijective.

De ce fait, la restriction à D(G) de l'induite IndG
P 1 est IndD(G)

P∩D(G) 1. Par dé�nition (18), la restriction à

D(G) de St(G)
J R s'identi�e à St(D(G))

J R. �
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