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Résumé

Let F' be a locally compact non-Archimedean local field of residue characteristic p and let G
be a reductive group over F. Let R be a field of characteristic p. We prove the admissibility and
the irreducibility of the so-called smooth generalized Steinberg representations of G(F') over R. This
generalizes previous works of Grosse-Klonne and Herzig for the case of G a split reductive group and
F of characteristic 0.

Keywords : Steinberg representations, mod p representations, Hecke algebra
Mathematics Subject Classification (2010) : 22E50, 20C08

1 Introduction

Au début des années 1950, Steinberg introduit dans [Ste51] de nouvelles représentations (a coeffi-
cients complexes) pour le groupe général linéaire sur un corps fini. Quelques années plus tard, Curtis
donne une formule agréable pour leur caractére ([Cur66]). C’est dans l'esprit de cette derniére que sont
aujourd’hui définies les représentations de Steinberg généralisées.

Dans [GK09|, Grosse-Klonne établit leur admissibilité et leur irréductibilité lorsque G est un groupe
classique déployé sur F' de caractéristique nulle et R est un corps de caractéristique p > 0. Ensuite,
dans [Herll]|, Herzig utilise les résultats préliminaires de [GK09| et sa machinerie propre pour étendre
ces propriétés a tout groupe réductif déployé G, toujours sur F' de caractéristique nulle (mais avec R
algébriquement clos).

On notera de fait que le résultat principal de [Herll]| pour G le groupe général linéaire déployé met en
emphase I'importance des représentations de Steinberg généralisées puisqu’avec les représentations dites
supersinguliéres, elles représentent les « briques fondamentales » pour construire toutes les représenta-
tions lisses admissibles irréductibles modulo p de G.

L’objet de cette note est d’étendre les résultats de [GK09] et de [Her11] sur les Steinberg généralisées
pour G un groupe réductif quelconque. On développe ainsi I’analogue des paragraphes 2 et 3 de [GK09]
et du paragraphe 7 de [Herl1| dans le cas non déployé.

2 Contexte général

Soient p un nombre premier et I, une cloture algébrique fixée de I, ; tout corps fini de caractéristique
p sera vu comme un sous-corps de [F,,. Toute représentation considérée ici sera lisse.

Soit F' un corps local non archimédien localement compact & corps résiduel fini kp de caractéristique
p. Soient F*P une cloture séparable de F' et F'"™™ C F*®°P la sous-extension maximale non ramifiée de F.
On note Z = Gal(F*®P/F") le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu de F et o € Gal(F"/F)
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le générateur topologique correspondant & un Frobenius arithmétique.

Soit G un groupe réductif connexe sur F'. Au paragraphe 7 de [Kot97], Kottwitz définit un morphisme
fonctoriel et surjectif R
kGt G(F"™) — X*(Z(G)Y),

on G désigne le dual de Langlands connexe de G et Z (é) son centre. On note B I'immeuble de Bruhat-
Tits du groupe adjoint Gaq(F™). Un sous-groupe parahorique de G est un groupe de la forme!

ker kg NG(F) NFix F

pour une facette o-invariante F de B (voir 5.2.6 de [BT84], paragraphe 3.3 de [HV11] ou paragraphe 8
de [Hai09]). Si F est une chambre, on parle de sous-groupe d’lwahori.

Si H est un sous-groupe parahorique de G associé¢ a une facette o-invariante F de B, on lui associe un
groupe H(F) < H < G(F) défini par :

H:={g € G(F)NFix F | ka(g) est de torsion}.

Soient K un sous-groupe parahorique maximal spécial de G(F') et K(1) le pro-p-radical de K (voir
paragraphe 3.6 de [HV11]). Le quotient K/K (1) est le groupe des kp-points d’'un groupe réductif G.
Soient T" un tore maximal parmi les tores F-déployés de G et A le centralisateur de T' dans G. Soient
B un parabolique minimal de G de composante de Levi A et U son radical unipotent. Lorsque @ est un
parabolique contenant B, on notera ()~ son parabolique opposé au sens du Théoréme 4.15 de [BT65].
Pour tout sous-groupe H de G défini sur F', on note

H:= (H(F)NK)/(H(F)n K(1))

le sous-groupe de G(kr) correspondant.

On confondra par abus G et ses sous-groupes paraboliques (resp. composante de Levi, radical unipotent
de sous-groupes paraboliques) avec leurs F-points. De méme pour G et ses sous-groupes paraboliques
(resp. composante de Levi, radical unipotent de sous-groupes paraboliques) avec leurs kp-points.

3 Définitions et résultats

Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit ) un sous-groupe parabolique standard (c’est-a-dire qui
contient? B) de G. On définit la G-représentation a coefficients dans R suivante :

G
IndQ 1

StoR:= —————.
@ EQ/ZQ IndS/ 1

Ici, commme dans toute la suite, on a noté Ind le foncteur d’induction lisse et on fait agir G sur Indg 1
par translation & droite.

Théoréme 3.1 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg généralisée StgR
est irréductible et admissible.

Remarque : Lorsque F' est de caractéristique 0, ’admissibilité suit automatiquement de [Vigll]. Par
contre, lorsque F' est de caractéristique p, & ma connaissance on ne sait pas se passer de 'argument de
ce papier.

On va présenter une preuve de cet énoncé dans les paragraphes qui suivent. Commencons par énoncer
un corollaire (on dira un mot de la preuve dans le paragraphe 9).

Lon a noté Fix F le fixateur point par point des simplexes de dimension 0 composant F
Zcette hypothése n’est en fait utile que lorsque I’on veut utiliser la comparaison parabolique-compacte de [HV12]



Corollaire 3.2 Les constituants de Jordan-Holder de Indg 1 sont les St/ R pour les sous-groupes pa-
raboliques® Q' contenant Q. Ils sont deuz & deuz non isomorphes et de multiplicité 1.

On donnera aussi la filtration par les cosocles de Indg 1. On note tout de suite le corollaire immédiat
suivant.

Corollaire 3.3 Soit R un corps de caractéristique p. La représentation de Steinberg Stp R est irréductible
et admissible.

4 Sous-groupe d’Iwahori et sous-groupes radiciels

Soient @ le systéme de racines de G associé a T et ®.oq le systéme réduit associé :
Orog ={a€®|a/2¢ P}

Le groupe parabolique minimal B nous fournit un sous-ensemble de racines positives <I>;;d C Preq et
un systéme de racines simples A. On note ®_; := Preq <I>;;d et, pour a € P,q, on appelle s, la
réflexion correspondante. On note W le groupe de Weyl fini (déterminé par T') et [ : W — N la longueur
(déterminée par A). Soit wg ’élément le plus long de W.

Pour w € W, on notera encore w un relévement (fixé une fois pour toutes) de w dans le normalisateur
Ng(T)NK de T dans K (ce qui est possible car K est spécial) ou bien 'image de ce relévement dans G.

On fait remarquer que le paragraphe 1 de [GK09] ne concerne que des groupes de réflexions cristallo-
graphiques avec systéme de racines réduit. Il est donc valable lorsque l'on travaille avec ®,.q et le lecteur
ne devra pas étre surpris quand on y fera référence.

Soit I le sous-groupe d’Iwahori de G suivant : si zg est le point spécial de I'immeuble de G,q(F"")
fixe par K, et si C est la chambre de sommet xq et fixe par B, alors I est le parahorique fixant C (voir
paragraphe 2). On dispose alors de la décomposition d’Iwasawa (voir [BT72|, Proposition 7.3.1)* :

G = HweW Bwl.

Aussi, on a des injections naturelles
ANK/ANK — I/I — K/K.

La composée est un isomorphisme par [HV11|, Lemma 6.2.(iii) ; la premiére fleche est donc un isomor-
phisme N N
ANK/ANK = I/1.

On a donc finalement B
G = Hwew Bw(ANK)I = Hwew Buwl. (1)

Pour tout sous-groupe H de G, on pose HY :== HN 1.
Pour a € @, on note U, le sous-groupe radiciel associé. Comme on a l'inclusion Usy € U, si {a,2a} C P,

=

il convient de remarquer aussi UY, C UY. Par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a donc

U, =U H UY =y
Haecbjed @ ’ acdt, @ ’

. 9 . . _l’_
quel que soit 'ordre choisi sur @ ;.

3comme Q' contient @ standard, il est automatiquement aussi

4ici, comme dans tout ce qui suit, Pappel a [BT72] nécessite de faire attention que cela est bien loisible : c’est I'objet
du Théoréme 5.1.20 de [BT84], comme expliqué dans son introduction. Par la suite, on gardera cet énoncé en téte sans le
rappeler a chaque fois, mais on se permet d’insister que son importance est cruciale.



Soit J un sous-ensemble de A. Les s, pour a € J engendrent un sous-groupe Wy de W. On note
aussi

W= {weW |VacJ l(wsy) > l(w)}.
On a, par [Hum92|, Lemma 1.6 et Corollary 1.7,

W’ ={weW |w(J)C o} (2)

Aussi, grace a [Hum92|, Proposition 1.10 et paragraphe 5.12, on a le fait important suivant : I’ensemble
W est un systéme de représentants de /W contenant I’élément le plus court de chaque classe.
On note le sous-ensemble de W+ constitué des éléments primitifs

Wh=wl s W = fw e W [w(A N T) C o)
aEANJ

de sorte que 'on a W =] Wf)]r, lorsque J parcourt les sous-ensembles de A.
On définit aussi le sous-ensemble suivant de Ppqq :

Wy.J :={wa|we Wy, ac J}.

5 Détermination de (StoR)!

Soit R un anneau commutatif unitaire.
Soit J un sous-ensemble propre de A. Pour w € W/} et o € A~ J, on définit

8(w) = Z w' € R[WJ],

w' €W, w'WiCwW i yiay

oit R[W’] désigne le R-module libre de base les éléments de W+. En prolongeant par R-linéarité, on a
la suite exacte

P rWM L RWT Y my(R) - o, (3)

acANJ

qui définit 'application linéaire V et le R-module M;(R). Ce dernier module est un objet essentiel
pour la compréhension du module des I-invariants de St;R. Et Grosse-Klonne a démontré ([GKO09],
Proposition 1.3.(a)) que M ;(R) est libre de rang \Wr‘,]r\
Par la Proposition 2.4 de [BH06] appliqué® a H = {1} et au groupe profini I, le foncteur des fonctions
localement constantes C*°(1,-) est exact. En appliquant C*°(1,-) a (3), on obtient la suite exacte

(1, a g}\ JR[WJU{Q}D — (I, R[W7]) = C*(I, M, (R)) — 0.

Par abus, on note encore ces fléches 0 et V respectivement.
Notons, pour J C Aetwe W :

P;:= BW;B, “Pj:=wPyw ' (4)

On remarque que “P; ne dépend que de la classe de w dans W/W);. Par définition de Py son radical
unipotent est égal a
Ny = 11 Us.

aedl N (2F ,NW.J)

On fixe aussi un sous-groupe de Levi M; de Py contenant A et W;. Enongons tout de suite une inclusion
entre les “ P; qui nous sera utile dans trés peu de temps.

Sdans cette référence toutes les représentations sont a coefficients complexes mais cela n’influe pas sur la preuve de la
proposition en question



Lemme 5.1 Soit « € A~ J. Soient w et w' des éléments de W vérifiant w'W; C wWiiiay. On a les

inclusions®

w'pyC YProfay; w'pYC wpgu{a}'

Preuve :
Par hypothese, il existe un élément o € Wy, vérifiant w’ = wo. La premiére inclusion vient immé-
diatement :
/
WPy =woPro tw™ C “Profay-

La seconde suit par intersection avec I. O

Pour o« € A~ J, en notant COO(wPOU{ }\I R) le sous-espace de C*°(I, R) constitué des fonctions

wPJU{a}—lnvarlantes a gauche, on a une injection
D P\ B) — O R[))
wewJu{a}

donnée par la fleche

faw wHZ faww

On a de méme une injection
D,y O (PO E) = € (1, RIV))

On verra dorénavant les injections précédentes comme des inclusions. On a alors le diagramme commutatif
suivant :

(I, My(R)) —=0. (5)

Co (VP9 \I,R) Cslopn I R N
a€EANJ, weWIV{e} ( Jote }\ ) ws.;/J ( \ ) C I My (R )

C(1, @aeavs RWU]) (1, R[W])

Vérifions que l'image de &, ,, C* (“’Pfj)u{a}\l, R) par O est bien incluse dans @y, C*(“P\I, R).
Fixons pour cela @« € A~ J. On a

o Y feww)= 3 | 3 faw )u' (6)

weWw JU{a} weWT weW Vel w'W;CwW a)

il s’agit donc de voir que > fa,w est “’/P}invariante a gauche. En fait, chacun des termes de
wWWiCwWiutay

cette somme l'est. En effet, chaque f, . est wPBU (o }—invariant a gauche; par le lemme 5.1, il est aussi
v P9-invariant et d envoie bien D, C (wPOU{a}\I R) dans @y,; C*(“PI\I, R).

Proposition 5.2 La ligne du bas du diagramme (5) est exacte.

L’introduction de quelques objets est nécessaire avant d’aborder la preuve de cette proposition.
Remarquons que, par [Hum92|, Corollary 1.5, le sous-systéme ®; C ®,oq engendré par J vérifie

;= NWy.J.

On dit que D C ®,¢q est J-quasi-parabolique s'il est I'intersection de certains w(® ; ~ ®7).
Enongons maintenant un lemme/définition particuliérement utile.

Son omet les parenthéses pour alléger les notations, mais “ P doit se lire (* Py)°



Lemme 5.3 Soit D C ®.eq une partie J-quasi-parabolique. Le produit [] U? est indépendant de l’ordre
choisi sur D : il forme un sous-groupe de G que l’on notera U]%.

Preuve :

Comme D est J-quasi-parabolique, on voit qu’il est suffisant de prouver que Hw(@ )Ug est indé-

red N2
pendant de ordre sur w(® 4 ~\ ®7) pour un w € W tel que D est contenu dans w(®,__; ~ ®7). Quitte
a conjuguer par w, on suppose & présent w = 1.

Il reste donc a voir la condition de commutateurs sur la partie ® __, \ ®; C ®_; pour pouvoir appliquer
la Proposition” 6.1.6 de [BT72]. 11 s’agit de voir dans un premier temps que si a et b sont des éléments

de &, ~\ @ alors on a
(Ua, Up) € (Ungsmp | na+mbe @~ @, m,n e N). (7)

Pour voir que ceci est automatique, écrivons

a=d;+ay, d;= Z nYa, ajzg n{9a
aEANJ aeJ

(a)

avec des ny’ < 0; et de méme b = b, + b;. On a alors, pour n,m >0 :
na +mb = (na’; + mb';) + (nay + mby).

Parce que I'on a a’; # 0 et b, # 0, on a na’; + mb/; # 0 et donc na + mb n’est pas un élément de @7
En prenant les intersections avec I, parce que I N Hae(b;d U, est égal a Haeq)r_ed U9 par la Proposition®

5.2.32 de [BT72], (7) devient
(Ue.U;) € (Uy,

nasmp | na+mbe & N ®, m,n e N).

Le lemme en découle. (]

Pour w € W, on pose
Dy =w(®, 4\ ®;):

le groupe Ugw est l'intersection de I avec le radical unipotent de * P} (défini en (4)) (voir [Demllb],
Proposition 1.12). On remarque que D,, ne dépend que de la classe de w dans W/Wj, et que, pour tout
ac€ANJ,onaw(@ 4 4\0, a}) Cw(® 4 ~P)).

L’introduction des ensembles J-quasi-paraboliques s’explique alors par le fait que l'on va s’intéresser a
I’'intersection de tels U%w pour différents w € W et & la décomposition d’Iwahori qui suit.

Lemme 5.4 Soient J C A et w € W. Le produit wPf} X U%w — I est un homéomorphisme.

Preuve :
Par la Proposition 5.2.32 de [BT72|, on a la décomposition d’Iwahori

I= (Hﬂew<1>+ Ug) (A M f{) (Hﬁembr;d Ué))’

red
olt les produits sur w® , et wd__, sont indépendants de 'ordre par la Proposition 6.1.6 de [BT72]. En
Iintersectant avec le noyau du morphisme de Kottwitz r¢, parce que 'on a A = AN K, cela permet

d’écrire
— 0 0 0\ _. 7+ A07—
1=(] Lo v)4’(] Lo US) = 1T AT

Ton l'applique 8 Y, =Us NI D Yag =UsaNlet X, =U, NI
Sgsette derniére s’occupe de U N I, mais en prenant l'intersection avec le morphisme de Kottwitz, on voit 1’égalité
unli=UnI




La décomposition
wP‘(]) - (H,BEwCI’jed Ué)) A0<H56w¢>} U*g> (8)

suit par intersection avec “Pjy : It et A sont inclus dans “ Py et donc “PY est égal a ITA° (I~ N“Py).
Il en résulte la bijection
0 0 - 0
UDw = qu>;d\<I); — wPJ\I. (9)
On en déduit que le produit ¥ P9 x U([))w — I est un homéomorphisme : c’est une bijection par (9), le
produit est continu et une bijection continue d’un espace compact vers un espace séparé est un homéo-

morphisme. O

Pour un sous-ensemble D de ®,.q, on note
W/(D):={we W’ | DCw@,_ o)} (10)

Lemme 5.5 Soient D, D’ C ®,q deuzr ensembles J-quasi-paraboliques. Soient a« € A~ J et w €
W/ (D). On a Uégalité d’ensembles

Y Pt Ub N Pouay Uy = Py (Up N UD). (11)

Preuve :

L’inclusion D est évidente ; prouvons C. En appliquant le lemme 5.3, le produit [[ U g est indépendant
BeD
de l'ordre. Choisissons un ordre sur D tel que tout élément de D~ (DN D’) soit placé avant tout élément

de D N D’. On forme le produit II UY suivant cet ordre et on le note Ug\D,, de sorte que 'on
BeD~(DND’)

a Ug = UIOD\D,UIODOD, (D N D' est J-quasi-parabolique et la notation est celle du lemme 5.3). 11 est
équivalent de voir C dans (11) et

Y Pt U NUR € Y P) oy (Up N U ).
On va méme montrer que ¥ gu{a}UI(i])\D’ N U]%, est inclus dans wPSU{a}. Notons
P = Drog N wW(Prg N Pyrny) = {8 € Prea | Us C Y P ey} (12)

Puisque w est dans WJU{O‘}(D), I'intersection de D et de @ est vide; ou autrement dit, la partie
(J U {a})-quasi-parabolique
Da,w == UJ((D;ad AN (I);U{oc})

contient D. Par le lemme 5.3 pour Dg 4, le produit  [] Ug est indépendant de ’ordre : on choisit un
BeDa,w
ordre sur D, 4, tel que sa restriction & D coincide avec 'ordre précédemment choisi sur D et tel que tout

élément de D précéde tout élément de Dg o, . D. On forme le produit I U g suivant cet ordre et
BEDa,w ~D

on le note Uga,w\D7 de sorte que l'on a U?)a’w = U?)U?DQ,M\D' Par (9), on a alors la décomposition en
produit direct d’ensembles

I'= wPfIJU{oz}U%\D’UgﬂD’Ugayw\D' (13)

Par le (8) dans la preuve du lemme 5.4, on a la décomposition d’Iwahori

wP?UJ;a}:( 1T Ug) Ao( 11 Ug)_ (14)
Bewd!, PEW® i (ay

Parce que wCIDje q Vveérifie la condition des commutateurs, on peut appliquer la Proposition® 6.1.6 de

[BT72] et dire que [] Ug est un produit indépendant de 'ordre sur w@jed, que 'on notera USJ(I)Jr .

+ red
ﬁewq)rcd

%ci encore, on prend Yy, = Uy, NI D Yoy =Use NI et Xog =U, N 1T



On choisit un ordre sur w@lfzd tel que tout élément de u@;fad N D’ précéde tout élément de w@;fad ~
(D'Nw® ). Onforme U° . =[]  UR U I1 Ug,etonal’ . =
Bewd] ,ND’ Bewd N (D'Nwd],) red

+ =
red Qred\Dl
De la méme maniére, on choisit un ordre sur wfbju{a} tel que tout élément de

0 UO

wd ND' T wdlt ~D'
w@;u{a} qui appartient a D’ précede tout élément qui n’y appartient pas : on obtient Ug@, =
Ju{a}
0 0 e . .
Uw‘I’}U{a}ﬂD’Uw‘?}U{a}\D" L’identité (14) devient
0 0770 0

_ 770
U{a}_Uwq>jede/ wcbjed\D/A Vo oV

wpg
Ju{a}

(I’;u{a}\D”

et (13) devient le produit direct

=0, U . AU _ Ul,- Up o Upap Up : 15
wdl ND' T wd \D’ WP gD Wy ND' T DNDTEDADTE Dayw\D (15)

Grace a (15), un élément de UY, N wPBU{a}U%\D, est dans le produit

0 0 w p0
_ C
Uwq);de,Uw(bJu{a}mD/ - PJU{OC}

et le lemme est prouvé. O

Preuve de la proposition 5.2 :
On commence par numéroter tous les sous-ensembles J-quasi-paraboliques de ®.oq : Do, D1, D3, ... par
ordre croissant de taille, c’est-a-dire avec

n<m= |Dy| <|Dpl.

Soit f € C*°(I,R[W’]), image de (fu)wews € @ C=(“PI\I,R) par la fleche verticale du dia-

weWJ
gramme (5), tel que 'on a Vf = 0, c’est-a-dire V(f(x)) = 0 pour tout = € I. On cherche g €
C=(I, @ R[WIYU]), image de (ga,w)aw € @ C® (VP oy \I, R), verifiant f = dg.
aEANJT aEANJ, weW JV{a}

On va montrer par récurrence lexistence d’une telle fonction g satisfaisant f = dg sur |, UOn.
Ceci implique f = dg car f et dg proviennent de la ligne du bas du diagramme (5) et que I'on a
wP?(UnEO Uzo)n) = I pour tout w € W par le lemme 5.4. La démonstration se fera en deux étapes :

— il existe g telle que f est égale & Og sur Ulo)0 ;

= si f est nulle sur {J,,,, Ugn, alors il existe g vérifiant f = dg sur |J
La situation de I’étape d’initiation est la suivante : on a

Up, (m>1).

n<m

Dy=2 = (D4~ ;) Nwy(Pog ~ ©7), Up, = {1}

La fonction f veérifie (Vf)(1) = V(f(1)) = 0. Comme la suite (3) est exacte, on choisit, une famille
d’éléments (g(()},zu)a,w € @D, cny RWIU] telle que I'on a 3((9&%)%10) = f(1). Soit, pour tout a €

A~ J et tout w € W/} Ja,w une fonction de C* (ngu{a}\I, R) valant g&lzu sur ”“”Pf])u{a}. Alors
I'image g de
(ga,w)a,w € @ Coo (wPf}U{a}\I? R)
aEANJweW JV{a}

dans C*= (I, P eny R[W‘]U{a}]) vérifie 0g = f sur UJ%O = {1}. L’étape d’initiation est terminée.
Montrons maintenant la propriété de propagation de la récurrence. Soit, pour tout w € WY, f, €
C>(*P)\I, R) nulle sur J, _,,, U}, .
Si w est un élément de W7 . W7(D,,), f. est nulle sur U?)m puisque l'on a ngU?)m = “’Pf}Ugn pour
n < m vérifiant

Dy Nw(® g\ @) = D,y



En effet, il suffit de remarquer qu’'un tel n < m existe par définition de W7 (D,,,) (voir (10)) et que I’on
aalors Up, = (U}, NYPHUP .
Nous allons trouver la fonction g comme image de

(ga,w>a,w € @ Cm(wpgu{a}\la R)
a€ANT, weW I {e} (D,,)

telle que (f — dg)yr est nulle sur |J,.,,, Up, pour tout w’ € WY (D,,). Comme (0g), est nulle'® pour

w' € W/~ WY(Dy,), (f — 89)w sera nulle sur |J, - Uy, pour tout w’ € W,

La fonction f est localement constante sur le compact | J Ul())n et nulle sur {J,,,,, U%n. Soient (C;)o<i<r

n<m Ugn vérifiant (J, C; = | U%n et tels que fy, est constant sur C;, égal
0 et £ = 0 pour tout w € WY(Dy,) et (féf))weWJ(Dm) # (fg/))wGWJ(Dm) si ¢ # i'. En particulier,

on notera que Cp contient |J

1< <.

La suite extraite de (3)

n<m

les ouverts disjoints de |J <,

nem U%n et que Ugm est 'union disjointe de Cy N Ugm et des C; pour

B RWMHD,)] L RW(Dy)] % My (R) (16)

acANJ

est encore exacte (voir [GK09|, Proposition 1.3.(b)). Par ailleurs, (f§j>)w€WJ(Dm) appartient au noyau
de V dans (16) car on a Vf = 0 et f,, = 0 pour w € W7/~ W7 (D,,). Il existe alors, pour tout 0 <i < r,

gt = (g(()ci,)w)aeA\J’wewJu{a}(Dm) € GB R[WJU{Q}(Dm)]
acANJ

tel que 'on a g(o) =0et ‘ .
9(9™) = (fD)wews(p,y € RIW? (Dy)]. (17)

Posons Dy = w(®_4 (I);U{a}) pour a € AN J et w e W. Pour tout w € W, le produit wPf])U{a} X

Uzo)a , — 1 est un homéomorphisme par le lemme 5.4, donc on a
C* (P g\, R) = C¥(UD, ., R).

Soient & € A~ J et w € W/ (D,,). Notons U’ la projection'! de
sous-espace de Uga ., verifiant

0 0 )
<m UDn sur UDa,w : Clest le

PV =" Plomy (U UD.)-

n<m

Supposons qu'il existe, pour v € A~ J et w € W79t} (D,,), une fonction Jow € C’OO(U%a > 1) nulle sur

U/U(C'oﬂUlO)m) et constante, égale a g(()i)w, sur C; pour 1 < 7 < r. Soit alors g € C*° (I, &b R[W‘]U{a}])
aEANJ
I'image de

(Gorw)aw € &y C®("PJ g\, R).
aeANT, weW e} (D,,)

Soit w’ € W7(D,,). Grace a (17), on a alors

(ag)w’ = Z Z gg,)w = quj/) = fur

QEANS weW THeH (D, ), w' Wy CwoW s {ay

Yen (6), la somme sur les w vérifiant w'W; C wWiay ne fait intervenir que des w ¢ W/ (D) car w'W, C
wWu{a} implique w'p,C “Pru{ay par le lemme 5.1, et donc w(® 4 ‘b;u{a}) Cw' (@, ®7) par (12) (voir définition
(10) aussi)

Hremarquons que U’ dépend de « et de w



sur chaque C; pour 1 <14 < r;la méme égalité est vraie sur Cp N Ugm, de sorte que l'on a (99)y = fuw
sur tout Up, . Pour = € U, <,,, Up ~ U}, , pour tout o € A\ J et tout w € WA (D,,), il existe
Pa,w € ngu{a} et Uq,w € U’ vérifiant & = pa,wa,w- On a alors

O)w(@) = Y 3 ot ) = 0.

a€EANT weWwIViel(D,,), w'W;CwWyay

Il nous reste a vérifier I’existence des fonctions gq .. Soient @« € AN J et w € WJU{O‘}(Dm). Par définition
de U’, on a

Pt U NV P e Ub, = Pl ( Un<m Up,) NP3y Up,.»
et par le lemme 5.5, on a
wP.?U{a}(Un<m Up,) NPl U, = wPBU{a}((Un<m Up,) NUp,.)-

(0)

On sait alors que U’ N U%m est inclus dans Cy N U%m : comme go,w est nul, les conditions imposées sur
les valeurs de gq, sont compatibles. L'espace U' U Ugm est une union disjointe de U" U (Cy N Ugm) et
des C; pour 1 <7 < r. Les C;, pour 1 < i < r, sont ouverts compacts dans U]% et U’ est compact. Le
complémentaire de U’ dans U’ U Ugm contient C;, donc C; est ouvert dans U’ U U%Dm pour tout 1 < i < r.

Comme | J; <, C; est compact, son complémentaire U "U(Con U]%m) dans U’ U U]%m est ouvert.

Il existe donc une fonction g/, ,, € C>°(U'UUP, , R) nulle sur U'U(CoNU}, ) et constante, égale a g&i,)w,

sur C; pour 1 < ¢ < r. Comme U" U Ugm est fermé dans U??a ,» le morphisme de restriction
c>(Up, . R) — C*(U' VU, ,R)

est surjectif : il existe une fonction gq., sur Ul%aw prolongeant ¢/, ,, comme voulue. La récurrence est
donc terminée et la proposition prouvée. O

Pour J C A, on définit la G-représentation de Steinberg généralisée St ;R par la suite exacte

D C=(Pya)\G,R) & C%(P)\G, R) — StsR — 0. (18)
aEANT

On observe que cela coincide avec la définition de StgR lorsque @ = P;.

Corollaire 5.6 Le R-module StjR est libre. Et il existe une injection I-équivariante
tp : StyR — C(I,M;(R))

dont la formation commute aur changements de base.

Preuve :
La fléche i — Pyw~'i induit une bijection ensembliste

wpPNT = P\Pjw I

De plus, toute inclusion w'W; C wW(qy donne alors lieu & un diagramme commutatif comme suit
(par le lemme 5.1) :

YPI\I Y Py ey \

N lN

PA\Pyw I — Pjya3\Prujay (w') T

10



Les w™' pour w € WY (resp. w' € W/9{e}) forment un systéme de représentants de W;\W (resp.
Wiugar \W). On a les décompositions d’Iwasawa suivantes (conséquences directes de (1) et du Corollaire
4.2.2 de [BT72]) :

PA\NG= ][] P\Pw 'L, Pu\G= [l Proje\Progey@) 'L
wEWJ w’eWJU{O‘}

On en déduit les sommes directes

C*(P)\G,R) = @ C™(P;\Pyw™'I,R),
weWJ

COO(PJU{a}\Ga R) - @ COO(PJU{Q}\PJU{Q}(w/)_lja R)
w' eWwJU{a}

Il en découle le diagramme commutatif suivant :

aeef\J O Prua & ) C*(P)\G, R) StsR 0. (19)
co(w' PO \IR Co(wPNT R orr
aEAN, g’aeWJU{a} ( JU{a}\ ) wgi/J ( J\ ) —C (I7 9ﬁJ(‘R))

La premiére ligne est exacte par définition de St;R (voir (18)) et la seconde I’est par la proposition 5.2.
On en déduit que 'application
LR StyR — C*(I,M;(R))

est injective; elle est aussi I-équivariante car toutes les fleches pleines du diagramme le sont.
Etudions d’abord le cas R = Z : parce que ’on a

My(R) =M, (Z) ®z R,

on a la propriété de changement de base voulue. Grace a la Proposition 1.3.(a) de [GK09] et au lemme
10.1, le Z-module C*°(1,9M;(Z)) est libre. Or un sous-module d’un module libre sur un anneau principal
est libre. Ainsi St;Z est libre, et St ;R est libre sur R par changement de base!?. O

Avant de déterminer a proprement parler (St;R)!, on commence par déterminer C*°(P;\G, R)".
Lemme 5.7 Le R-module C®°(P;\G, R)! est libre de rang |W"|.

Preuve :
La décomposition d’Iwasawa (voir (1)) fournit

_ -1
G = ]_[WJ Pyw'I.
Grace a cette décomposition, on définit, pour w € W7, la fonction f,, de C®(P;\G, R)! par f,(w™') =1
et fu(w') =0siw € (W)™t < {w™'}. Le R-module C*®(P;\G, R)! est alors libre et engendré par
(fw)wEW‘]' U

Proposition 5.8 L’espace des I-invariants (StJR)I est un R-module libre de rang |W;3]r|

26n a bien St Z ®z R = St;R comme la suite exacte

0— > C™(Pjay\G,Z) — C*(P;\G,Z) — StyZ — 0

aEANT

reste exacte aprés tensorisation par R, les deux Z-modules & gauche étant libres par I’appendice 10

11



Preuve :
Appliquons le foncteur des [-invariants au carré commutatif du diagramme de la preuve du corollaire
5.6. On obtient les applications de R-modules :

RW' = @ C¢*(“PNI,R)" — (StsR)" — C=(I,M;(R))! = M;(R). (20)
weWJ
Parce que (g est injective et que le foncteur des I-invariants est exact a gauche, la fleche de droite de (20)
est injective. Enfin la composée (20) est surjective par définition de 9t;(R). Alors on a un isomorphisme
(StJR)I = EUIJ(R)
de R-modules, ce qui fait de (St;R)’ un R-module libre de rang [W| (par [GK09], Proposition 1.2.(a)).
O

Corollaire 5.9 Les images f,, dans StjR des fonctions f,, (pour w € WI;]r) définies dans la preuve du
lemme 5.7 forment une base explicite de (StJR)I.

Preuve :
En prenant les I-invariants du diagramme commutatif dans la preuve du corollaire 5.6, on obtient le
diagramme commutatif suivant, o les carrés du haut sont commutatifs.

@QEA\J O (PJU{a}\G7 R)I o (PJ\G, R)[ (StJR)I

lr\/ ~ ~

@aeA\J, wew oty CF (w/Pgu{a}\I7 R)I — @weWJ Che (“’Pf}\], R)I — > (I, mJ(R))

TN ~ ~

Bcr s wew oty RV 0 RIW M, (R)

I

0

On remarque que ’on a utilisé la proposition 5.8 pour affirmer I'isomorphisme de R-modules libres que
constitue la fleche verticale en haut a droite. Les carrés du bas du diagramme sont commutatifs en
vertu de ce que la description des fonctions du lemme 5.7 est compatible avec la discussion d’avant la
proposition 5.2. Le résultat suit. O

Une autre conséquence importante est ’assertion de ’admissibilité dans le théoréme 3.1.
Corollaire 5.10 Supposons que R soit un corps de caractéristique p. Alors StjR est admissible.

Preuve :

En regardant le diagramme commutatif (19), on voit que St;R est Pimage de @, cys C° (Y PI\I, R)
dans C°°(I,M;(R)). Comme chaque “PY contient A N1, cette image est en fait incluse dans C*°(AN
NI, (R)) € C°°(I,M;(R)). Si I(1) désigne le pro-p-Sylow de I, on a (ANI)I(1) = I; il suit les
égalites C° (AN I\I,M;(R))" = C=(An I\, M, (R))"™Y, et donc (StyR) = (StyR)"™.

Traitons d’abord le cas R = T, : le Fy-espace vectoriel (St ;F,)!()) = (St;F,)! est de dimension finie par
la proposition 5.8. Comme I(1) contient K (1), il est ouvert et on peut appliquer [Pas04], Theorem 6.3.2,
et St JE, est admissible.

Dans le cas R = F,, on remarque que l'on a (St F,)" = (St F,)" ®F, [, pour tout sous-groupe ouvert
H de G. L’admissibilité de St ;F, implique alors celle de St ;F,. Enfin, pour R un corps de caractéristique
p, F, est naturellement un sous-corps de R. On a alors (StyR)? = (St F,)” @r, R pour tout H < G
ouvert. Le résultat en découle. ]
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que ’on peut aussi prouver ce fait en se servant
du corollaire 5.6. Alors, pour tout sous-groupe compact ouvert H de I, espace d’invariants (StyR)?
s’injecte dans le R-espace vectoriel de dimension finie C(I/H,9;(R)). Par ailleurs, un tel argument
reste tout & fait valable pour R un anneau principal (sans hypothése sur la caractéristique).

12



6 Comparaison avec le cas fini

On retourne & R un anneau commutatif unitaire. On cherche a comparer les représentations de Stein-
berg généralisées avec leur analogue dans le cas fini.

On remarque d’abord que comme on a choisi K comme étant le parahorique associé a un sommet
spécial, le groupe de Weyl associé a I’'adhérence schématique T' de T est encore W (voir [BT84], Propo-
sitions 4.4.5 et 4.6.4; [HRO8|, Proposition 12). Le systéme de racines ® associé a la paire (B, T) est un
sous-systéme de ® et il n’est pas nécessairement réduit ; on considére alors son réduit ®,.q4. Parce que
Doq et Proq sont tous deux des sous-systémes réduits de ® qui contiennent une R-base de X*(T) ®z R,
on a une correspondance bijective

CI)red = (I)red
a +— aou?2a’

Cette bijection exhibe un sous-ensemble de racines simples A de ® en correspondance avec A de la méme
manieére :

A= UaeA{a’ 2a} N Preq.

Pour J un sous-ensemble de A, on associe alors de cette maniére J C A.
De méme que pour le paragraphe précédent, le lecteur ne s’étonnera pas des invocations du paragraphe
1 de [GK09] pour des résultats concernant ®q.

Lemme 6.1 Soit J un sous-ensemble de A. La réduction P; de P; est P53, le parabolique de G associé
aJ.

Remarque : On peut aussi se reporter au Corollaire 4.6.4 de [BT84].
Preuve :
La réduction de Py est

?J :PJﬂK/PJﬂK(l)

et est engendrée par les images dans G de AN K et des U, N K pour a € @;Led U W;.J. En effet, par
décomposition de Bruhat, il suffit de voir que BN K et Wy C K sont engendrés par ANK et les U, N K
pour a € &t ,UW,.J. Pour BNK, cela suit de [HV11], Theorem 6.5, qui affirme BNK = (ANK)(UNK);
et donc BN K est engendré par ANK et les U, N K pour a € @;;d. Soient a € J et u € U_,N K d’image
non nulle dans U _,,. Par [Car85|, Corollary 2.6.2, il existe alors by, by € B tels que 1'on ait @ = bysby oil
s est la réflexion dans W; C K correspondant a «. En relevant by et by respectivement en by et by dans
BN K, on voit que s est bien dans le groupe engendré par AN K et les U, N K pour a € @;d UWy.J.
Les tels s formant un systéme de générateurs de Wy, on a bien ’affirmation voulue sur Py N K.

Le groupe P est quant a lui engendré par A= Zé(T) et les Uz pour a € U Wj.j. Ce sont bien la
les mémes groupes radiciels par la remarque suivant le Lemma 6.12 de [HV11]. O

Pour J C A (correspondant & J C A), on garde la méme définition de la représentation de Steinberg
généralisée St ; on rappelle la suite exacte de G-représentations qui la définit :

P C¢(Pju)\G.R) - C(P;\G, R) — StzR — 0.
aEANT
)E : pour w un élément de W, notons

Commencgons par exhiber des éléments particuliers de (§7R e

Guw € ij I'image de la fonction caractéristique g,, de
Pyw 'B="Pyw ! (Un wU_w_l)

dans Indg 1.
Soit w € W. On va commencer par prouver I'affirmation

Pyw 'B=Pw ' (Unwl w?).
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On a d’abord
Bw™'B = Bw 'AU = Buw™'U. (21)

Ensuite, par la Proposition 6.1.6 de [BT72], on a

U=Unwlw H(Unwl w?). (22)
Il s’ensuit

Bw™'U = Buw™! (Un inw_l).
La méme égalité subsiste alors avec P; > B a gauche plutot que B, et 1’égalité voulue est prouvée.

Si on fait subir & (G, ®req,J) le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve alors que (§7R)B

est un R-module libre, de base @w)wewj. Cependant, savoir ce fait n’est pas nécessaire tout de suite,
pr

et la preuve de la proposition 6.2 nous le redonnera & moindres frais.

On a une décomposition d’Iwasawa G = P;K (voir [HR10], Corollary 9.1.2). L’application P;\G —
P \G est continue (car PyK (1) est fermé dans G) et surjective. On a donc l'injection naturelle (k désigne
ici un représentant dans K) :

C(P;,\G,R) — C*>(P;\G,R)
f — (Pjk— f(Psk))

Dés lors, on a le diagramme suivant de K-représentations.

@(XGA\J C(FJU{oc} \év R) A C(?J\é, R) ij 0

L

\
@aEA\J COO(PJU{Q}\G? R) BRI COO(PJ\G, R) StyR 0

Comme les deux fleches verticales de gauche sont des injections et parce que 'on a 1’égalité
o B e NCPAGCR o B CPuw\En)
acANJ aceANJ

la fleche de droite est aussi injective. Dans 1’égalité précédante, 'inclusion O est évidente. Pour obtenir
Iinclusion inverse C, soit f une fonction de

@2( D C°°<Pju{a}\G,R>> No@EG.R).
aEANJ

que l'on voit comme une fonction sur K. Elle s’écrit f = > Ay ¥2(fa) avec fo € CF(Pjyia\G, R)
pour tout a € A \ J. Fixons, pour tout o € A\ J, K, un ensemble fini de représentants de Pju{a}\G
dans Pjuga3\G- On définit alors, pour tout o € AN J, f, € C(Pjuia}\G, R) par fo (k) = fo(k) pour
tout k € Ko d’image k € Py \G. Parce que le diagramme ci-dessus est commutatif et que f est dans

C(P;\G, R), on obtient
Yo el =) eafa) =1
et I'inclusion C voulue.
Proposition 6.2 L’injection K-équivariante
L §7R — StyR
induit l'isomorphisme de R-modules B
)B

(St5R)” = (styR)".
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Preuve :
L’injection ¢ : §7R — Sty R étant K-équivariante, on en déduit 'injection

ER)” — (51R)"
que l'on notera encore ¢. Par la proposition 5.8, le R-module (St;R)! est libre de rang \Wffr\
Commengons par considérer le cas R = Z. En tant que sous-module de (St;Z), (§7Z)B est un Z-
module libre de rang majoré par |Wp‘]r| = |W£)]r| (on a [W;| = |W5| pour tout J C A). Pour prouver

isomorphisme voulu, il suffit d’exhiber une base de (St7Z)® qui s’envoie sur la base (Tw)wEWI;’r de

(St;Z)!, ou f, est l'image de f,, € C®°(P;\G,Z) (voir corollaire 5.9) dans St;Z. Il reste & remarquer
que, par le lemme 6.1, la famille (g,,), .7 s'envoie par ¢ sur (fw)wewfj-
pr r

Revenons a R général : on a la situation suivante

0 (§t52)8 @z R — (St7R)5 <& (StyR)".

Parce que la famille (g, ® 1 + d’éléments de (St=Z)” ®z R s’envoie par 7 sur 7, N est un
w weW J n w/weWy n
pr T

isomorphisme et!? ¢+ induit Iisomorphisme (ij)E = (St JR)I. O

Corollaire 6.3 La famille (g,,) forme une base du R-module libre (ﬁjR)E.

wEW,

7 Représentations de Steinberg généralisées dans le cas fini

Dans toute cette section, G désignera un groupe réductif fini : cela permettra d’alléger les nota-
tions et d’éviter de surligner un nombre déraisonnable de symboles. Aussi, quand on fera référence a
I’« axiomatique des systémes de Tits » ou « des BN-paires », on pensera au cadre des « strongly split BN-
pairs of characteristic p » du chapitre 1.2 de [CE04], ce qui est loisible grace au paragraphe 5.2 de [HV11].

Soit S = {sq | @ € A}. Comme pour les autres éléments de W, on ne fera pas de distinction entre
un élément s € S et son relévement fixé dans Ng(T).
Supposons & partir de maintenant que R est un anneau commutatif unitaire de caractéristique p. On
cherche & comprendre un peu mieux la structure de (St;R)? en tant que Hg(G, B)-module. En effet, si
7 est une G-représentation, la réciprocité de Frobenius confére a son espace de B-invariants

7P ~ Homp(1,7) ~ Homg(Indg 1,m)
une structure de module a droite sur
Hr(G,B) := Endg (Indf 1).

A tout w € W, on peut associer opérateur de Hecke T}, défini sur 72 par

vi—= vy, = Z ’y_lv = Z uwtw .

~vEB\BwB u€(BNw—1Bw)\B
Pour w € W, on note'4
- —y—1
Uy =UNnwU w!= 11 Us.
aeéj'cd,wfl(a)etbr_cd

13cela garantit au passage que la formation de (§7 . )B commute au changement de base
Ypar [Car85|, paragraphe 1.18, Corollary 2.5.17 et discussion suivant Proposition 2.6.3, ’ordre n’a pas d’importance
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Par la premiére étape de la preuve de la proposition 6.2 (notamment I’équation (22)), pour s € S, on
peut voir Us comme un ensemble de représentants de (B N s !Bs)\B = (BN sBs~1)\B (car s? est un
élément de T'). Pour m = Ind]GgJ 1, we W’ et seS,laformule d’action se réécrit

ngs = Z U_ls_lgw = Z ]lPJw_lUwSU' (23)
UEUg UEUQ

C’est cette action qu’on va investiguer & travers les deux résultats techniques suivants.
Pour w € W, on note w” le représentant de wW; dans W+ (on rappelle que W est un systéme de
représentants de W/Wpy).

Lemme 7.1 Soient w € W7/ et s € S.
(a) Si (sw)? =w, alors on a

PJ'LU_lUwSU = ij_lUw stu € Us.
(b) Sil((sw)’) > I(w), alors on a
Pyw'UysUs = Pyw™" sUs,.
(c) Sil((sw)”) <l(w), alors on a s = sg avec B € A et w™(B) € ®__,. Posons
U = 11 Us;
acdt {8}, wH(a)ed,,
c’est un sous-groupe de U,,. On a
Prw ' U'usUy = Pyjw™ U, siu € Us ~ {1},
Pyw U su = Pyw 'sUy, siue Us.
De plus, toutes ces relations sont des égalités entre produits directs d’ensembles.

Remarque : Ce sont des raffinements dans I'axiomatique des systémes de Tits que I'on peut déja trouver
dans [GKO09] pour le cas déployé (Lemma 3.1) : on se permet de reproduire sa preuve ici en rajoutant
quelques commentaires, notamment pour le fait que les produits d’ensembles sont directs.

Preuve :

Commencgons par le fait que les produits sont directs : il s’agit tout d’abord de voir que le produit
Pyw™'U, est direct. Supposons pour cela

qw = gw luy  avec q1,q2 € Py, ug, ug € Uy,

On a alors

uuy b € wPyw t NwlU w ! NU.
Regardons & quoi ressemblent les éléments de w~'Uw N U~ N P;. IIs sont inclus dans

U Nnw tUw= H U,.

acd , w(a)ed);;d

De plus, par définition de w € W (voir (2)), pour tout o négativement engendré par J, on a w(a) € L
Dés lors, comme P; ne contient que les sous-groupes radiciels associés a la partie quasi-close (au sens
du 3.8 de [BT65]) @, U (P, N W;.J), lintersection w™'Uw NU™ N Py est réduite a 'élément neutre
et le produit Pyw U, est direct.

Une fois que toutes les égalités seront prouvées, le fait que les autres produits sont directs se rameéne
a chaque fois au cas précédent. Par exemple, regardons le terme de gauche de la premiére égalité de
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(c). L’ensemble Pyw~'U'usUy est de cardinal majoré par |Py| - |U’| - |Us| = |Py| - |Uy|. Or I'égalité avec
Pyw~'U,, qui est un produit direct, nous dit que le cardinal de Pyw = U"usUy est exactement |P;|-|Uy|.
C’est donc que le produit est aussi direct et cela prouve bien le fait voulu.

Montrons (a). On a d’abord

Pyw™'Uy,s = Pjw™'Bs C Pyw 'BU Pyw™'sB (24)

J

par les équations (21) et (22) et laxiomatique des BN-paires. Parce que 'on a (sw)” = w, ces deux

derniéres doubles classes sont égales et leur union vaut simplement
Pyw'B = Pyw'U,.
L’inclusion (24) devient une égalité puisqu’en réappliquant s on obtient :
Pyw U, = Pyw 'Uys* € Pyw 'Uys C Pyw™'U,.

Pour finir, P;yw ™' B est bien entendu invariant par translation a droite par Us.
Attaquons nous a (b). On a dans un premier temps

Pyw™'U,sU, = Pyw ' BsU, = Pyw ' BsB.
Par définition de Py, on obtient

Pyw 'BsB =|J . BvBw ' BsB.
veWy

L’axiomatique des systémes de Tits nous dit que Bw~!BsB est exactement Bw~'sB car on a
Hw™ts) = I(sw) > l(w) = l(w™)
par [GK09], Lemma 1.3.(a). On termine alors :

Pyw 'BsB = U o BvBw 'sB = PJw_lsB = Pyw 'sUsg,.
veWy

Enfin pour (c¢), on remarque d’abord que l'on a (s(sw)”)? = w’/ = w et I((sw)’) < I(w). Par [GK09],
Lemma 1.4.(c), on a l(sw) < l(w) et donc w™(3) € ®,_;. On observe aussi

s Weps = s WUsNwU w™t = H U,.

Or on a (voir Proposition 1.4 de [Hum92])
s(@Fy) = (DL~ {BHUu{-8}, w'(-p) e,
Il en résulte que la condition sur les indices du produit se réécrit

a € (I)j_d ~ {6}, wil(oz) cd 4

(S
et on en déduit s 1U,s = U’. Cela implique directement U’s = sUy,, et comme on a
weUs CB, Pjw 'sUy,, = Pyw 'sB,
la derniére égalité en découle. Pour la premiére égalité, écrivons l'inclusion (le détail est identique au

(b))

PJUJ_IUwS C PJw_lUw U PJw_lsUsw;
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cette union est disjointe car on a swWj # wWj. De I'égalité Pyw~'U’s = Pyw~'sUs, que l'on vient de
prouver, et parce que le produit Pyw~1U, est direct, on déduit

Prw YUy, ~U")s C Pyw™tU,,.
Lorsque u est un élément de Us \ {1} = Ug \ {1} C Uy, on a l'inclusion U'v C U,, \ U’} il s’ensuit
Pyw U usUy € Pyw YUy N U")sUs C Pyw tULUs = Pyw™U,.

Voyons l'inclusion inverse : par [Car85], Corollary 2.6.2, il existe uy € Ug et b € U,T C B tel que l'on ait
la décomposition sus = bsu;. On a alors

PJ’LU_ISBS’LLSUS = PJ’U)_ISBSUS = PJU}_ISBSB.

Il s’ensuit que
ij_lU, = Pyw 'sUg,s = PJw_lsBs

est inclus dans
PJuFlsBsusUS = PJw_lsUswsusUs = PJw_lU'usUs.

Au final, on a bien I’égalité voulue (grace a U, = U'Us) O

Le cas fini peut se voir de maniére similaire au cas p-adique traité dans le lemme 5.7 : le R-module
C(Pj\G, R) est libre et une base est donnée par les fonctions g, pour w parcourant W+*. On tache
d’investiguer sa structure en tant que Hr(G, B)-module & droite lorsque R est de caractéristique p.

Lemme 7.2 Soient w € W et s € S.
(a) Si (sw)? =w, alors on a g, T = 0.
(b) Sil((sw)’) > l(w), alors on a g, Ts = G(sw)” -
(c) Sil((sw)?) < l(w), alors on a guTs = —guw-

Preuve :

Le (a) est conséquence immédiate de (23), du lemme 7.1.(a) et de 'égalité |Us| = 0 dans R de caracté-
ristique p (voir [Car85]|, page 74). Le (b) suit de (23) et de la décomposition en produit direct du lemme
7.1.(b) aussi.

Intéressons nous au (c) : on utilise la décomposition en produit direct U, = U’'Us. On a alors

guTls = Z E BPwalU’u’su = E ]lPwalU’su_‘_ Z Z ]lPwalU’u’sw
ucUs u'€Us ueUs ueUs u/#1

Par le lemme 7.1.(c) et |[Us| = 0 dans R, le premier terme vaut 0 et le second

Z 1pjw-1v, = ~Gu-
u'eUs~{1}
Le lemme en découle. ]
B

Les actions précédemment étudiées dans (Indg IL)B sont compatibles a celles du quotient (St jR)

Proposition 7.3 Supposons R de caractéristique p. Tout sous-Hr(G, B)-module non nul de (StJR)B
contient Uélément .5 de StyR, ot z7 désigne l’élément de longueur mazimale'® de W,

'5un élément de longueur maximale est aussi maximal pour <; par [GK09], Lemma 1.4.(d); I'existence d’un unique

élément < j-maximal est ensuite donnée par [GK09], Lemma 1.4.(e)
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Preuve :
Soit E un sous-Hg(G, B)-module non nul de (St;R)Z. Par la proposition 6.2, E contient un élément

non nul h = > ayu(h)g, avec a,(h) € R. On commence par rappeler la définition de l'ordre <
wEW,

introduit dans [GK09] : on note w < w' s'il existe s1,...,s, dans S tels que w® = (s;...s,w)’ vérifie

l(w(i)) > l(w(ifl)) pour tout 1 <4 < r et w™) = w'. On fixe une énumeération wy, wo, ... des éléments

de WI;,Jr vérifiant w; <j; w; = @ < j : en particulier, on a wy = z”7. On veut montrer qu'il existe h € E
non nul tel que
t(h) :=min{i > 1| Vj > i, ay,(h) =0}

soit égal & 1, c’est-a-dire g,s € E. Supposons le contraire et donc on a
t:=min{t(h) | h € E~{0}} > 2.

Par [GK09], Lemma 1.5, il existe w' € W et s € S tel que wy <y w', I((swy)”) < U(wy) et {(w)
I((sw')”). Par définition de <, il existe s1,...,s, dans S tels que w® = (s;...s1w;)” verifie {(w®)
l(w(i_l)) pour tout 1 < i <r et w™ =w'.

Soit h € E~{0} avec t(h) = t. Commencons par remarquer que, grace au lemme 7.2, on a a,,» (hTs) = 0.
On peut donc considérer h € E ~\ {0} avec t(h) =t et tel que k(h) > 0 est minimal, égal a k, ou k(h)
est I'entier minimal de [0, r] défini par a,ww)(h) = 0. Si on a k(h) = 0, alors o, () est nul, ce qui est
contradictoire. On suppose ainsi k > 0, et on va le faire diminuer : considérons h' = hTj,, et observons

&, (k—1) (h/) = —Q (k) (h) = 0, (k) (h/) = O, ,(k-1) (h) 75 0.

<
>

Ceci nous assure h' # 0 et k(h') < k. Cela contredit la minimalité de k et donc ’hypothése initiale : on
vient donc de montrer 'existence de h € E \ {0} avec t(h) = 1. C’est le résultat voulu. O

8 Paramétres de Hecke-Satake et preuve du théoréme 3.1

Soit R un corps de caractéristique p. On commence par étudier le K-socle d’une représentation de
Steinberg généralisée.

Proposition 8.1 Soient R un corps de caractéristique p et J C A. Le K-socle de la Steinberg généralisée
Sty R est irréductible.

Preuve :
Soit V' une sous-K-représentation irréductible de Sty R. L’injection de la proposition 6.2 nous permet de
voir VUMK comme un sous-espace de

(st,R)"V = (StyR)' ~ (St7R)®

(voir début de preuve du corollaire 5.10) ; de cette maniére, VUM = 1/ BNK

tion de Hr(G, B). Or, par la proposition 7.3, tout sous-Hz(G, B)-module non nul de (St R)B contient

Iimage g; de ’élément g5 := 15 .5 € Ind— 1 dans St R. Ainsi V est généré par g; en tant que
K-représentation, et le K-socle de St;R est 1rreduct1ble [l

est une droite stable par ’ac-

Soit V une K-représentation irréductible. On va noter Hg(G, K, V') I’algébre de Hecke-Satake Endg(ind?{ V).
Les éléments de Hr(G, K, V') sont des opérateurs a support fini parmi les doubles classes K\G/K, donc
on va fixer un systéme de représentants dominants dans A (au sens qu'ils contractent B) que I'on notera
EJ’_.
La transformée de Satake (voir [HV11], paragraphe 7.3) est un isomorphisme de R-algébres

S:Hr(G, K, V) > HE(A, AN K, Vi) (25)
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ol H}; (A,A N K, VUQK) désigne la sous-algebre de engendrée par les opérateurs portés par la classe
2(ANK) pour z € ¥4 quand ils existent.

Soit J un sous-ensemble de A. On va particuliérement s’intéresser au cas ou V est Vj, 'unique
K-représentation irréductible M j-coréguliere!® telle que 'action de M sur la droite (Vi)N,nK est tri-
viale (par la Proposition 3.11 de |HV12|). Dans ce cas-l1a, en particulier, Viynx est la représentation
triviale 1 de AN K et toute classe z(A N K) pour z € ¥ porte un unique opérateur de Hecke 7, de
HIJSL (A,A NnK, VUQK), envoyant z sur idy,,, (voir [HV11], paragraphe 7.3); et ils en constituent une
base en tant que R-espace vectoriel. De plus, ’algébre HE (A, ANK, ]1) est alors commutative et de type
fini sur R (voir paragraphe 7.2 de [HV11]). On en déduit alors que Hr(G, K, V) est aussi commutative
et de type fini par I'isomorphisme de Satake (25).

Soit 7 une G-représentation admissible & coefficients dans R. Alors, comme K (1) est un pro-p-groupe
ouvert, le sous-espace des K (1)-invariants 7(1) est non nul et de dimension finie sur R. Il posséde donc
une sous-K-représentation irréductible V. En particulier, Homg (V,7) est non trivial et de dimension
finie. De plus, c¢’est un module & droite sur 'algébre Hr(G, K, V).

On suppose a présent que V est un V; pour un certain sous-ensemble J de A, et que R est algébriquement
clos. Alors Hr(G, K, Vy) étant commutative, elle posséde un sous-espace propre associé a un caractére
X : Hr(G, K,V;) — R dans son action sur Homg (V;, 7). Dit autrement, on a un morphisme non nul de
G-représentations

ind]G( Vy@uy R — .

On tache de déterminer les caractéristiques d’un tel caractére y lorsque 7 est StjR. Pour étre précis,
notons x(4) la composée

Hh (A ANK, (V)unk) S He(G K, Vi) S B

(4)

c’est 'Y que 'on va expliciter.

Proposition 8.2 Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit J un sous-ensemble de

A.
(i) Le K-socle de StjR s’identifie a V.

(11) 1l existe un morphisme non nul de G-représentations
ind% V; @, R — StyR
si et seulement si X(A) est le caractére envoyant T, sur 1 pour tout z € >,

Remarque : En particulier, St ;R n’est pas supersingulier au sens de [HV12].

Preuve :

On note H = Hr(G,K,Vy) et Hyy = Hr(My, My N K, 1). Soient x : H — R et xapr : Hy — R
les caractéres d’algebres associés a x(Y), caractére envoyant tout 7, sur 1 (pour z € ¥,). Par [HV12],
Theorem 1.2, parce que V est M j-coréguliere et que (Vy)n,nk est la (M ;N K)-représentation triviale,
on a un morphisme surjectif de G-représentations

ind% Vy @y R = Ind§, (indyy 1 @y,, R) - IndG) 1. (26)

On en déduit!” I’existence d’un morphisme surjectif (en particulier non nul) de G-représentations ind?( Vi®y
R — St R. 1l s’ensuit que Vj génére Sty R en tant que G-représentation. Parce que St ;R est de K-socle

'Scela veut dire que le stabilisateur dans K de la représentation associée a Vi "X est inclus dans (P; N K)K(1)

17jusqu’a présent, hormis dans 'introduction, on a défini Sty R a partir des C'*° (Ps\G, R). Remarquons que la définition
peut se faire de maniére équivalente a partir d’induites paraboliques : 'application R-linéaire C*°(P;\G, R) — Ind% 1 est
un isomorphisme car la projection canonique G — P;\G posséde une section continue
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irréductible, V; est 'unique K-représentation irréductible contenue dans St ;R. Cela prouve (i) et le sens
indirect de (ii).

Prouvons maintenant la seconde implication de (ii). Comme KNP;\K — Pj;\G est un homéomorphisme,
on a par réciprocité de Frobenius

Homp (Vy,Ind@, 1) = Homgnp, (Vy, 1)
et donc, puisque l'on a (Vy)n,nx = 1, on déduit
Homy (Vy,Indf, 1) = Homgnp, (1, 1).

Ce dernier espace est donc un R-espace vectoriel de dimension 1. Le morphisme surjectif IndIGDJ 1—-»St;R
de G-représentations induit le morphisme

v : Homg (Vy,Ind@, 1) — Homg (Vy, Sty R)

de R-espaces vectoriels. On vient de voir que Hom g (VJ, Ind% ]1) est de dimension 1, et Homg (VJ, St JR)
est aussi de dimension 1 par (i) et lemme de Schur. De ce fait, 1 est un isomorphisme si et seulement si
il est non nul. Or le fait que (26) induise ind?{ Vy ®, R — St R implique la non nullité de v : ) est un
isomorphisme.

Apres application de la réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme

Homg (ind% Vj,Ind$, 1) = Homg (ind% Vy, Sty R)

de R-espaces vectoriels. Ce dernier est Hr(G, K, Vj)-équivariant car 1 est juste induit par la projection
définissant Sty R. De ce fait, toute fléche non nulle ind% Vi @4, R — StyR pour un certain x se factorise
a travers ind?{ Vi@ny R— Ind% 1. Et par le diagramme (4) de [HV12|, I'isomorphisme de réciprocité
de Frobenius

Homg (ind% V7, Ind% 1) = Homyy, (ind%jmK 1,1)

est Hr(G, K, Vj)-équivariant, on l'action au but se fait & travers la transformée de Satake partielle
SgJ : Hr(G,K,Vy) — Hr(Mj, M;N K, 1). 11 s’agit donc de déterminer les valeurs propres de Hecke
possibles pour Iaction de Hr (M, MyNK, 1) sur Homy, (indj\]\f,jmK 1, ]1). Cet espace est unidimensionnel
puisqu’il est isomorphe a

Hom s, (1, 1) = Homang (1, 1) = Hom (ind4x 1, 1),

et c’est a travers ce dernier que 'action de Hr(A4, AN K, 1) se lit naturellement. On conclut donc qu’elle

se fait & travers le caractére y(4) envoyant chaque 7, sur 1, d’oit I'implication qu’il restait & prouver pour
(if). O

On exhibe de la preuve précédente le fait plus précis suivant, qui va facilement impliquer le théoréme
3.1.

Corollaire 8.3 Soient R un corps algébriquement clos de caractéristique p et J un sous-ensemble de A.
Le K-socle Vj de StjR l’engendre en tant que G-représentation.

On a alors I'irréductibilité de Sty R dans le cas R algébriquement clos de caractéristique p comme suit.
Soit ™ C St 7R une sous-représentation non nulle. Alors 7 contient une sous- K-représentation irréductible
qui, par argument précédent, est donc V;. Mais on sait que Vj génére StyR; donc on a m = St R et
I'irréductibilité voulue. Le théoréme 3.1 en découle par le corollaire 5.10 et le lemme 11.1 tout & fait
général.
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9 Induites paraboliques de Steinberg généralisées

Commencons par un mot sur la preuve du corollaire 3.2, notamment sur le fait que deux J,J' C A
distincts engendrent des Sty R et St R non isomorphes. Cela suit immédiatement de ce que I'on vient
de faire puisque ’on a alors Vj = V.

Définissons la filtration suivante sur IndJGDJ 1:

Flll _ EJ’Q‘L |J/~J|>i IIld]G:;’JI 1 pour 0 S /) S |A AN J‘,
0 pour i > |A N J|.

Et montrons que c’est la filtration par les cosocles de Ind% 1, c’est-a-dire la filtration descendante définie
par Fil° = Indgj 1 et Fil’ est telle que gri-! := Fﬂi_l/Fili est le cosocle de Fil'™! pour i > 1. On a le
diagramme commutatif suivant, pour ¢ > 0 et J' O J avec |J' \ J| =i (en particulier i < |A N J|) :

ZJ”;J’ Inng” 11— IDng/ StJ/R 0 .
o,
0 Filtt! Fil® gr 0

Si la fleche St R — gr' était triviale, cela voudrait dire que l'image de Ind]G;JI 1 — Fil’ serait incluse
dans Fil“*!, ce qui serait absurde par le lemme 9.1 ultérieur. De ce fait, et parce que 'on a Sty R~ Sty R
pour Ji # Jo, on a une injection
@ St R — gr'.
J' D, |JINJ|=i

Pour voir que c’est bien le cosocle de Fil?, comme on connait les composantes de Jordan-Holder de Ind}G;J 1
(ce sont les St R pour J' D J, avec'® multiplicité 1), il suffit de voir que toute fléche IndIGDJ, 1— StynR
est triviale dés que Pon a J” 2 J ou J” 2 J'. Le second cas est clair et on veut montrer que tout
morphisme f : IndIG)J, 1 — Sty»R de G-représentations est trivial si J” D J'. Si ce n’était pas le cas, f
serait surjectif par irréductibilité de St~ R, de noyau contenant Sty R. Mais comme Vj C (St R)|x
génére IndIGDJ, 1 par (26), toute injection St s R — Indgﬂ 1 se doit d’étre un isomorphisme. C’est absurde,
donc f est nul et Sty R est bien le plus gros quotient semi-simple de Indgﬂ 1. Il en résulte que (Fil%);
est bien la filtration par les cosocles comme annoncé.

Lemme 9.1 Soient J C A un ensemble, i € [0,|A N\ J[] un entier et J' 2 J un sous-ensemble de A
avec |J' . J| =i. Alors l'image de IndIGDJ, 1 < Fil’ n’est pas incluse dans Fil**1.

Preuve :

Le cas ¢ = 0 résulte de ce que St;R est non triviale. On suppose donc & présent 7 > 1.

Supposons par ’absurde que Indgjl 1 est incluse dans Fil**7 pour un j > 1 maximal, c’est-a-dire avec
Indgﬂ 1 ¢ Fil"™*! (un tel j existe bien puisque la filtration devient nulle au bout d’un certain rang).
On commence par établir

Ind§ 1= (Indgﬂ 1N Fﬂiﬂ‘“) + ) md§, 1. (27)
J//;J/

18ce sont les telles représentations de Steinberg comme on peut le voir par récurrence descendante sur |J| & partir de

la définition des St R. La décomposition G = ], s Pyw™'B fait que les restrictions respectives de C*(P;\G, R)
et StyR a B possédent des filtrations telles que €D, gr’ sont respectivement égales & @, o0 C™(Ps\P;w ™ 'B,R) et
; C®(P;\P;w 'B, R). Comme on a de plus W7 = , WJII7 les St ;s R apparaissent avec multiplicité 1 comme
weW, J'D>J""'p
pr =

voulu
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Soit f un élément de df, 1 /((Indf, 1 AFIH+1) 4 ¥, df, 1), que Ton voit dans F =
Filti / ((Indgﬂ 1N Fil”j“) + > oy IndIGgﬂ, ]l). Alors f s’écrit Y, fyn o les J” parcourent les

J" D Javec|J'\J| >i+j,J" 2 J et fyn appartient a I'image de Indgﬂ 1 dans F. On prend ensuite
un « € J' . J (cet ensemble est non vide car i est non nul) et s € Wy la réflexion correspondante.
Parce que l'on a J' ¢ J”, et que l'on a quotienté par Inng, 1 NFil"H L Pécriture f = 3 fy» est en
fait invariante & gauche par s. En effectuant de méme pour toute racine de J' \. J, on voit que chaque
fyn est en fait nulle dans F (car j > 1), ce qui donne la nullité de f. Et donc (27) comme annoncé :
mais cela implique que ’on a une surjection naturelle Indgﬂ 1NFil't7*! - St R. De ce fait, ou bien il

existe un J” 2 J avec Ind%n 1 ¢ Fil"™*! ce qui est exclu par 'inclusion Inngl 1 C Fil'*7. Ou bien
IndIGDJ, 1 N Fil 7+ est tout Indgﬂ 1, c’est-a-dire que Ind%/ 1 est inclus dans Fil'*/ ! ce qui contredit
la maximalité de j > 1. Toutes les possibilités aménent & des contradictions : le lemme est prouvé. [

Corollaire 9.2 Soient J' C J des sous-ensembles de A. Alors la représentation'® IndIGgJ (St]}/,["R) est de
longueur finie, de constituants de Jordan-Holder les Styn R avec J"” C A wvérifiant J N J" = J', chacun
apparaissant avec multiplicité 1.

Preuve :

Commencons tout d’abord par remarquer que, puisque 'on a J' C J, la condition J N J” = J est
équivalente & J” D J' et J~ J C A~ J”. Cest sous cette seconde forme que nous allons 'utiliser au
cours du raisonnement qui suit.

Prouvons-le par récurrence descendante sur J’ C J. L’é¢tape d’initiation J’ = .J est juste le corollaire 3.2.
Soit J' # J et supposons le résultat vrai pour tout parabolique Jy C J contenant strictement J’. Par
définition de la représentation de Steinberg généralisée, on a une suite exacte de M j-représentations

0 — Ker — Tndp” 1 — St},” R — 0, (28)

ou Ker est par la-méme définie et a constituants de Jordan-Holder les St ;1 pour J' C Jy C J par le
corollaire 3.2. Appliquons le foncteur exact Inng (voir [Vigl2], Proposition 1.1) & (28) pour obtenir :

0 — Ind, (Ker) — Tndg, (Tndj? 1) — Tnd, (St}” R) — 0.
Comme on a
MJ/(M]QPJ/) l>MJB/(MJQPJ/)B:PJ/(MJQPJ/)B:PJ/PJ/

par décomposition de Levi, le terme central est Ind]G;J, 1, de constituants de Jordan-Holder les St ;R
avec J” D J' par le corollaire 3.2. Par hypothese de récurrence, les constituants de Indgj (Ker) sont les
Sty R avec J” C A vérifiant J” D Jy et J ~ Jy € A~ J” pour un certain J' C Jy C J.
Mais alors, soit J” tel que St j» R est un constituant de Jordan-Holder de Ind]G;J(StyJR). OnaJ’ 2 J et
aussi, J N J' C A~ J". En effet, supposons cette seconde inclusion fausse, c’est-a-dire J"N(J\J') # @ :
on considére Jy C A avec

Jo:=J' U (J"ﬂ (J~ J')) oJ

et onaJy CJ" J~Jy € A~ J" donc StysR apparait déja dans Inng(Ker) par l'assertion de
multiplicité 1 dans le corollaire 3.2. C’est absurde. Enfin, la décomposition disjointe (qu’il est plus facile
de voir avec la condition équivalente J N J” = J' dans le terme de droite)

{(7'27)=[[ {720 I~JoSANT"}
Jo2J!

nous permet de dire que ce sont les seuls constituants qui interviennent. La récurrence est terminée. []

19611 on note StJJV{J R une représentation de Steinberg généralisée du groupe réductif My
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10 Appendice : de la liberté de C*(X,Z)

Parce qu’on se sert constamment du fait suivant, on se permet de rappeler sa preuve probablement
bien connue.
Pour X un espace topologique, on note U la famille des recouvrements de X par un nombre fini d’ouverts
disjoints. On remarque que U un ensemble ordonné par U < V si pour tout A € U il existe des B; € V
vérifiant A = J B;.

Lemme 10.1 Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu. Supposons que U posséde
un sous-ensemble V dénombrable et cofinal. Alors l'espace C*°(X,7Z) des fonctions localement constantes
sur X a valeurs dans Z est un Z-module libre.

Remarque : Par changement de base Z — R, si R est un anneau commutatif unitaire, C°°(X, R) est alors
aussi un R-module libre.

Preuve :

Que C*°(X,Z) est un Z-module est évident ; il s’agit de voir qu’il est libre. Soit f un élément de C*°(X,7Z).
Pour tout z € X, on fixe un ouvert V, contenant = tel que f est constant sur V. Le compact X est
alors recouvert par les V, pour x parcourant X. Par compacité, on peut en extraire un recouvrement
fini X = |JX; par des ouverts X; sur lesquels f est constant. Si X; et X; sont non disjoints, on peut
les remplacer par X; N X;, X; N\ X; N X et X; N X; N X, qui sont trois ouverts deux a deux disjoints
d’union X; U X;. En répétant le procédé, on peut supposer que l'union X = |JX; est une union finie
disjointe.

On note que U est filtrant puisque si U,V € U, on peut, & partir du procédé précédent appliqué a UUV,
obtenir un recouvrement W vérifiant U < W et V' < W. Pour tout U = {X;} élément de U, on note
C)(X,Z) le sous-Z-module de C°°(X,Z) constitué¢ des fonctions constantes sur chaque X;. On vient
de voir que tout élément de C°°(X,Z) vit dans un C(y;)(X,Z) pour un U € U convenable. Et si on
consideére les fleches d'inclusion Cyr)(X,Z) — C(v)(X,Z) pour U < V, on obtient un systéme inductif
et on écrit C*°(X,Z) comme limite inductive de modules libres :

C>®(X,Z) = lim C1r(X,2Z) ~ lim ZIV1.
vedd Ueld

On se sert de ’hypothése sur U et on peut numéroter un sous-ensemble cofinal V de U (quitte & enlever
des éléments du V de 'énoncé) V = {V,, | n € N} en respectant l'ordre : on demande V; < V; =i < j.
On réécrit alors

C™(X,Z) = lim C(y)(X,Z) =1lim Y Cy;)(X, Z).

Vey n k<n
On construit par récurrence sur n € N une base de Cy, := ), C(v,)(X, Z). L’é¢tape d’initiation n = 0
consiste simplement a choisir une base (bo, ..., b;,) du Z-module libre C(VO)(X, Z). Supposons que 'on a

construit une base (b, . . ., b;,) de Cy. Parce que C,,NC(y, , (X, Z) est un C(V/LH)(X’ Z) pour un certain
Vii1 < Vagr (V4 non nécessairement dans V), Cy,,,)(X,Z)/(Cn N Cry,, (X, Z)) est sans torsion.
Alors C), est un facteur direct du Z-module libre C), 1. On peut alors compléter (b, ..., b;, ) en une base

(bo, ..., bi,.,) de Cypq1. La récurrence est alors prouvée et le résultat suit. ]

11 Appendice : de la non nécessité de R algébriquement clos

Soient R un corps et R? une cloture algébrique fixée de R. Soit G' un groupe topologique. On se
restreint a la catégorie des représentations lisses de G a coefficients dans R (respectivement R®).

Lemme 11.1 Soit 7 une représentation de G définie sur R. Supposons que ® @ g R* soit une représen-
tation irréductible. Alors w est 1rréductible.
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Preuve :
Toute suite exacte courte
O—p—om—m/p—0

induit la suite exacte courte
0—pRY - 7RY - n/poRY -0

dont on sait que 'un des termes extrémaux est trivial. O

12 Appendice : sur 'ordre <;

On rappelle la définition de <; : pour w,w’ € W, on note w <; w' §'il existe s1,...,s, € S tels
que w® = (s;8;_1 - syw)” vérifie I(w®) > 1(w D) pour tout 1 <i < r et w™ =w'.
On établit la caractérisation suivante de <j, qui dit en particulier que <; est un raffinement de la
restriction & W de I'ordre fort dans un groupe de Coxeter fini.

Proposition 12.1 Soient w,w’ € W”/. On a w <j w' si et seulement si il existe sq,...,s, € S tels que
w = s; - syw soit un élément de W de longueur l(w) + i pour tout 1 < i <r et w) =w'.

Remarque : Le cas r = 1 est déja présent dans [GKO09|, Lemma 1.4.(b).

Preuve :
Le sens (<) est immeédiat puisque w € W+ implique w’/ = w. Supposons donc w <; w' et prenons
51,...,5. comme dans la définition de <;. Prouvons d’abord syw € W7 avec I(s;w) = l(w) + 1. On a

Hw) < I((s1w)?) < U(syw) < l(w) +1,

ott la premiére inégalité suite de la définition de <; et la deuxiéme de celle de W”. Mais alors, on a
I((s1w)”) = I(syw) = I(w) + 1. Cela dit en particulier que sjw est de longueur minimale dans s;wW;
et on a (s;w)” = syw € W7, Par une récurrence immeédiate, w® = ;- sqw est un élément de W de
longueur {(w) + ¢ pour tout 1 < ¢ < r. Le résultat est prouvé. O

13 Appendice : de l'irréductibilité de la Steinberg généralisée dans le
cas fini

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique p. Le travail effectué nous permet de découvrir
ou redécouvrir quelques résultats sur les Steinberg généralisées pour un groupe réductif fini G.

Proposition 13.1 La plus grande sous-G-représentation irréductible de ﬁjR est V.

Remarque : En particulier, si ij est irréductible, alors on a V; = ij.

Preuve :

On a une inclusion ﬁjR C Sty R, et on sait que le K-socle de StjR est irréductible, égal & V; : V; est
donc aussi le K-socle de St7R. Comme K (1) agit trivialement sur V; C St5R et St7R, le résultat se
traduit en termes de G-représentations. ]

Proposition 13.2 Supposons ®req irréductible et J ¢ {@, A}. Alors St7R n'est pas irréductible.

Remarque : StxR = 1 est bien str irréductible ; quant a la Steinberg Stz R, en utilisant [CE04|, Theorem
6.10, Theorem 6.12 et Definition 6.13, on voit qu’elle est aussi irréductible.

Preuve :

Par [CE04], Theorem 6.12, si V' est une G-représentation irréductible alors son espace de U-invariants est
de dimension 1. De ce fait, si V est une représentation avec dim VY > 2, alors V n’est pas irréductible.
Par les propositions 5.8 et 6.2, et le début de la preuve du corollaire 5.10, (St7R)Y = (St7R)? est un
R-espace vectoriel de dimension |Wffr| Il s’agit d’examiner la cardinalité de Wffr et le résultat suit par
le lemme 13.3. [l
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Lemme 13.3 Supposons ®,eq irréductible. Alors on a ‘Wﬁ]r‘ > 1, avec égalité si et seulement si J est &
ou A.

Preuve :
Rappelons la définition suivante de Wrﬂ :

Wi ={weW |Va € J, (wsa) >1(w) ; VB € AN J, l(wsg) < l(w)}.

Notons wa -y ’élément le plus long de Wa_j. C’est un élément de WI;]r, et de ce fait on a la minoration
voulue. Il reste & déterminer le cas d’égalité. D’abord, on remarque W2 = {wa} et WS = {1}, de sorte
qu’on veut maintenant montrer que si J n’est pas @ ou A, alors WIi contient un autre élément que
WANT-

Supposons J # @, A. On cherche un élément w € Wy ~ {1} vérifiant [(wwassa) > (wway) pour
tout a € J . Parce que ®,q est irréductible, on peut choisir 5 € J tel que (A \ J) U {3} engendre un
sous-systéme de ®,oq avec au plus autant de composantes irréductibles que celui engendré par A ~\ J.
Montrons que sg est I'élément w € W7 ~ {1} cherché.

En effet, remarquons d’abord que l'on a

Hwawy) = l(spwassa) < l(sgway)

pour tout & € A\ J. Ensuite, supposons qu'il existe un élément v € J avec [(sgwassy) < l(sgway),
alors cela veut dire que sgwa. s posséde une écriture qui se termine par s, disons w's, avec l[(w') =
l(wawy) et w' ne se terminant pas par sy. Maintenant on a W wa W, = Ww' Wy, ce qui force
w' = way. Cela implique S~y = WA~JSBWA~J € W(A\J)U{[B} et donc v = (. Mais dans ce cas-1a, c’est
que sgwa~ est 'élément le plus long de Wia_yuggy- Mais on sait aussi que la longueur de wa (s}
est égale a |<I>?FA\J)U{5}| (|Hum92|, 1.4.8), et on a alors

“DZFA\J)u{ﬁﬂ = |(I)?_A\J)‘ + 1.

Il s’ensuit
s s = ®lan 1118}

et cela contredit le fait que ®a (s @ moins (éventuellement le méme nombre) de composantes
irréductibles que @A j. C’est absurde, et le résultat est prouvé. O
Remarque : Marie-France Vignéras nous fait remarquer que 1’élément 27/ = wawy € W de la proposition
7.3 convient aussi en tant qu’élément distinct de wa; dans Wffr (voir aussi |GK09], Lemma 1.4.(e)). En
effet, il est de longueur maximale |®T| — |®7F| # |®{ ;| et est donc différent de wa- ;. Et sa longueur

excede aussi celle de tout élément de W' pour J’ 2 J et il est donc primitif.

14 Appendice : représentations de Steinberg généralisées pour le groupe
dérivé

Dans cette section uniquement, on distinguera le groupe réductif G défini sur F' de ses F-points
G = G(F). De méme, B et P seront respectivement les F-points de B et P.
On note D(G) le groupe dérivé de G, c’est-a-dire le faisceau fppf des commutateurs de G. C’est un groupe
semi-simple (voir [Demlla|, Théoréme 6.2.1.(iv)) et on notera D(G) pour son groupe des F-points. Le
but de ce paragraphe est de comparer les représentations de Steinberg généralisées pour G et pour D(G).
Soient R un corps de caractéristique p et J C A. Pour les distinguer, on notera StSG)R et Stf]D(G))R la
représentation de Steinberg généralisée respectivement pour G et D(G), par rapport a J.

Proposition 14.1 La restriction de StE,G)R a D(G) est isomorphe a StE,D(G))R.
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A partir de 1a, on peut déduire l'irréductibilité de StSD(G))R en utilisant toute la machinerie de ce

papier pour D(G), y compris 'appendice 11.

Preuve de la proposition 14.1 :
Le groupe B N D(G) est un parabolique minimal de D(G) (voir [Dem11a], Proposition 6.2.8.(ii)), et on
appelle standard un parabolique de D(G) contenant BND(G). La fleche P — PN D(G) est une bijection
entre 'ensemble des paraboliques standards de G et celui des paraboliques standards de D(G). Soient
P un parabolique standard de G et J C A l'ensemble vérifiant P = P ;. On veut voir que l'injection
PN D(G)\D(G) — P\G est une bijection. Pour cela, utilisons la décomposition de Bruhat pour D(G) :

PND@G\D(G) = [] PnD@G\(PNnDG)w (BN D(G)),
weWwJ

oil on a relevé chaque w € W7 en un élément de D(G). En notant que U, = U NwU w™! est inclus
dans D(G), elle se réécrit encore

PND@G\D(G) = [] PNDG\PNDG)w Uy (29)
weWw/

De méme, pour G on écrit (en gardant les mémes relévements pour W)

P\G= [[ P\Pwv'B= J[ P\Pu'U, (30)
weWw weWw

La comparaison de (30) et de (29) nous donne que P N D(G)\D(G) — P\G est surjective, et donc
bijective.
De ce fait, la restriction a D(G) de Iinduite Ind% 1 est Indgr(ﬁ))

D(QG) de StE,G)R s’identifie a StE,D(G))R. O

(@) 1. Par deéfinition (18), la restriction a
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