
Algèbre extérieure (TD8)

FIMFA Algèbre 1 (Tony Ly)

Exercice 1

Soient k un corps et E un espace vectoriel de dimension �nie sur k. Soit n ≥ 1 un entier. Montrer

que le dual
( ∧n E

)∗
de

∧n E est canoniquement isomorphe à
∧n E∗.

Exercice 2

Soient k un corps et E,F deux espaces vectoriels sur k. Soit n ≥ 1 un entier. Montrer que l'on a une

bijection entre les applications linéaires
∧n E → F et les applications n-linéaires alternées En → F .

Exercice 3

Soient k un corps et E un espace vectoriel sur k. Soient u1, . . . , ur des éléments de E.

a) Montrer que l'on a u1 ∧ · · · ∧ ur 6= 0 dans
∧r E si et seulement si la famille (u1, . . . , ur) est

libre dans E.

b) Montrer que l'on a u1∧ · · ·∧ur 6= 0 dans
∧r E si et seulement si il existe une forme r-linéaire

alternée f sur E véri�ant f(u1, . . . , ur) 6= 0.

Exercice 4

Soient k un corps et E,F deux espaces vectoriels sur k. Soient n ≥ 1 un entier et u : E → F une

application linéaire.

a) Dé�nir une application linéaire
∧n u :

∧n E →
∧n F .

On appelle
∧n u la puissance extérieure n-ème de u. Supposons u de rang r < ∞.

b) Montrer que si n ≤ r, alors le rang de
∧n u est Cn

r ; et si n > r, alors
∧n u est identiquement

nulle.

Exercice 5

Soient k un corps n ≥ 1 un entier. Soit u un endomorphisme de kn (que l'on identi�e avec sa

matrice dans la base canonique). Pour tout entier k ∈ [0, n], on note Pk(n) l'ensemble des parties à

k éléments de {1, . . . , n}. Si I ∈ Pk(n), on note ∆I(u) le mineur I × I extrait de u.
a) Montrer l'égalité Tr

( ∧k u
)

=
∑
Pk(n) ∆I(u).

b) Montrer que le polynôme caractéristique de u est donné par

det(XIn − u) = Xn +
n∑

k=1

(−1)k Tr
( ∧k

u
)
Xn−k.

Exercice 6

Soient k un corps et E un espace vectoriel sur k.
a) Supposons E de dimension �nie. Montrer que z =

∑
n≥0 zn ∈

⊕
n

∧n E =
∧

E est inversible

si et seulement si z0 6= 0.
b) Montrer que tout élément z ∈

∧
E appartient à un

∧
F pour un certain sous-espace F ⊆ E

de dimension �nie. Conclure.
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