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Groupes d’homotopie supérieurs et catégories

i

Les exercices marqués du symbole s sont des exercices & faire en priorité.

(L

wExercice 1. Groupes d’homotopie supérieurs et revétements

Soit p : E — B un revétement. Montrer que pour n > 2, on a un isomorphisme de groupes py : m,(E, *) —
7n (B, *). Calculez 7,(S1, %) pour tout n > 2.

swExercice 2. Nullité des groupes d’homotopie

Soit (X, *) un espace topologique pointé et soit une application pointée f : (S™, %) — (X, *). Montrez que la
classe d’homotopie pointée [f] € m,(X,*) est égale & fy([Idg»]). Montrez que m,(X,*) est un groupe trivial si et
seulement si toute application continue f : S™ — X est homotope (par une homotopie non nécessairement pointée)
& une application constante.

Exercice 3. Premiers groupes d’homotopie des sphéres S, n > 2.

1. Montrez que toute application continue f : S™ — S™ est homotope & une application différentiable. (Utilisez
le théoréme de Stone-Weierstrass.)

2. A l'aide du lemme de Sard, montrez que si 1 < n < m alors m,(S™, %) est un groupe trivial.

Exercice 4. Fibrations de Serre et groupes d’homotopie supérieurs

Une application p : F — B est une fibration de Serre si pour tout k£ et pour tout diagramme commutatif
d’applications continues

DF x {0} !

o,

DF x T a

il existe une application H : DF x I — E telle que po H = H et Hoi = f.

1. Un fibré localement trivial de fibre I'espace topologique F' est une application continue p : £ — B telle que
pour tout b € B, il existe un ouvert & contenant b et un homéomorphisme ® : 4 x F — p~1(U), qui s’insére

dans un diagramme commutatif

UxXF 2 LU .

N
U

Montrez que les fibrés localement triviaux sont des fibrations de Serre (utilisez le lemme de Lebesgue).
2. Soit p: E — B une fibration de Serre, b € B soit F, = p~1(b) et € F,. On fixe un entier n > 1.

(a) Montrez que si m,(B,b) = 0, alors I'inclusion F, < F induit une surjection 7, (Fp, x) — m,(E, ).

(b) Montrez que si m,+1(B,b) = 0, alors I'inclusion Fj < E induit une injection m,(Fp, x) — m,(E, x).

Exercice 5. Premiers groupes d’homotopie des groupes de matrices

1. Montrez que p: SO,(R) — gn-t est un fibré localement trivial de fibre SO,_;(R).
g — ¢((1,0,...,0))

2. Montrez que pour tout n > 3 on a m (SO, (R),Id) = Z/27Z et m2(SO,(R),1d) = 0.

3. Calculez de méme le 7 et le o de SL,(R), GL,(C), SL,(C), U,(C), SU,(C).



Exercice 6. H-cogroupes

Un H-cogroupe est un espace topologique pointé (X,*) muni d’applications continues 6 : X — X V X et
x : X = X telles que :

(i) (0 vIdx)od est homotope a (Idx V ) o ¢ (par une homotopie pointée),
(ii) sic: X — *alors (IdV ¢) o4, (cVId)od sont homotopes par une homotopie pointée a Idx,
(iii) (IdV x)od et (x VId)od sont homotope par une homotopie pointée & une application constante.

1. Si (X, *) est un H-cogroupe, et (Y, *) un espace topologique pointé, montrez que [X,*;Y, %] posséde une
structure de groupe.

2. Montrez qu’il existe une structure de H-cogroupe sur S™, telle que le groupe [S™,*;Y, %] soit isomorphe a
Tn, (Yv *)

Exercice 7. Prolongement des applications sur les espaces cellulaires

Soit X un espace topologique et f : S"' — X une application continue. On note ¥ = X Uy D™. Soit Z un
espace topologique tel que m,_1(Z,*) = 0. Montrez que toute application continue g : X — Z s’étend en une
application continue g : Y — Z. (Exemple d’application : soit D une droite projective de CP", f : D — S?" une
application continue. Alors f s’étend en une application continue CP™ — §2m.)

Exercice 8. Groupes d’homotopies supérieurs et espaces fonctionnels

1. Soit (X,*) et (Y,*) des espaces topologiques pointés. On identifie le bouquet X V Y au sous-ensemble
X x{«}U{+}UY de X x Y. On appelle smash produit de X et Y le quotient X ANY := X xY/X VY.
Soient X, Y et Z des espaces compacts séparés.

(a) Montrez que X AY est un espace compact séparé.

(b) Montrez que X A (Y A Z) est homéomorphe a (X AY) A Z.

(c) Montrez que l'application canonique (X ANY)V (X ANZ) = X A (Y V Z) est un homéomorphisme.
(d) Exemple : montrez que S™ A S™ est homéomorphe & S™+™.

2. Soit (Y, y) un espace métrique pointé. On note C(S™,Y) l'espace des fonctions continues de S™ dans Y, muni
de la topologie de la convergence uniforme, et Q"(Y") le sous-espace des fonctions continues qui préservent
les points base. Montrez que pour tous les entiers k, n strictement positifs on a un isomorphisme de groupes

('Y, €y) = mppn (Yo y) -

wExercice 9. (Co)produits catégoriques, objets initiaux et finaux

Soit C une catégorie. Un objet de x est initial (resp. final) si pour tout objet y on a un unique morphisme
x —y (resp. y — x).

Un produit des objets x et y est un objet noté z, muni de morphismes p, : z — z et p, : z — y tel que la
propriété universelle suivante est satisfaite. Pour tout couple de morphismes f; : a — x et f, : a — y il existe un
unique morphisme h : a — z tel que p,oh = f, et pyoh = f,.

De méme, un coproduit des objets x et y est un objet noté z, muni de morphismes i, : * — z et iy, : y — 2
tel que la propriété universelle suivante est satisfaite. Pour tout couple de morphismes f, : x = aet f, :y — ail
existe un unique morphisme h : z — a tel que hoi, = f, et hoiy = f,.

1. Montrez que s’ils existent, les objets initiaux, resp. finaux, resp. les produits, resp. les coproduits sont uniques,
A un unique isomorphisme prés.

2. Si C est une catégorie, on définit la catégorie opposée C°P qui a les mémes objets que C, dont les ensembles de
morphisme sont homeop (z,y) := home(y, z), et dont la loi de composition est f o g := go f (ou la deuxiéme
composition est prise dans C). Montrez qu’on a une dualité entre les notions d’objet initiaux et finaux (resp.
de coporduits et de produits) dans C et C°P.

3. Dites si les objets initiaux, resp. finaux, resp. les produits, resp. les coproduits, existent dans les catégories
suivantes : Ens, Top, hTop, Top, (la catégorie des paires d’espaces), Top,, Grpes, R-Mod, Rev(B), Rev.(B,b)
(les revétements pointés au dessus de (B, b)), IT1;(X) (le groupoide fondamental de X).



Exercice 10. Carrés cartésiens et cocartésiens

Un carré commutatif a 5 b1 dans une catégorie C est dit cocartésien s’il vérifie la propriété universelle

1

lfz lgl
by —2 ¢

suivante. Pour tout ¢; : by — 2z et ¢o : by — z tels que ¢1 o fi = P9 0 fa, il existe une unique ¢ : ¢ = z tel

que ¢po g1 = @1 et po go = P9. Le carré est dit cartésien s’il vérifie la propriété universelle suivante. Pour tout

¢1: 2z — by et ¢ 2z — by tels que g1 01 = go 0 o, il existe une unique ¢ : z — a tel que frop = P et foop = Po.
1. Quelle est la relation entre (co)produits catégoriques et carrés (co)cartésiens ?

2. Montrez que si un diagramme a 7 by peut étre complété en un carré cocartésien a 5 b1 , alors ¢
1

1
f2 f2 lgl
b2 bg L C

est unique & un unique isomorphisme prés. Déterminez s’il est toujours possible de compléter les diagrammes
en des carrés cocartésiens dans les catégories suivantes : Ens, Top, hTop, Top,, Top,, Grpes, R-Mod, Rev(B),
Rev.(B,b), 111 (X).

3. Faites de méme pour les carrés cartésiens.

Exercice 11. Equivalences de catégories et classification des revétements

Une équivalence de catégories est un foncteur F': C — D tel que F est essentiellement surjectif (i.e. tout objet
de D est isomorphe & un objet de la forme F(c)) et pleinement fidéle (i.e. pour tout couple ¢, d’objets de C, F
induit une bijection home(c, ) = homp(F(c), F('))). Reformulez la classification des revétements comme une
équivalence de catégories.

Exercice 12. Théoréme de Brouwer

Soit n un entier positif. On suppose qu'il existe un foncteur H,, : hTop — R-Mod tel que H,({pt}) = 0 et
H,(S™) # 0. Démontrez le théoréme de Brouwer : toute application continue f : D"*! — D"*! admet un point
fixe.



