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Résumé

On présente dans ses grandes lignes la construction par de Jong et Genes-
tier d’une résolution semi-stable de ’espace de modules des variétés abéliennes
principalement polarisées de dimension g avec structure de niveau I'y(p) lorsque
g =2oud.

1 Introduction

Dans le but de permettre, par exemple, le calcul des facteurs locaux correspon-
dants de la fonction zéta de Hasse-Weil, on s’intéresse souvent & la construction,
pour une variété de Shimura donnée, de modeles locaux pas trop singuliers aux
places de mauvaise réduction.

On considérera dans la suite le cas particulier de la variété de Siegel de genre
g avec structure de niveau I'g(p) pour un certain nombre premier p, qui a l'inter-
prétation modulaire suivante : ¢’est le champ .(g, p) sur Spec Z qui paramétrise
les schémas abéliens principalement polarisés A, de dimension relative g, et mu-
nis d’un drapeau de sous-schémas en groupes finis et plats de A[p] isotropes pour
I’accouplement de Weil. C’est un champ algébrique séparé de type fini sur Spec Z,
lisse sur Spec Z[1/p], mais la structure locale en la place de mauvaise réduction
p est moins bien comprise, et les singularités peuvent étre assez importantes.
(g, p) nest en tout cas pas semi-stable en p pour g > 1.

Pour g = 2 ou 3, on va cependant exhiber, suivant de Jong et Geneit\itir/, une

résolution semi-stable de .#(g,p), c’est-a-dire un morphisme propre .(g,p) —
< (g,p) qui soit un isomorphisme au-dessus de Spec Z[1/p], et de source semi-
stable en p.

On commence en fait par remplacer .#(g, p) par un certain modéle local MLOC
construit par de Jong, et dont Rapoport et Zink ont par la suite donné un
analogue pour une large classe de problemes de modules «parahoriques». Ce mo-
dele local a I'avantage de s’exprimer en termes d’algebre linéaire (c’est un fermé
d’un produit de grassmaniennes dont le foncteur des points est défini par des
conditions linéaires), et en étudiant la combinatoire d’une certaine stratification



naturelle dont il est muni, on va construire une suite finie explicite d’éclatements
qui, dans les cas g = 2 et 3, fourniront une résolution semi-stable de Mlgoc. On
verra ensuite comment en déduire une résolution de (g, p) elle-méme.

2 Le champ .(g,p)

La variété de Siegel .#(g,p) représente, comme on l'indiquait plus haut, le
foncteur qui & un schéma S associe I’ensemble des triplets :

(A,\,0CH, C---CH,y)

ou A est un S-schéma abélien de dimension relative g, A une polarisation prin-
cipale, et 0 C H; C --- C Hy C Alp] un drapeau de sous-schémas en groupes
finis et plats de A[p], avec H; de rang p' sur S pour tout i, et H, (totalement)
isotrope pour 'accouplement de Weil A[p] x Alp] — p,, induit par A.

Notons que . (g, p), vue sur Q, est une variété de Shimura associée au groupe
GSp(2g) au sens suivant. Si 'on note V = Q29 le Q-espace vectoriel muni de la
forme symplectique standard de matrice :

i < 0o I )
-1, 0
avec fg la matrice antidiagonale usuelle, .#(g, p) est, dans le formalisme de De-
ligne, la variété de Shimura Sh(G, {h})k, ou G est le Q-groupe réductif GSp(V'),
{h} est la classe de 'homomorphisme de Hodge h : C* — Gg qui envoie ¢ sur
I, et K = KPK, est le sous-groupe de G(A;) donné par KP = G(A’}) et
K, € G(Z,) est le sous-groupe de Iwahori des similitudes symplectiques trian-
gulaires inférieures modulo p.

Elle admet une autre interprétation modulaire commode (qui a une généra-
tion naturelle aux variétés de Shimura de type PEL avec structure de niveau
parahorique). A un schéma S, on associe 'ensemble des triplets (A, A, Ag) for-
més :

1. d’une suite A, = (A[] M4 2 BN Ag) de S-schémas abéliens A;,
ou chaque «; est une isogénie de degré p;

2. de polarisations principales A\g et Ay de Ag et A, telles que le diagramme

suivant commute :
Qag Qg

A0—>---—>Ag
pkol lAg
A=y Ty

L’isomorphisme entre les deux problémes de module consiste & associer & (A, A, H,)
la suite A; = A/H; avec pour morphismes «; les projections. L’existence d’une
polarisation A, sur A, rendant le diagramme commutatif résulte de l'isotropie
de H,.
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3 Le modele local de Rapoport-Zink

Pour décrire localement la géométrie de . (g, p), on commence par construire,
comme indiqué dans 'introduction, un espace M;OC défini de maniere plus ma-
niable auquel on va pouvoir ramener 1’étude. Précisément, on va construire un
diagramme de champs sur SpecZj, :

¥
F(9,p)<"—T (g, p)——Mloc

ol ¢ et 1) seront des morphismes lisses et surjectifs, via lesquels .#(g,p) sera
isomorphe a MLOC localement pour la topologie étale (i.e. il existe un recouvre-
ment étale V' — .#(g,p) et une section s : V. — T (g,p) de ¢ sur V tels que
hos:V — MlgOC soit étale). Cela ramene I’étude des propriétés de . (g, p) locales
pour la topologie étale (comme la platitude en p) a celle de M;OC.

On introduit pour cela la notion suivante. On appelle chaine polarisée (M., qo, qq)
sur un schéma S la donnée d'une suite M, = (M, — -+ = My) de faisceaux
de Og-modules localement libres de rang 2g et d’accouplements alternés non-
dégénérés qp et g4 sur My et M, tels que, pour tout 4, Coker(M; — My 1) est
un Og/pOg-module localement libre de rang 1, et vérifiant que le diagramme
suivant commute :

]\4g_°‘>..._0‘>]\40

.| I

\ < v
Mg oV aV MO

(La catégorie des chaines polarisées est une catégorie fibrée en groupoides sur la
catégorie des schémas). On dispose sur Spec Z de la chaine polarisée «standard»
(Va, 90, qq), avec V; le Z module libre Z?9 de base (eg, ..., e2-1), qo et g, donnés
par la matrice symplectique standard f, et a: Vi — V; tel que ale;) = pe;
et a(ej) = e; pour j # i. De Jong montre alors par un calcul fastidieux mais
élémentaire que si S est le spectre d’un anneau local, toute chaine polarisée sur
S est isomorphe & V, ®7z Og. En particulier, si S est un schéma quelconque, une
chaine polarisée sur S est localement isomorphe a V, ®z Og.

Considérons alors un point (A, Ag, Ag) de .#(g,p) sur un schéma S, et intro-
duisons les faisceaux de cohomologie de de Rham :

M; = 3z (Ai)S) = Rla*(Q:‘i/S) o a: A; — S est le morphisme structural

Ce sont des faisceaux localement libres de rang 2 dim(A;/S) = 2¢, qui s’insérent
par fonctorialité dans une suite M, 2 oo 2 My, avec Coker(M; 41 LN M;)
un Og/pOs-module libre de rang 1. Comme en outre on a un isomorphisme ca-
nonique g (4;/5)Y = ijlR(;l\i/S), les polarisations A\ et A\, déterminent des
accouplements alternés non-dégénérés qq et q, sur My et M,, qui font commuter
le bon diagramme. En somme, les M; forment une chaine polarisée sur S.

On peut donc définir le champ 7 (g, p) représentant le probleme de modules
suivant : pour un schéma S, I'ensemble des familles (As, Ao, Ag, v), ot (Aa, Ag, Ag)



est dans .7 (g,p)(S) et v : Vo, ®z Og — M, est un isomorphisme local de chaines
polarisées. L’oubli de v fournit un morphisme ¢ : Z(g,p) — #(g,p) qui est
clairement surjectif. De plus, 7 (g,p) est un torseur au-dessus de .(g,p) sous
le groupe .# des automorphismes de la chaine polarisée standard V,, qui est un
schéma en groupes affine lisse sur SpecZ, et tel que .#(Z,) est précisément le
sous-groupe de Iwahori standard de Sp(2¢, Z,). Comme torseur sous un groupe
lisse, 7 (g,p) est en particulier lisse sur .#(g,p) : on a ainsi construit le mor-
phisme ¢ que 'on souhaitait.

Venons-en a présent a M}qoc. On remarque d’abord que si (A, g, Ag) est
dans .7 (g, p)(S), les faisceaux de cohomologie de de Rham M; sont munis de la
filtration de Hodge :

0Cw 4; C M;

ou (par exemple par dégénérescence en E; de la suite spectrale de Hodge-de
Rham) wy, = Roa*ﬂhi /s est un sous-@g-module de M; localement facteur direct
de rang g. De plus, a(wa,,,) = a*a*Q}qu/S est contenu dans w; pour tout 7. Il
résulte en outre de la théorie de Dieudonné que wy, et wa, sont (totalement)
isotropes pour les accouplements symplectiques qq et g, de My et M,.

Définissons alors M;OC comme représentant le probleme de modules qui a
un schéma S associe I’ensemble des (g + 1)-uplets (wo, ... ,wy), avec w; sous-Og-
module de V;®z O localement facteur direct de rang g, vérifiant a(w;11) C w; et
wp et wy isotropes. Cette définition fait apparaitre MlgOC comme fermé du produit
de grassmanniennes [], Grass(g, V;), et donc en particulier comme schéma pro-
jectif sur Spec Z. D’apres I'observation qui précede, on peut définir un morphisme
v T(g,p) = Mg’c qui, sur un schéma S, associe a (A, Ao, Ag,v) le (g+1)-uplet
des w; = v (wy,) C Vi ®z Os. En utilisant la théorie de Grothendieck-Messing
des déformations des variétés abéliennes, de Jong montre en outre que 9 est
lisse, et en déduit le résultat annoncé plus haut que .(g,p) est isomorphe &
MlgOC localement pour la topologie étale. Plus précisément :

Théoréme 1 (de Jong). Soit s : Speck — .(g,p) un point géométrique et
t: Speck — J(g,p) un point géométrique quelconque de 7 (g,p) au-dessus de
s. Alors les points s et ¢ (t) ont des voisinages étales isomorphes.

Le résultat vaut sur Spec Z (dans les cas plus généraux traités par Rapoport
et Zink, les modeles locaux sont définis seulement sur Z,). Sur Z,, on a le résultat
supplémentaire, mentionné par Genestier, que la fleche 9 est surjective, de sorte
que les espaces MLOC et (g, p) sont localement Z,-isomorphes I'un a I’autre.

Remarquons que ce résultat fournit déja bon nombre de renseignements sur
la géométrie de . (g,p). Par exemple pour g = 1, M;OC est le sous-schéma fermé
de P! x P! défini par les couples de droites (wg,w;) C A% x A? avec w; =

0 1
(z,1) et (1,y), on voit que Mg’c a une équation locale de la forme zy = p, i.e.
est localement isomorphe & Spec Z[X,Y]/(XY — p), qui se réduit en p comme
de deux droites s’intersectant transversalement. On voit plus généralement que
(M;OC)FP est I'intersection de deux copies de P! se coupant transversalement en

0 L, .
( p )wo. En donnant des générateurs de wp et w; respectivement comme



un point. En particulier, on retrouve le résultat classique de Deligne-Rapoport
selon lequel Yy(p) a réduction semi-stable en p.

De Jong écrit de méme des équations pour le modele local dans le cas ol
g = 2, et sait alors décrire les singularités qui interviennent. Il en déduit en
particulier que M;OC, et donc .¥ (g, p), est localement intersection complete pour
g = 2 (mais ce n’est plus le cas pour g > 3). De plus, il donne dans ce cas un
éclatement explicite de MLOC apres lequel ce modele devient semi-stable, ce qui
permet, comme on va le voir, d’obtenir une résolution semi-stable de (g, p).

Enfin, signalons que la conjecture formulée par Rapoport et Zink selon la-
quelle MLOC serait plat sur Z, a été récemment démontrée par Gortz. En parti-
culier, .#(g,p) est également plat sur Z,. (Il est en revanche faux en général que
les modeles locaux de Rapoport-Zink pour une variété de Shimura de type PEL
plus générale soient plats).

4 Vers une résolution semi-stable

Soit G le Z,-schéma en groupes Sp(Vy ®z Zp). On note P et B les sous-
schémas en groupes qui stabilisent respectivement le sous-module totalement
isotrope maximal [eg, ..., ez9_1] et le drapeau isotrope [egg—1] C [e24—2, €29—1] C

- C legy...,e29g-1]. B est simplement le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires inférieures.

Considérons alors la grassmannienne .Z, des sous-modules «lagrangiens» de
Vo ®z Z,, qui paramétrise, sur un Zy-schéma S, les sous-0g-modules de Vj ®
O isotropes et localement facteurs directs de rang g. C’est un schéma lisse de
dimension relative g(g + 1)/2 sur Z,, muni d’une action localement transitive
évidente du groupe G. Le stabilisateur du point [eg, ..., es4—1] étant précisément
P, Z, peut se voir comme le quotient G/P.

Le morphisme pr : Mg’c — .Z, obtenu par projection sur le premier facteur
est alors .#-équivariant, .# agissant sur .Z; via le morphisme .# — G. Genestier
construit par ailleurs une suite d’éclatements (le long de sous-schémas fermés
stables par .# et) également .#-équivariants :

N

=N — .. — 20— 20—

Notons pr : :2\’79 — %, la composée de ces éclatements. On a alors le résultat
suivant :

Théoreme 2 (Genestier). Supposons g < 3. Alors le Z,-schéma 3’79 est semi-
stable, et il existe un unique morphisme R : £y — Mé"c qui rende commutatif le
diagramme :

o R loc
”S/ﬂg Mg

morphisme qui est de plus propre et .7 -équivariant.



Pour g = 1, le morphisme ainsi obtenu est un isomorphisme, et pour g = 2,
on retrouve la résolution semi-stable construite par de Jong évoquée plus haut.
Montrons comment, a partir de cette résolution de M;OC, on obtient en fait

une résolution de . (g, p). On forme le produit fibré m) = 7(g,p) X Mo z.

P

Comme la fleche ¢ de changement de base est lisse, .7 (g,p) est une résolu-
tion semi-stable de .7 (g, p), qui est encore .#-équivariante. Or .# agit librement

sur 7 (g,p), donc a fortiori sur 7 (g,p). On peut donc considérer le quotient

S(9,p) = T(9,p)/ 7.

Il vient alors :

Théoreme 3. Localement pour la topologie étale, #(g,p) est Z, isomorphe a

:5:’2}. En particulier, .#(g,p) est semi-stable, le morphisme #(g,p) — % (g,p)
est une résolution semi-stable.
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