
Constru
tion d'un modèle semi-stable pour 
ertainesvariétés de Siegel [d'après Genestier℄M. Tibou
hi19 o
tobre 2006RésuméOn présente dans ses grandes lignes la 
onstru
tion par de Jong et Genes-tier d'une résolution semi-stable de l'espa
e de modules des variétés abéliennesprin
ipalement polarisées de dimension g ave
 stru
ture de niveau �0(p) lorsqueg = 2 ou 3.1 Introdu
tionDans le but de permettre, par exemple, le 
al
ul des fa
teurs lo
aux 
orrespon-dants de la fon
tion zêta de Hasse-Weil, on s'intéresse souvent à la 
onstru
tion,pour une variété de Shimura donnée, de modèles lo
aux pas trop singuliers auxpla
es de mauvaise rédu
tion.On 
onsidérera dans la suite le 
as parti
ulier de la variété de Siegel de genreg ave
 stru
ture de niveau �0(p) pour un 
ertain nombre premier p, qui a l'inter-prétation modulaire suivante : 
'est le 
hamp S (g; p) sur Spe
Z qui paramétriseles s
hémas abéliens prin
ipalement polarisés A, de dimension relative g, et mu-nis d'un drapeau de sous-s
hémas en groupes �nis et plats de A[p℄ isotropes pourl'a

ouplement de Weil. C'est un 
hamp algébrique séparé de type �ni sur Spe
Z,lisse sur Spe
Z[1=p℄, mais la stru
ture lo
ale en la pla
e de mauvaise rédu
tionp est moins bien 
omprise, et les singularités peuvent être assez importantes.S (g; p) n'est en tout 
as pas semi-stable en p pour g > 1.Pour g = 2 ou 3, on va 
ependant exhiber, suivant de Jong et Genestier, unerésolution semi-stable de S (g; p), 
'est-à-dire un morphisme propre Ŝ (g; p) !S (g; p) qui soit un isomorphisme au-dessus de Spe
Z[1=p℄, et de sour
e semi-stable en p.On 
ommen
e en fait par rempla
er S (g; p) par un 
ertain modèle lo
al Mlo
g
onstruit par de Jong, et dont Rapoport et Zink ont par la suite donné unanalogue pour une large 
lasse de problèmes de modules �parahoriques�. Ce mo-dèle lo
al a l'avantage de s'exprimer en termes d'algèbre linéaire (
'est un ferméd'un produit de grassmaniennes dont le fon
teur des points est dé�ni par des
onditions linéaires), et en étudiant la 
ombinatoire d'une 
ertaine strati�
ation1



naturelle dont il est muni, on va 
onstruire une suite �nie expli
ite d'é
latementsqui, dans les 
as g = 2 et 3, fourniront une résolution semi-stable de Mlo
g . Onverra ensuite 
omment en déduire une résolution de S (g; p) elle-même.2 Le 
hamp S (g; p)La variété de Siegel S (g; p) représente, 
omme on l'indiquait plus haut, lefon
teur qui à un s
héma S asso
ie l'ensemble des triplets :(A; �; 0 � H1 � � � � � Hg)où A est un S-s
héma abélien de dimension relative g, � une polarisation prin-
ipale, et 0 � H1 � � � � � Hg � A[p℄ un drapeau de sous-s
hémas en groupes�nis et plats de A[p℄, ave
 Hi de rang pi sur S pour tout i, et Hg (totalement)isotrope pour l'a

ouplement de Weil A[p℄�A[p℄! �p induit par �.Notons que S (g; p), vue surQ, est une variété de Shimura asso
iée au groupeGSp(2g) au sens suivant. Si l'on note V = Q2g le Q-espa
e ve
toriel muni de laforme symple
tique standard de matri
e :~I = � 0 ~Ig�~Ig 0 �ave
 ~Ig la matri
e antidiagonale usuelle, S (g; p) est, dans le formalisme de De-ligne, la variété de Shimura Sh(G; fhg)K, oùG est leQ-groupe rédu
tif GSp(V ),fhg est la 
lasse de l'homomorphisme de Hodge h : C� ! GR qui envoie i sur~I, et K = KpKp est le sous-groupe de G(Af ) donné par Kp = G(Apf ) etKp 2 G(Zp) est le sous-groupe de Iwahori des similitudes symple
tiques trian-gulaires inférieures modulo p.Elle admet une autre interprétation modulaire 
ommode (qui a une généra-tion naturelle aux variétés de Shimura de type PEL ave
 stru
ture de niveauparahorique). À un s
héma S, on asso
ie l'ensemble des triplets (A�; �0; �g) for-més :1. d'une suite A� = �A0 �1�! A1 �2�! � � � �g�! Ag� de S-s
hémas abéliens Ai,où 
haque �i est une isogénie de degré p ;2. de polarisations prin
ipales �0 et �g de A0 et Ag telles que le diagrammesuivant 
ommute : A0 �1 //p�0 �� � � � �g // Ag�g��
A0 � � ��_1oo 
Ag�_gooL'isomorphisme entre les deux problèmes de module 
onsiste à asso
ier à (A; �;H�)la suite Ai = A=Hi ave
 pour morphismes �i les proje
tions. L'existen
e d'unepolarisation �g sur Ag rendant le diagramme 
ommutatif résulte de l'isotropiede Hg. 2



3 Le modèle lo
al de Rapoport-ZinkPour dé
rire lo
alement la géométrie deS (g; p), on 
ommen
e par 
onstruire,
omme indiqué dans l'introdu
tion, un espa
e Mlo
g dé�ni de manière plus ma-niable auquel on va pouvoir ramener l'étude. Pré
isément, on va 
onstruire undiagramme de 
hamps sur Spe
Zp :S (g; p) T (g; p)'oo  //Mlo
goù ' et  seront des morphismes lisses et surje
tifs, via lesquels S (g; p) seraisomorphe à Mlo
g lo
alement pour la topologie étale (i.e. il existe un re
ouvre-ment étale V ! S (g; p) et une se
tion s : V ! T (g; p) de ' sur V tels que Æs : V !Mlo
g soit étale). Cela ramène l'étude des propriétés deS (g; p) lo
alespour la topologie étale (
omme la platitude en p) à 
elle de Mlo
g .On introduit pour 
ela la notion suivante. On appelle 
haîne polarisée (M�; q0; qg)sur un s
héma S la donnée d'une suite M� = (Mg ��! � � � ��! M0) de fais
eauxde OS-modules lo
alement libres de rang 2g et d'a

ouplements alternés non-dégénérés q0 et qg sur M0 et Mg tels que, pour tout i, Coker(Mi ! Mi+1) estun OS=pOS-module lo
alement libre de rang 1, et véri�ant que le diagrammesuivant 
ommute : Mg � //qg �� � � � � // M0pq0��M_g � � ��_oo M_0�_oo(La 
atégorie des 
haînes polarisées est une 
atégorie �brée en groupoïdes sur la
atégorie des s
hémas). On dispose sur Spe
Z de la 
haîne polarisée �standard�(V�; q0; qg), ave
 Vi le Z module libre Z2g de base (e0; : : : ; e2g�1), q0 et qg donnéspar la matri
e symple
tique standard ~I, et � : Vi+1 ! Vi tel que �(ei) = peiet �(ej) = ej pour j 6= i. De Jong montre alors par un 
al
ul fastidieux maisélémentaire que si S est le spe
tre d'un anneau lo
al, toute 
haîne polarisée surS est isomorphe à V� 
Z OS . En parti
ulier, si S est un s
héma quel
onque, une
haîne polarisée sur S est lo
alement isomorphe à V� 
Z OS .Considérons alors un point (A�; �0; �g) de S (g; p) sur un s
héma S, et intro-duisons les fais
eaux de 
ohomologie de de Rham :Mi =H 1DR(Ai=S) = R1a�(
�Ai=S) où a : Ai ! S est le morphisme stru
turalCe sont des fais
eaux lo
alement libres de rang 2 dim(Ai=S) = 2g, qui s'insèrentpar fon
torialité dans une suite Mg ��! � � � ��! M0, ave
 Coker(Mi+1 ��! Mi)un OS=pOS-module libre de rang 1. Comme en outre on a un isomorphisme 
a-nonique H 1DR(Ai=S)_ �=H 1DR(
Ai=S), les polarisations �0 et �g déterminent desa

ouplements alternés non-dégénérés q0 et qg sur M0 et Mg, qui font 
ommuterle bon diagramme. En somme, les Mi forment une 
haîne polarisée sur S.On peut don
 dé�nir le 
hamp T (g; p) représentant le problème de modulessuivant : pour un s
héma S, l'ensemble des familles (A�; �0; �g; v), où (A�; �0; �g)3



est dans S (g; p)(S) et v : V� 
Z OS !M� est un isomorphisme lo
al de 
haînespolarisées. L'oubli de v fournit un morphisme ' : T (g; p) ! S (g; p) qui est
lairement surje
tif. De plus, T (g; p) est un torseur au-dessus de S (g; p) sousle groupe I des automorphismes de la 
haîne polarisée standard V�, qui est uns
héma en groupes a�ne lisse sur Spe
Z, et tel que I (Zp) est pré
isément lesous-groupe de Iwahori standard de Sp(2g;Zp). Comme torseur sous un groupelisse, T (g; p) est en parti
ulier lisse sur S (g; p) : on a ainsi 
onstruit le mor-phisme ' que l'on souhaitait.Venons-en à présent à Mlo
g . On remarque d'abord que si (A�; �0; �g) estdans S (g; p)(S), les fais
eaux de 
ohomologie de de Rham Mi sont munis de la�ltration de Hodge : 0 � !Ai �Mioù (par exemple par dégénéres
en
e en E1 de la suite spe
trale de Hodge-deRham) !Ai = R0a�
1Ai=S est un sous-OS-module deMi lo
alement fa
teur dire
tde rang g. De plus, �(!Ai+1) = a���
1Ai+1=S est 
ontenu dans !i pour tout i. Ilrésulte en outre de la théorie de Dieudonné que !A0 et !Ag sont (totalement)isotropes pour les a

ouplements symple
tiques q0 et qg de M0 et Mg.Dé�nissons alors Mlo
g 
omme représentant le problème de modules qui àun s
héma S asso
ie l'ensemble des (g+1)-uplets (!0; : : : ; !g), ave
 !i sous-OS-module de Vi
ZOS lo
alement fa
teur dire
t de rang g, véri�ant �(!i+1) � !i et!0 et !g isotropes. Cette dé�nition fait apparaîtreMlo
g 
omme fermé du produitde grassmanniennes QiGrass(g; Vi), et don
 en parti
ulier 
omme s
héma pro-je
tif sur Spe
Z. D'après l'observation qui pré
ède, on peut dé�nir un morphisme : T (g; p) !Mlo
g qui, sur un s
héma S, asso
ie à (A�; �0; �g; v) le (g+1)-upletdes !i = v�1(!Ai) � Vi 
Z OS . En utilisant la théorie de Grothendie
k-Messingdes déformations des variétés abéliennes, de Jong montre en outre que  estlisse, et en déduit le résultat annon
é plus haut que S (g; p) est isomorphe àMlo
g lo
alement pour la topologie étale. Plus pré
isément :Théorème 1 (de Jong). Soit s : Spe
 k ! S (g; p) un point géométrique ett : Spe
k ! T (g; p) un point géométrique quel
onque de T (g; p) au-dessus des. Alors les points s et  (t) ont des voisinages étales isomorphes.Le résultat vaut sur Spe
Z (dans les 
as plus généraux traités par Rapoportet Zink, les modèles lo
aux sont dé�nis seulement sur Zp). Sur Zp, on a le résultatsupplémentaire, mentionné par Genestier, que la �è
he  est surje
tive, de sorteque les espa
es Mlo
g et S (g; p) sont lo
alement Zp-isomorphes l'un à l'autre.Remarquons que 
e résultat fournit déjà bon nombre de renseignements surla géométrie de S (g; p). Par exemple pour g = 1,Mlo
g est le sous-s
héma ferméde P1 � P1 dé�ni par les 
ouples de droites (!0; !1) � A2 � A2 ave
 !1 =� p 00 1 �!0. En donnant des générateurs de !0 et !1 respe
tivement 
omme(x; 1) et (1; y), on voit que Mlo
g a une équation lo
ale de la forme xy = p, i.e.est lo
alement isomorphe à Spe
Z[X;Y ℄=(XY � p), qui se réduit en p 
ommede deux droites s'interse
tant transversalement. On voit plus généralement que(Mlo
g )Fp est l'interse
tion de deux 
opies de P1 se 
oupant transversalement en4



un point. En parti
ulier, on retrouve le résultat 
lassique de Deligne-Rapoportselon lequel Y0(p) a rédu
tion semi-stable en p.De Jong é
rit de même des équations pour le modèle lo
al dans le 
as oùg = 2, et sait alors dé
rire les singularités qui interviennent. Il en déduit enparti
ulier queMlo
g , et don
 S (g; p), est lo
alement interse
tion 
omplète pourg = 2 (mais 
e n'est plus le 
as pour g > 3). De plus, il donne dans 
e 
as uné
latement expli
ite de Mlo
g après lequel 
e modèle devient semi-stable, 
e quipermet, 
omme on va le voir, d'obtenir une résolution semi-stable de S (g; p).En�n, signalons que la 
onje
ture formulée par Rapoport et Zink selon la-quelle Mlo
g serait plat sur Zp a été ré
emment démontrée par Görtz. En parti-
ulier, S (g; p) est également plat sur Zp. (Il est en revan
he faux en général queles modèles lo
aux de Rapoport-Zink pour une variété de Shimura de type PELplus générale soient plats).4 Vers une résolution semi-stableSoit G le Zp-s
héma en groupes Sp(V0 
Z Zp). On note P et B les sous-s
hémas en groupes qui stabilisent respe
tivement le sous-module totalementisotrope maximal [eg; : : : ; e2g�1℄ et le drapeau isotrope [e2g�1℄ � [e2g�2; e2g�1℄ �� � � � [eg; : : : ; e2g�1℄. B est simplement le sous-groupe de Borel des matri
estriangulaires inférieures.Considérons alors la grassmannienne Lg des sous-modules �lagrangiens� deV0 
Z Zp, qui paramétrise, sur un Zp-s
héma S, les sous-OS-modules de V0 
OS isotropes et lo
alement fa
teurs dire
ts de rang g. C'est un s
héma lisse dedimension relative g(g + 1)=2 sur Zp, muni d'une a
tion lo
alement transitiveévidente du groupe G. Le stabilisateur du point [eg; : : : ; e2g�1℄ étant pré
isémentP , Lg peut se voir 
omme le quotient G=P .Le morphisme pr0 :Mlo
g ! Lg obtenu par proje
tion sur le premier fa
teurest alors I -équivariant, I agissant sur Lg via le morphisme I ! G. Genestier
onstruit par ailleurs une suite d'é
latements (le long de sous-s
hémas fermésstables par I et) également I -équivariants :fLg = L (N)g �! � � � �! L (1)g �! L (0)g �! LgNotons pr : fLg ! Lg la 
omposée de 
es é
latements. On a alors le résultatsuivant :Théorème 2 (Genestier). Supposons g 6 3. Alors le Zp-s
héma fLg est semi-stable, et il existe un unique morphisme R : fLg !Mlo
g qui rende 
ommutatif lediagramme : fLg R //pr   �������� Mlo
gpr0}}{{{{{{{{Lgmorphisme qui est de plus propre et I -équivariant.5



Pour g = 1, le morphisme ainsi obtenu est un isomorphisme, et pour g = 2,on retrouve la résolution semi-stable 
onstruite par de Jong évoquée plus haut.Montrons 
omment, à partir de 
ette résolution de Mlo
g , on obtient en faitune résolution de S (g; p). On forme le produit �bré T̂ (g; p) = T (g; p)�Mlo
g fLg.Comme la �è
he ' de 
hangement de base est lisse, T̂ (g; p) est une résolu-tion semi-stable de T (g; p), qui est en
ore I -équivariante. Or I agit librementsur T (g; p), don
 a fortiori sur T̂ (g; p). On peut don
 
onsidérer le quotientŜ (g; p) = T̂ (g; p)=I . Ŝ (g; p)�� T̂ (g; p)oo �� // fLgR��S (g; p) T (g; p)pr0oo f // Mlo
gIl vient alors :Théorème 3. Lo
alement pour la topologie étale, Ŝ (g; p) est Zp isomorphe àfLg. En parti
ulier, Ŝ (g; p) est semi-stable, le morphisme Ŝ (g; p) �! S (g; p)est une résolution semi-stable.Référen
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