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Motivations

On s'intéresse aux réseaux de neurones.

Cas : une seule couche cachée.

i=1,...,n— neurones.

¢ : R — R — fonctions d'activation, e.g. ¢ (x) = x4 (ReLU).
Perte quadratique.

Probléme : minimiser

2
F(n,a, b,c) =E

1 n
f(2) - . 21: ckp (akZ + by)

Quand n — oo,
F—E |[f(2) ~ En[Co(AZ+ B))P|

ou (A, B, C) ~m.
Remarques : F est convexe en m. Ce n'est plus vrai pour réseaux profonds
(# couche > 2).
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Champ-moyen

On considere une fonction “champ-moyen” générale :
F:P(RY) >R

On suppose souvent que F est continue par apport a la distance de
Woasserstein.
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Régularisation entropique

On fixe une mesure de base. H(m) est I'entropique relative.

On considére )

inf F(m) + %H(m).

[Hu, Ren, Si$ka, Szpruch, 2019] : la descente de gradient (par apport a
Wasserstein) donne la loi marginale de Langevin de champ moyen

dXt = —DF(mt, Xt) dt+ O'th, mg ~ Xt.

’ . e 2
m; converges vers |'unique minimiseur de F(m) + % H(m).
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Régularisation de Fisher

L'information de Fisher :

I(m) = / |V log m|* mdx = 4/ |V\/E|2 dx.
On considere ,
inf F(m) + %I(m) = inf F (m).
L'espace de probas dont I'information de Fisher est fini :
PHZ{mEP(]Rd) :vm e Hl}.

On suppose toujours que F est convexe dans la suite.
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@ Condition du premier ordre
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Différentiabilité d'une fonction CM

Définition

On dit que F: P (RY) — R est C' s'il existe une continue
SF

e (Rd) x R? — R t.q. pour tout mg, m; € P

1
F(my) — F(mo) =/O [ 5 (me) d (m = mo) ()

o mg=(1—t)mg+ tmy, te (0,1).

)
Remarques :
0 est définie a cste preés.
(2] (F est convexe). Si m minimise F, alors g":( ,-) est cste.
CCRW (Dauphine et I'X)
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Calculs différentiels de I'information de Fisher

Rappel :

I(m) = / [Vml*

m

On calcule formellement:

2
51(m) =/2Vm Vém  |Vm| 5m

m m?
2
I )
m m

O0F7 _ 6F 2 ‘(Vm) o2 [V m|?

Donc

or o9
Sm dm 2
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Pour tout rendre rigoureux...

Théoreme

SimePyesttqg mel>® mtel, et
oF OF o? Vm o2 |[Vm|?
5—m(m,)—5—(m,)—7v<—)—7 m2 = cste

au sens de distribution, alors m est I'unique minimiseur de F°.

Théoreme

Sim,m € Py L™ et que m~! € LS. (Une certaine croissance de
m,m'’.) Alors

F (m') — F (m)> /(;—,:(m,x) (m' — m) dx.
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© La dynamique
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Observations

Notons 1) = v/m. La condition du premier ordre est équivalente a

2
ve OF oo, (W) Vel 6F ,av
om P

P2 dm 07
o cste-zb=§—£¢—a2Aw.

1) est une fonction propre de I'opérateur de Schrédinger CM

oF
2 —_ — .
o A 5m(m, ).
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Observations

Notons u = — log m. La condition du premier ordre est équivalente a
5F o2 o? 5
cste= — + —Au— — |Vu|".
om 2 4 [Vl

C'est une équation HJB CM associée a un probléme de contrdle ergodique.
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Définition de la dynamique

On définit la dynamique :

g
ormy = ——— (Mg, ) m
tMe 5m (me,-) my
ot 2£ est choisie t.q. [ 25 (m,x) dm = 0.
“Sanity check”: 0: (1, my) = 0. Conservation de masse.
Formellement F° est décroissante :

dFU mt)
mt, dmt
On peut espérer que m; — minimiseur.
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Formulations équivalentes

La dynamique en ¢ :

o2 16F
Oty = ?Alﬂt - 5% (mt, ) Ve

— Schrédinger dynamique CM
La dynamique en u:

o2

2
N S L
Ol = 2Au 2 |V ul +5m (my, )

— HJB dynamique CM
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Q HiB CM
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Hypothéses

F est continue par apport a Wi et convexe.

Fe Cetsa der|vee peut se décomposer

F
8 (mx) = 8 + G(m.)
ou
Q xid < V%g < Cid;
@ G est uniformément Lipschitzienne en x

: SuUp, HVG(ma )Hoo <l
© VG est Lipschitzienne en m, x : Vm, m’, x, X

VG (m,x) — VG (n,X)| < L Wy (m, ) + |x— X]).
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Décomposition

o2 o2 5  OF
8tu— ?AU— T |VU| —|—%(mt,)
0.2 2

= S Bu— " Vil + g+ G(me.)

On veut décomposer la fonction valeur u = v+ w ou v, w résolvent résp.

o2 o?
Orv = ?AV_ T |VV|2 +8
2 2 2
oow="T2w— T Vv Vw7 Vw4 G(m, )
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Convexité de v

2 2
Orv = %Av— UT Vv + g

L'équation est classique. On a I'existence et |'unicité du probléme de
valeur initiale. De plus, on a

Proposition

Sivo = v(0,-) est Op-convexe, alors v = v(t,-) est 0;-convexe ou 0 résout

d9t_ 0'2 2
E—I’i—?et

Heuristiques :

o? 2 o’ 2 o? 2 2 2
9,V2v = ?AV v—?Vv~VV v—7V wWev+ Vg
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Estimée a priori de w

Proposition
On suppose que w résout classiquement sur [0, T]

2 2 2
Ow = %AW— %Vv- Vw— % IVwl? + L(t,x)

ou L est uniformément Lipschitzienne en x et la valeur initiale

wp = w(0,-) est aussi Lipschitzienne. On suppose de plus que w, Vw sont
a croissance polynomiale. Alors w est uniformément Lipschitzienne en x,
dont la constante peut étre indépendante de T.

CCRW (Dauphine et I'X) Optimisation de champ moyen régularisé par 01/06/2022 21/37



Estimée a priori de w : preuve

2 2 2 1
Bew = %Aw— %v\/- Vw % inf {—a Vw3 Ialz} + L(t,x)

On applique le théoréme de vérification pour retrouver la rep. contrdle sto :

t 2
w(t,x) = infE [/ L(t—sXs)+ % |as|? ds + W(O,Xt)]
a 0
2
dX,s = —% (s + Vve_s (Xs)) ds+ cdW,,  Xo = x

L'infimum est atteint par a}f = Vw_s(Xs).
On définit X' partant de X, avec le contrdle optimal pour x, en utilisant le
méme BM :

t 2
w(ty) <E [/ L(t= ) + % fasf? ds + W(o,x;)]
0

2
dX, =~ (as+ Vves (X)) ds+odW, X =
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Estimée a priori de w : preuve

0.2
d(Xs— %) =~ % (T s(X6) — Ve s (X)) ds

vs est Os-convexe. Alors
Xe— X,| < Ce x|

Soustraire les reps. de w(t,x), (w(t,x) :

w(t,x) —w(t,X) <E /OtL(t—s,Xs)—L(t—s,X’s) ds

+w(0, X¢) — w (0, X})]

r t
<E /0 1Ll [ X — X, ds+ [ Vwollo | Xe — X

§C|x—)(’
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Couplage de réflexion

Théoreme (Eberle, 2011)
Soient by, by : RY — R ou by est strictement décroissant:
(x=y) - (b1 (x) = b1 (y)) < =0 |x— y?

et by est borné. b= by + by. Si la diffusion dX; = b(X:) dt + dW;
n'explose pas, alors il existe cstes c, C t.q. pour toutes lois marginales
me, m', de la diffusion dont mg = dx, mjy = 0, on a

Wh (mt, m’t) < Ce ¢ }x— >(| .
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Caractére bien posé

2 2 2
o= 2w = V- Tu— 2 [Tuft + G(m, )

Par contre, cette équation n’est pas classique. On doit montrer 3 la main
qu'elle est bien posée.
Considérons la suite d’applications w+— m — w, ou

me = exp (—ve — w)
_ o2 0P _ _ 2
O = ?AW_ 7VV- Vw— |[VW|” + G(my, )

On mesure la différence entre w, w par supcjo 77 [|Vw — VW||. Avec la
normalisation c'est une vraie norme.

On veut que I'application composée w +— w soient une contraction pour T
petit.
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Wk m

Soient m; = exp (—vy — wy), M = exp (—vy — W;). My est la mesure
invariante de diffusion

dXp, = —Vvi (X) dh — Vwe (X) dh + V2dW,

et pareil pour M. On utilise encore la méthode de réflexion pour
construire un couplage t.q.

Wy (i, m,) < CE [/ e M| Vwe (Xp) — VW, (Xn)| | dh
0

< C||Vwe - V.
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me—= w

Soient m, m" € C([0, T]; Wh). Notons i = w — /. §w satisfait
0'2 0'2 0'2
Odw = = Ao — —Vv- VoW — — (Vwv+ VW) - Vow+ G- G

On a représentation probabiliste

ow(t,x) =E [/ot(G— G) (t— s Xs)ds+ 6w (0, X¢)

2 2
—%Vv(t— s, Xs) — % (Vv + VW) (t— 5, Xs) + 0dW,, s < t
Xo = X.

Observons que le drift de X = 0;_,-monotone + borné. On utilise le
couplage de réflexion pour trouver un X' partant de X, satisfaisant
I'équation de diffusion t.q. E|Xs — X}| < C|x— X/|.

sup [|0Vw(t, )|l < CT sup Wi (m,_»7 m’t) + Cl|oVw (0, » -
te[0,7] t€[0, 7]
CCRW (Dauphine et I'X)
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© Décroissance d'energie
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Preuve rigoureuse

On veut rendre rigoureux la formule suivante

def mt) / ‘ (m
ty X

Outil: convexité, convergence dominée.
Convexité:

2
medx.

oF°
3m (Meyn, X) (Meyn — mye) dx > F7 (meyp) — F7 (my)

OF°
> | — (mg, x) (Mprp — my) dx
> [ 5 (me) (mecn = mo)
ol m; résout la dynamique classiquement, i.e.

h
oF°
Miyp — My = —/0 / 6_m (mt+r, X) mt+,dxdr.
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Intégrabilité
Pour appliquer convergence dominée, on a besoin de
Q sup; % (t,x)‘ < C(l + ]x\2>;
@ sup, [ |x*" mudx < +oc.
Rappel :
SFP 6F o2 o2 5
—=—+ —Au——|Vu
om  dm + 2 4 [V
A noter que :
@ On peut prouver classiquement (Bernstein, “turnpike”)
sup; [Vv(x)| < C(1+ [x]);
@ Vu=Vv+ Vwdont Vv est a croissant linéaire, Vw borné;
© sup; HV2thOO < 4o00;
Q@ m; =exp(—vt — wy). On peut utiliser concentration pour montrer
que [ [x|” mydx < Cp pour tout p > 1.

Il nous reste a borner Au.
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Estimée sur V2u: couplage de réflexion

Vu résout

0.2

o2 0F
= AVu— —Vu-V? hadl
0Vu 5 Vu 5 Vu-V u+V5m
Représentation probabiliste:
t_OF
Vu(tx) =E / VO (Mmoo Xo) + Vu (0, X,)
0 om

dXs = —0*Vu(t — s, X;) ds+ adW,
= —02(Vv+ Vw) (t— s X;) ds+ adW,

Drift = monotone + borné. On utilise le couplage de réflexion pour
trouver une proba t.q. (X' la méme diffusion dont le point de départ est X)

E[X, — X,| < Ce =[x~ ¥|.
Donc Vu est uniformément Lipschitz en x, i.e. sup, HVzutHoo < +o00.
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@ Convergence
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Preuve

K= {(m,m) [+ |9V de< c}.

Il est connu que K est Wi ® faible-H* compact.
(me, \/m¢) € K pour un certain C.

3 (ﬁ7, v ﬁ7) un point d'accumulation de (mtk, 1/m,:k) pour t, — oo.
L'énergie est décroissante et finie. Elle ne peut pas décroitre infiniment

[ 5 me

2

dt mth.

Il existe une suite h; | 0 t.q.

oF
/ ’(Sm (Metys )

On prétends que h; = 0 dans la suite.

2
mtk+hjdX — 0.
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Preuve (suite)

Pour tout m € L*°,

P (me) < £ (m) [ 5 (i) (m— my) o
0F°

< F (m)+ m(mtk,x)(m—mtk) dx+¢e
K
< F(m)+e+
/2
oF° (m— mtk
(/K S (my,, x) mtkdx> (/ >

On peut prouver que mtk € Lx.. Donc

F(m) <liminf F7 (mg,) < F7 (m).

Puis approcher m quelconque par des mesure borné et conclure.
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@ Descente de gradient
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GD a la JKO (heuristiques)

On mesure la distance entre mesures par |'entropie relative.
A chaque étape,

M1 = argmin,, h~YH(m|my) + F° (m)

Calculs du premier ordre formels:

0= h—la/ log ——m + 6F (m)
my

:h_l/logm5m+/w(m,-)5m
my om

de sorte que

m oF” oF
myg41 = 7: exp <_h5rn (mk+1, )) ~ My (1 — héim (mk+1, )> .

On espeére my, — m; quand h — 0.
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Conclusions

@ Probléme d'optimisation champ-moyen avec Fisher, FOC
@ Dynamique (Schrédinger CM, HIB CM, GD entropie-Fisher)
© Convergence (pas de vitesse, encore...)

© Pas du tout de numérique
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