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Problématique et contexte général

Concevoir des instruments de calcul, tracé, résolution
d’équations.
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Des solutions
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Exemples d’équations
Équation Tracé Solution

x + 3 = 0
X

Y

−4−3−2−1 1 2 3 4

1
2
3
4

0
x = −3

x2 − 2x − 1 = 0
X

Y

−2 −1 1 2 3

1

2

0

x = 1 −
√

2 ≃ −0,41421
ou

x = 1 +
√

2 ≃ 2,41421

1
10x

4 − 1
5x

3 + 9
10x

2

− 2x − 1 = 0 X

Y

−2 −1 1 2 3
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2

0
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x = 1 +
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Exemples d’équations polynomiales
Équation Tracé Solution
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Problématique précise

Construire la courbe représentative de n’importe quel polynôme

P(x) = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx + an+1

Exemple

P(x) = 1
10x

4−1
5x

3 + 9
10x

2−2x−1
a1 a2 a3 a4 a5

n n − 1 n − 2

sur n’importe quel intervalle [a,b]

mécaniquement, sans calcul
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Une solution
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Changement d’intervalle

Tracé Polynôme

X

Y

−1 1 2 3

1

2

3

0

P(x) = 1
10x

4 − 1
5x

3 + 9
10x

2 − 2x − 1

où x ∈ [−1,3]

X

Y

1
2

1

1

2

3

0

Q(x) = 128
5 x4 − 192

5 x3 + 168
5 x2 − 96

5 x + 11
5

où x ∈ [0,1]

Le tracé est le même en regraduant simplement l’axe
horizontal pour remplacer [−1,3] par [0,1].
De même : pour n’importe quel polynôme P sur [a,b], on pose
Q(x) = P(a+ x(b − a)) et on trace Q sur [0,1]
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Nouvel objectif et règles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la courbe
représentative de n’importe quel polynôme

P(x) = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx + an+1

sur [0,1] en utilisant uniquement :
un support,
des tiges pouvant être fixées ou coulisser les unes sur les
autres,
quelques attaches,
et un stylo !
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Astuce très importante

Par exemple,
1
10

x4−1
5
x3+

9
10

x2−2x−1 =

(((
1
10

x − 1
5

)
x +

9
10

)
x − 2

)
x−1

Forme de Hörner
a1x

n + a2x
n−1 + · · ·+ anx + an+1 =

(((a1x + a2)x + a3)x + . . . an)x + an+1
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Fonctionnement de la machine
Cas le plus simple

X

a1

Y

0,2

0,2

0,4

0,4

0,6

0,6

0,8

0,8

1

1

0
stylo

1er exemple :
P(x) = a1x
(ici P(x) = 3

4x)
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Cas précédent :
P(x) = a1x + a2

À nouveau,
“Théorème de
Thalès”
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Fonctionnement de la machine
Polynôme de degré plus élevé

Et on peut continuer comme ça pour un degré arbitraire en
alternant

des multiplications par x grâce au « théorème de Thalès »
des décalages verticaux pour ajouter des coefficients
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Que vient-on de faire ?

Redécouvrir le
Constructeur Universel d’équations

de János András Segner (1759)
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Où le retrouver ?

où tout est dit à son sujet...
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Une introduction prometteuse
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Une description géométrique de la méthode...
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accompagnée de planches,
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de démonstrations,
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de remarques,

sur les racines négatives
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de remarques,

sur les changements d’échelle ou de variable
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de considérations,

sur la nature et le nombre de racines d’un polynôme
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des conseils d’utilisation,
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de fabrication,
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et une conclusion enthousiaste

Bref, tout est dit !
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Tout est dit, ou presque...

Rien sur l’attribution de la méthode à Segner
et surtout

dans la pratique, ça marche ?
Oui ! !
Mais, à l’époque, convenablement seulement pour les degrés 0
et 1...
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Depuis, il y a eu

Réalisé dans le cadre de l’exposition Au delà du compas, la
géométrie des courbes, une version de l’instrument permettant le

tracé de polynômes de degré 3 pour le musée Il Giardino de
Archimede, à Florence.
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et...
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Pour une version plus artisanale

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys Constructeur d’équations 01/07/2023 31 / 48



Machine construite artisanalement

Nombre d’or
φ = 1+

√
5

2 , solution
de x2 − x − 1 = 0

φ ∈ [0,2],
On se ramène à
l’intervalle [0,1] où
on considère le
polynôme
2x2 − x − 1

2

a1 + a2 + a3

a2 + a3

a3

0,2−0,2 0,4

−0,4

0,6

−0,6

0,8

−0,8

0,2
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0,4
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1
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X

Y

stylo
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Au passage

On a vu que la construction utilise la réécriture d’un polynôme

a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx + an+1

sous la forme

(((a1x + a2)x + a3)x + . . . an)x + an+1

Cette méthode sera plus tard baptisée « méthode de Hörner »
(1819), elle présente aussi l’avantage de réduire le nombre
d’opérations nécessaires à l’évaluation du polynome :
au lieu de n(n+1)

2 multiplications et n additions
elle permet de se contenter de n multiplications et n additions.
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Construction à la règle et au compas

Les points O(0; 0) et I (1; 0) sont constructibles.
On construit d’autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déjà construits.

La règle est non graduée et ne sert qu’à tracer des droites
passant par deux points déjà construits.
Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux
points déjà construits.

Les points ainsi construits sont dites constructibles.
Les coordonnées de ces points sont les nombres constructibles.
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C0 = {O,I}

•O •I
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C1 ?

•O •I
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C1 ?
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Que peut-on construire avec une règle et un compas ?

Des droites
Des cercles
Des points
Des perpendiculaires

•A •B

Des parallèles
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Addition de deux nombres constructibles

•O •
x

•
x ′
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Addition de deux nombres constructibles
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Différence de deux nombres constructibles

•O •
x

•
x ′

Autre méthode : l’opposé −x d’un nombre constructible est
constructible.

De plus, on sait additionner deux nombres constructibles.

Donc, x ′ − x = x ′ + (−x) est constructible.
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Multiplication de deux nombres constructibles

•O •
1
•
x

•
x ′
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Multiplication de deux nombres constructibles

•O •
1
•
x

•
x ′

•1
•x

•
xx ′
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Quotient de deux nombres constructibles x ′

x , x ̸= 0

•O •
1
•
x

•
x ′

En particulier, l’inverse d’un nombre constructible (non nul) est
constructible.
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Quelques ensembles de nombres constructibles

N : l’ensemble des entiers naturels

Z : l’ensemble des entiers relatifs

Q : l’ensemble des rationnels
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√
2 est-elle constructible ?
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√
2 est-elle constructible ?

•O •
1

•1
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√
2 est-elle constructible ?

•O •
1

•1 √
2 =

√
12 + 12
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Construction de
√
x , x > 1 constructible

•
O(0; 0)

•
I (1; 0)

•
A(x ; 0)

On a : cos(Ô) = OI
OB = 1

OB et cos(Ô) = OB
OA = OB

x

donc 1
OB = OB

x

soit OB2 = x

donc OB =
√
x
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Constructibilité de
√
x , x ∈]0,1[ constructible

Si x ∈]0,1[ est constructible, alors 1
x > 1 est constructible

(car l’inverse d’un nombre constructible non nul est
constructible).

Ainsi,
√

1
x est constructible grâce à la démarche précédente.

Puisque
√

1
x = 1√

x
et puisque l’inverse d’un nombre

constructible non nul est constructible,
√
x est constructible.
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Duplication du cube : 3
√

2 est-elle constructible ?
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Duplication du cube : 3
√

2 est-elle constructible ?

Les trois grands problèmes de l’Antiquité :

Duplication du cube

Trisection de l’angle

Quadrature du cercle
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Théorème de Wantzel (1837) et quelques conséquences

Théorème
Le nombre réel x est constructible si et seulement s’il existe une
suite finie de corps Li telle que

1 L0 = Q ;
2 Li+1 est une extension quadratique de Li pour 0 ≤ i ≤ n − 1 ;
3 le réel x appartient à Ln.

Corollaire
Pour qu’un nombre soit constructible, il est nécessaire que le degré
du polynôme de plus petit degré parmi tous les polynômes à
coefficients dans Q s’annulant en x (polynôme minimal sur Q de x)
soit une puissance de 2.

3
√

2 n’est pas constructible.
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Mésolabe d’Eratosthene
Alternative au « constructeur d’équation » dans le cas de 3√2

2a

×A ×
A1

×
B1

×
C1

×
A2

×
B2

×
C2

×
A3

×
B3

×
C3

A1B1C1,A2B2C2 et A3B3C3 sont superposables ; A1B1C1 est fixe.
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Mésolabe d’Eratosthene
Alternative au « constructeur d’équation » dans le cas de 3√2

2a

×A ×
A1

×
B1

×
C1

×I1

×
A2

×
B2

×
C2

×I2

×
A3

×
B3

×
C3

×M
a

A1B1C1,A2B2C2 et A3B3C3 sont superposables ; A1B1C1 est fixe.
On déplace les triangles rouges pour aligner C1,I1,I2 et M.
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On déplace les triangles rouges pour aligner C1,I1,I2 et M.
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Mésolabe d’Eratosthene
Alternative au « constructeur d’équation » dans le cas de 3√2

2a

×A P×
A1

×
B1

×
C1

×I1

×
A2

×
B2

×
C2

×I2

×
A3

×
B3

×
C3

×M
a

On observe que A2I2
A3M

= PA2
PA3

= PI1
PI2

= A1I1
A2I2

= PA1
PA2

= PC1
PI1

= AC1
A1I1
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Mésolabe d’Eratosthene
Alternative au « constructeur d’équation » dans le cas de 3√2

2a

×A P×
A1

×
B1

×
C1

×I1

×
A2

×
B2

×
C2

×I2

×
A3

×
B3

×
C3

×M
a

On observe que A2I2
A3M

= PA2
PA3

= PI1
PI2

= A1I1
A2I2

= PA1
PA2

= PC1
PI1

= AC1
A1I1

et donc
(

A2I2
A3M

)3
= A2I2

A3M
A1I1
A2I2

AC1
A1I1

= AC1
A3M

= 2.
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Mésolabe d’Eratosthene
Alternative au « constructeur d’équation » dans le cas de 3√2

2a

×A P×
A1

×
B1

×
C1

×I1

×
A2

×
B2

×
C2

×I2

3
√

2a

×
A3

×
B3

×
C3

×M
a

On observe que A2I2
A3M

= PA2
PA3

= PI1
PI2

= A1I1
A2I2

= PA1
PA2

= PC1
PI1

= AC1
A1I1

et donc
(

A2I2
A3M

)3
= A2I2

A3M
A1I1
A2I2

AC1
A1I1

= AC1
A3M

= 2.

On réalise ainsi la duplication du cube et la construction de 3
√

2
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