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Problématique et contexte général

Concevoir des instruments de calcul, tracé, résolution
d’équations.
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Exemples d'équations

Equation Solution

x+3=0 x=-=-3
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Exemples d'équations

Equation Tracé Solution

x+3=0

+ ——g————
%37271J[1234X
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Exemples d'équations

Equation Tracé Solution

x+3=0

+ ——g————
%37271J[1234X

x2—2x—1=0
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Exemples d'équations

Equation Tracé Solution

x+3=0

r x=1-+/2~ 041421
— — ou

7271J(°123X x =14 /2 ~241421

x2—2x—1=0
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Exemples d'équations

Equation Tracé Solution
x+3=0 x = -3
: X =1—+/2 041421
X2_2X_1:0 — 05 — ou
*HJ(l“X x=1++2~241421
1.4 13, 9.2
EX —gX +EX
—-2x—-1=0
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Exemples d'équations

Equation Tracé Solution

x+3=0

x=1—+2~-0,41421
ou
x=1++2~241421

x2—2x—1=0

%
F 2
1,4 1,3, 9,2 1 x=1-+2~-041421
10 5 10 o o ou
—2x—-1=0 —2-1 P12 3 X X =1+/2~241421
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Exemples d'équations polynomiales

Equation Tracé Solution

x+3=0

x=1—+2~-0,41421
ou
x=1++2~241421

x2—2x—1=0

%
F 2
1,4 1,3, 9,2 1 x=1-+2~-041421
10 5 10 o o ou
—2x—-1=0 —2-1 P12 3 X X =1+/2~241421
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Problématique précise

Construire la courbe représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + ax" 4 apx + apst
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Problématique précise

Construire la courbe représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx™ ! + -+ + apx + api1

@ sur n'importe quel intervalle [a,b]
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Problématique précise

Construire la courbe représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx™ ! + -+ + apx + api1

@ sur n'importe quel intervalle [a,b]

@ mécaniquement, sans calcul

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 5/ 48



Une solution
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Changement d'intervalle

Tracé Polyndéme
Y
3
2
1

0
-1 1 2 3X

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 7/ 48



Changement d'intervalle

Tracé Polyndéme
Y
T 3
12 _ 1.4 1.3 9 2
13 P(x) = g5x" — §x° + 75x° —2x — 1
——f——>
-111 23X ol x € [-1,3]
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Changement d'intervalle

Tracé Polyndéme
Y
13
1, _1.,4_13, 9.2
13 P(x) = g5x" — §x° + 75x° —2x — 1
——f——>
-111 23X ol x € [-1,3]
Y
3
2
1
0 ; TX
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Changement d'intervalle

Tracé Polyndéme
Y
13
+ 2 _ 1. 4
13 P(x) = {5x* — X-|—10X —2x—1
——f——>
-111 23X ol x € [-1,3]
Y
3
i Q(x):%x“ 192 X3 4 168 52 96X+1?
0
3 X ou x € [0,1]
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Changement d'intervalle

Tracé Polyndéme
Y
13
+ 2 _ 1. 4
13 P(x) = {5x* — X-|—10X —2x—1
——f——>
-111 23X ol x € [-1,3]
Y
3
i Q(x):%x“ 192 X3 4 168 52 96X_|_1?
0
3 X ou x € [0,1]

@ Le tracé est le méme en regraduant simplement |'axe
horizontal pour remplacer [—1,3] par [0,1].
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Changement d'intervalle

Tracé Polynéme
Y
3
2 _ 1.4 1.3 9 2
. P(x) = g5x" — §x° + 75x° —2x — 1
——fg———+>
-111 23X ot x € [-1,3]
Y
3
i Q(X) — %XL‘ 192 3+ 168 2 96X—|—%
° 1 1 X

2

ou x € [0,1]

@ Le tracé est le méme en regraduant simplement |'axe
horizontal pour remplacer [—1,3] par [0,1].

@ De méme : pour n'importe quel polynéme P sur [a,b], on pose
Q(x) = P(a+ x(b — a)) et on trace Q sur [0,1]
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Nouvel objectif et régles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la courbe
représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx" -+ apx + ap

sur [0,1]
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Nouvel objectif et régles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la courbe
représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx" -+ apx + ap

sur [0,1] en utilisant uniquement :
@ un support,

@ des tiges pouvant étre fixées ou coulisser les unes sur les
autres,

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 8/ 48



Nouvel objectif et régles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la courbe
représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx" -+ apx + ap

sur [0,1] en utilisant uniquement :
@ un support,

@ des tiges pouvant étre fixées ou coulisser les unes sur les
autres,

@ quelques attaches,
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Nouvel objectif et régles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la courbe
représentative de n'importe quel polynéme

P(x) = a1x" + apx" -+ apx + ap

sur [0,1] en utilisant uniquement :
@ un support,

des tiges pouvant étre fixées ou coulisser les unes sur les
autres,

quelques attaches,

et un stylo!
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Astuce trés importante

o Par exemple,

1,15 9, 11 9
A3 2 0y 1= S x— = ) x—2)x-1
10" 5 T T 10° 7 5) 1) x
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Astuce trés importante

o Par exemple,

1,15 9, 11 9
A3 2 0y 1= S x— = ) x—2)x-1
10" 5 T T 10° 7 5) 1) x

Forme de Horner

ax"+ax" 4. fax+ ant+1 =
(((a1x 4+ a2)x + a3)x + ... an)x + an+1

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 9 /48



Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

T
0] 02040608 1 X

Constructeur d'équations

Sébastien LEURENT, /IMB, Math-Phys

1°" exemple :
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
1]
R I S
0,6
0,4 4
0,2
sodo g4+
Of 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = %x)

0,20,40,60,8 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = ZX)
1 4+
2, 08+
0,6
0,4 4
0,2
StV|o T T T T T
0]/0,20,40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = ZX)
1 4+
2, 08+
0,6
0,4 4+
0,2 4
Stylc T T T T T
9]l0,2040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
v (ici P(x) = ZX)
1 4+
2, 08+
0,6 1
0,4 4+
0,2 4
styl
T T T T T
0] l0,20,40,608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
v (ici P(x) = ZX)
1 4+
2, 08+
0,6
0,4 4+
0,2 4
stylp,
T T T T T
0] b2040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :

T
0,20,40,608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :

T
0,20,4060,8 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :

U
020,40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :

s

T T T T
02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
v (ici P(x) = %x)
1 4+
ai 0,8
0,6

0,2 g

1 T T T T
02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = %x)
1 4+
ai 0,8
0,6

0,2 4

T T T T
02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = %x)
1 4+
ai 0,8
0,6

0,2 4

T T T T
02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = %x)
1 4+
ai 0,8
0,6

0,2 3

T T T

T
0,20,40,60,8 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = %x)
1 4+
ai 0,8
0,6

0,2

T T T

1
T T
0,2(0,40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = ZX)
1 4+
ai 0,8
0,6
0,4 4
0,2
—t+—+—+—
0] 0,2p40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = ZX)
1 4+
ai 0,8
0,6
0,4 4
0,2
—t+—+—+—
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
11
ai 08 + |
0,6 1
0,4 +
0,2 _stylo
——+—+—+
o[ 0,20,40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
11
ai 08 + |
0,6 1
0,4 +
0,2 __stylo
——+—+—
o[ 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
11
ai 08 + |
0,6 1+ /
0,4 +
stylo,
0,2 4
t —t+—
o[ 0,20l40608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
11
ai 08 + |
0,6 + /
0,4 +
stylo,
02 4+
—f——+—
o[ 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1 4
ai 0.8 + |
0,6 1+
0,4 -
stylo,
02 +
1 1 1 1 1
T T T T T
0] 02040608 1 X

Sébastien LEURENT, /IMB, Math-Phys

Constructeur d'équations

1°" exemple :
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
4
ai 0.8 + |
0,6 4+ /
0,4 1 stylo,
02 4+
—t+——+—
%] 0,2040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
4
ai 08 + |
0,6 + /
0,4 + stylo,
02 4+
—t+r—+—+—
%] 0,2040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
4
ai 08 + |
0,6 + /
0,4 +  stylo
02 4+
—t+t+—+—
%] 0,204[0,608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1 4
ai 0.8 + |
0,6 4 /
0,4 + stylo
02 +
1 1 1 1 1
T T T T T
0] 02040608 1 X
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Constructeur d'équations

1°" exemple :
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1 4
ai 0.8 + |
0,6 + /
0,4 +  stylo,
02 4
1 1 1 1 1
T T T T T
0] 02040608 1 X
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Constructeur d'équations

1°" exemple :
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
4
ai 0.8 + | N
0,6 + /
0,4 + stylo,
02 4+
1 1 1 1 1
T T T T T
%] 0,200,608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
4
ai 0.8 + | N
0,6 + /
0,4 + stylo,
02 4+
1 1 . 1 1
T T U T T
0] 0,2040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
(ici P(x) = 3x)

Ca fonctionne grace
au « Théoréme de
Thalés »

0] 02040608 1 X
>

X |

1
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
P _ 3
y (ici P(x) = 3x)
14
ai 08 + I
T e ./ Ca fonctionne grace
04 T P N
o2 L au « Théoréme de
PRI ! Thalés »
0] 020400608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
. . _ 3
y (ici P(x) = 3x)
14
ai 0.8 + e
0,6 1 .
O ./ Ca fonctionne grace
oo 1 au « Théoréme de
bttt Thalés »
o[ 0,20,40,60,8 1
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
. . _ 3
y (ici P(x) = ZX)
14
ai 0.8+ ] e e

T e ./ Ca fonctionne grace

0,4 4+ P

02 | au « Théoréme de

T Thalés »

0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
1 4+
31 08 + | i

T e ./ Ca fonctionne grace

0,4 4+ P

0 | au « Théoréme de

T B Thalés »

0] 020404608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
i
ai 0.8 + e -

2T e ./ Ca fonctionne grace

0,4 4+ 2o

oo L au « Théoréme de

R B Thalés »

0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
i
ai 0.8 + e

96 T o ./ Ga fonctionne grace

0,4 4+ 2o

oo L au « Théoréme de

T I Thalés »

0] 0,20406p8 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
y (ici P(x) = 3x)
i
ai 0.8 + I

06 stylo ./ Ca fonctionne grace

0,4 4+ 2o

oo L au « Théoréme de

R Thalés »

0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
. . _ 3
y (ici P(x) = 3x)
1 4
ail 08 + [

0,6 + stylo / Ca fonctionne grace

04T 2 N

02 | au « Théoréme de

R Thalés »

1
T
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
(ici P(x) = 3x)

Ca fonctionne grace
au « Théoréme de
Thalés »

1
T
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
(ici P(x) = 3x)

Ca fonctionne grace
au « Théoréme de
Thalés »

1
T
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
. . _ 3
% (ici P(x) = 3x)
1 4
ail 08 + o _______

ol ot Ca fonctionne grace

04T 2 N

02 | au « Théoréme de

Thalés »

1
T
0] 02040606 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
P _ 3
Y (ici P(x) = 3x)
1 4
a 0,8 T - S
! 0,6 + stylo i/ .

’ Ca fonctionne grace

04T 2 N

02 | au « Théoréme de

Thalés »

1
T
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
P _ 3
Y (ici P(x) = 3x)
1 4
a 0,8 B e
! 0.6 4+ stylo I/ .

’ Ca fonctionne grace

04T 2 N

02 | au « Théoréme de

Thalés »

1
T
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Cas le plus simple

1°" exemple :
P(x) = a1x
- . _ 3
y (ici P(x) = 3x)
1 4
o+ |l
a 0,6 + stylo i7 .
Ca fonctionne grace
04T 2 N
02 | au « Théoréme de
— Thalés »
0] 02040608 1 X
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Fonctionnement de la machine

Polynéme de degré plus élevé

Et on peut continuer comme ca pour un degré arbitraire en
alternant

@ des multiplications par x grace au « théoréme de Thalés »

o des décalages verticaux pour ajouter des coefficients
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Redécouvrir le
Constructeur Universel d'équations
de Janos Andras Segner (1759)
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Une introduction prometteuse

EQUATION. Conflrudion & ufage d’une
machine pour trouver les racines de quelque
dquation gue ce puiffe éure. ( Algebre. Ma-
chines. ) M. Pafcal s'eft fait une répuration
dans. le monde pour avoir inventé fa ma-
chine arithmétique. Celle dont je vais
donner la defcription n'eflt pas moins in-

énicule 3 & on peut lappliquer A toutes
ﬁs ¢quations de quelque degré qu'elles foient,
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Une description géométrique de la méthode...

Soit V'dquation A réioudre a 4 bz -
cxx -+ dxx , &c,. = o.

Tirez (ur la ligne ZZ prife pour bafe
dans la ﬁfuru ou 2 de hﬁ. I & Algebre,,
des planches , fupplémens dicu-
lizes S8 & RR , doignées l'upe de Lauge
de telle diftance qu'il vous plaira, Prenes
enfuite fur la ligne 88 de l'une ou de
l'autre figure les parties 04, 4B, BC,
CD, &c. proportionnelles aux cocfficiens
a,b,c,d, &c.,de I'§uation, oblervant
de prendre chacane de ces lignes de bas en
haut, 3 compter de Pextrémicé de la der-
niere lorfque le coefficient qu'elle doit re-
préfenter cft pofitif, & dans un fens con-
traire lorfquyl eft négatif. Cela fait, tirez
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accompagnée de planches,

Conrtructeur Untversel J Byralions. '

Algebre
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de démonstrations,

D!mozpmtioa. Puifque les lignes 04,
AB, BC, &c. font proportionnelles aux
cocfliciens a, 5, c, &c. Suppofons que la
premiere 0A foit égale au premier coeffi-
cient 2, ou i telle de ces parties qu'on

voudra, # , par exemple, feroit - ; alors
pour conferver la proportion ci-deflus, la
fuivante AB fera égale 3 —, Be i

&eDa —:~, &ec. Si I'on nomme OQ ou

fon égale DPx, pour lors De érant prife
égale & l'unité, Pc fera égale & 1—=x;
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de remarques,

@ sur les racines négatives

Nota. Pour avoir les racines négatives ,

mémes lettres que dans la premiere fi
Par exemple, on pofera
ou ¢, la regle Bs de
aA de n ou s, vers la gauche,
ue les centres A, B, des deux demieres
¢ trouvent fur la ligne fixe SS.
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de remarques,

@ sur les changements d'échelle ou de variable

Il y a encore une chofe i obferver ;
ceft que (i 'on a une &uation comme
xxx = Sxx = 1200.x 4 90ce
=0, dont les cocfficiens §, 1200 &
font différens I'un de lautre, qu'il feroit
difficile de les prendre fur la ligne OD,
on peut les rédure de la maniere (uivante :
ceft de mettre dans I'éguation A la place
de chaque x, 10 x, 20 x, ou 100 x. Je
fuppofe qu'on mette 20 x ; pour lors, au
lieu de zxx, on aura 8oco xxx, au li
de Saxx — 2000 xx, &c., & ['éuation
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de considérations,

@ sur la nature et le nombre de racines d’un polynéme

1°. Les racines d'unc éguation peuvent
&tre de wrois fortes, pofitives, négatives &
impoffibles ou imaginaires,

2°, Toute éguation contient autant de
racines qu'elle a de degrés.

3°. Les racines imaginaires font toujours
au nombre de deux.

4°. Que toute éyuarion dont le nombre
des degrés eft impair, doit contenir au
moins une racine réclle,

°, Que toure éguation dont le premier
& {c demier termes, aprés avoir été tanf~
polés, ont des fignes contraires , contient
au moins une racine réelle, Lorfque cela
arrive, & que le nombre de fes dimen-
fions et pair, de méme que cclui des -

cines impoffibles , celui des racines réelies

. A
dOl( l‘C(rC 4% men
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des conseils d'utilisation,

9°. Le plus grand coeflicient négatif d’une
équation %lucmquc , confidéré comme
pofiif, & augmenté de I'unité, excede
toujours la plus grande racine pofitive de
Yéquation. Par conféquent,

10°, Sien place de la quantité inconnue »
de V'éguation , vous meuez le coefficient ,
pris comme poficif & augmenté de l'unité,
moins x , toutes les racines deviendront
pofitives, Dans ce cas, vous n"aurez befoin
que des regles de la figure 2 , dont les cen-
tres (ont A leurs exuémités , & elles vous
fuffiront pour tous les cas poffibles ; car
vous devez avoir obfervé que les centres
de celles de la deaxieme figure font autre-
ment difpolés.
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Voicila defcription d’une i
régler le mouvement des regles donlt’:na:
parlé : elle n'eft que pour les éyuations du
deuxieme degré; mais on peut également
Femployer pour toutes les autres.
ABCD , figure 4 , eft un chiflis de
fer ou d'acier, compofé de quatre barres
de fer affemblées par leurs extrémirés ,
Zui forment un parallélq?zmmc reGtangle
e douze pouces de long fur huit de large ,
aux quatre coins duquel font des appui
EF,GH, IK , & LM, fur lefquels il porte,
Sur le coté A, eft un coulant N, qu'on
peut arréter avec une vis dans tel endroit
qu'on veut, & fur lequel la traverfe NO
tourne fur fon centre, Son autre extrémité
tient par le moyen d'une vis avec fon écroue
i la traverfe PQ, qui eft parcillement
arréeée fur le chiflis aux endroits P & Q,

mae ~ man
Sébastien LEURENT, /IMB, Math-Phys
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et une conclusion enthousiaste

des zmm Comme il paroit par la dé-

ion précédente, qu'en augmen-

tant les barres de cette machine, on peut

Pemployer généralement pour toutes les

équations de quelque degré qu’elles puiffent

re, on peut lappeller , A jufte titre, un
confirudeur univerfel d’équations. (V')
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et une conclusion enthousiaste

des équations, Comme il paroic par la dé-
monftration précédente, qu'en augmen-
tant les barres de cette machine, on peut
Pemployer généralement pour toutes les
équations de quelque degré qu’elles puiffent
tre , on peut lappeller , A jufte titre, un
confirudeur univerfel d’équations. (V')

Bref, tout est dit!
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Tout est dit, ou presque...
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Tout est dit, ou presque...

@ Rien sur I'attribution de la méthode a Segner
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Tout est dit, ou presque...

@ Rien sur I'attribution de la méthode a Segner

et surtout
o dans la pratique, ca marche?
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Tout est dit, ou presque...

@ Rien sur I'attribution de la méthode a Segner

et surtout
o dans la pratique, ca marche?
e Oui!!
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Tout est dit, ou presque...

@ Rien sur I'attribution de la méthode a Segner

et surtout
o dans la pratique, ca marche?
o Ouill
e Mais, a I'époque, convenablement seulement pour les degrés 0
et 1...
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Depuis, il y a eu

Réalisé dans le cadre de I'exposition Au dela du compas, la
géométrie des courbes, une version de I'instrument permettant le
tracé de polynémes de degré 3 pour le musée Il Giardino de
Archimede, a Florence.
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Pour une version plus artisanale
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2 _
dex —x—-1=0 y

ai + ax + a3 oal AT
0,2 4 /
0 1 1 1 #
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—0,8 4+
—1 4
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or
1+V5
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¢ € [0,2] 02 L /
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or

0= %ﬁ solution
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¢ € [0,2], 02 L /
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2 1 —08
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or

0= %ﬁ solution
dex?—x—-1=0 y
atata g
¢ € [0,2], 02 |
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I'intervalle [0,1] ou 02 4| 02040608 1| X
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or

0= %ﬁ solution
dex?—x—-1=0 y
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or

0= %ﬁ solution
dex?—x—-1=0 \
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement
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Machine construite artisanalement

Nombre d’or
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Au passage
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On a vu que la construction utilise la réécriture d'un polynéme
n n—1
aix + axx + -+ apX + ant1
sous la forme
(((a1x + a2)x + a3)x + ... an)x + ant1

Cette méthode sera plus tard baptisée « méthode de Hérner »
(1819), elle présente aussi |'avantage de réduire le nombre
d'opérations nécessaires a |'évaluation du polynome :

au lieu de w multiplications et n additions

elle permet de se contenter de n multiplications et n additions.
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Construction a la régle et au compas

@ Les points O(0;0) et /(1;0) sont constructibles.
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Construction a la régle et au compas

@ Les points O(0;0) et /(1;0) sont constructibles.

@ On construit d'autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déja construits.
o La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites
passant par deux points déja construits.
o Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux
points déja construits.
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o La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites
passant par deux points déja construits.

o Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux
points déja construits.

@ Les points ainsi construits sont dites constructibles.
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Construction a la régle et au compas

Les points O(0;0) et /(1;0) sont constructibles.

On construit d'autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déja construits.
o La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites
passant par deux points déja construits.
o Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux
points déja construits.

Les points ainsi construits sont dites constructibles.

Les coordonnées de ces points sont les nombres constructibles.
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Que peut-on construire avec une régle et un compas?

@ Des droites

o
[ Juy]
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Addition de deux nombres constructibles

AN

®

A 4

xX®

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 38 / 48



Addition de deux nombres constructibles

AN

®

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 38 / 48



Addition de deux nombres constructibles
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Addition de deux nombres constructibles
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Difféerence de deux nombres constructibles
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Difféerence de deux nombres constructibles
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Difféerence de deux nombres constructibles

0 2

Autre méthode : I'opposé —x d'un nombre constructible est
constructible.
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Difféerence de deux nombres constructibles

0 2

Autre méthode : I'opposé —x d'un nombre constructible est
constructible.

De plus, on sait additionner deux nombres constructibles.
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Difféerence de deux nombres constructibles

0 2

Autre méthode : I'opposé —x d'un nombre constructible est
constructible.

De plus, on sait additionner deux nombres constructibles.
Donc, x" — x = x’ + (—x) est constructible.
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Multiplication de deux nombres constructibles
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Multiplication de deux nombres constructibles
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Quotient de deux nombres constructibles X;/ﬂ,x #0
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Quotient de deux nombres constructibles X;/ﬂ,x #0
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Quotient de deux nombres constructibles X;/ﬂ,x #0
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Quotient de deux nombres constructibles X;/ﬂ,x #0

—e
Y J
x|X.
~

En particulier, I'inverse d'un nombre constructible (non nul) est
constructible.
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Quelques ensembles de nombres constructibles

o N : I'ensemble des entiers naturels
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Quelques ensembles de nombres constructibles

o N : I'ensemble des entiers naturels

@ Z : I'ensemble des entiers relatifs
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Quelques ensembles de nombres constructibles

o N : I'ensemble des entiers naturels
@ Z : I'ensemble des entiers relatifs

@ Q : I'ensemble des rationnels
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V/2 est-elle constructible ?
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V/2 est-elle constructible ?
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Construction de y/x, x > 1 constructible

0(:0y(1. 0) A(x:0)
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Construction de y/x, x > 1 constructible
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Construction de y/x, x > 1 constructible

B
o)
O(9; 0y(1}0) A(x;0)
On a cos(é) = % = % et cos(@) = O_ﬁ - %
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Construction de y/x, x > 1 constructible
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Construction de y/x, x > 1 constructible

B
0
0(¢;0)(1;0) A(x;0)
Ona: cos(0) = % = % et cos(0) = % = %
donc % — OB
soit OB? = x
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Construction de y/x, x > 1 constructible

B
o)
0(¢;0)(1;0) A(x;0)
On a cos(0) = % = % et cos(@) = O_ﬁ - %
donc 5=
soit OB? = x
donc 0B = \/x
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Constructibilité de v/x, x €]0,1[ constructible
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Constructibilité de v/x, x €]0,1[ constructible

o Si x €]0,1] est constructible, alors 1 > 1 est constructible
(car l'inverse d'un nombre constructible non nul est
constructible).

Sébastien LEURENT, IMB, Math-Phys 01/07/2023 45 / 48



Constructibilité de v/x, x €]0,1[ constructible

o Si x €]0,1] est constructible, alors 1 > 1 est constructible
(car l'inverse d'un nombre constructible non nul est
constructible).

o Ainsi, \/g est constructible grace a la démarche précédente.
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Constructibilité de v/x, x €]0,1[ constructible

o Si x €]0,1] est constructible, alors 1 > 1 est constructible
(car l'inverse d'un nombre constructible non nul est
constructible).

o Ainsi, \/g est constructible grace a la démarche précédente.

@ Puisque \/g = \/i; et puisque |'inverse d'un nombre
constructible non nul est constructible, \/x est constructible.
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Duplication du cube : /2 est-elle constructible ?
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Duplication du cube : /2 est-elle constructible ?

Les trois grands problémes de I'Antiquité :
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@ Duplication du cube
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Duplication du cube : /2 est-elle constructible ?

Les trois grands problémes de I'Antiquité :
@ Duplication du cube

@ Trisection de I'angle
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Duplication du cube : /2 est-elle constructible ?

Les trois grands problémes de I'Antiquité :
@ Duplication du cube
@ Trisection de I'angle

@ Quadrature du cercle
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Théoreme de Wantzel (1837) et quelques conséquences

Théoréme

Le nombre réel x est constructible si et seulement s'il existe une
suite finie de corps L; telle que

QO Lh=Q;
@ L1 est une extension quadratique de L; pour 0 < i <n-—1;

© le réel x appartient a L,,.
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Théoreme de Wantzel (1837) et quelques conséquences

Théoréme

Le nombre réel x est constructible si et seulement s'il existe une
suite finie de corps L; telle que

Q Lo=Q;
@ L;.; est une extension quadratique de L; pour 0 <i<n-—1;

© le réel x appartient a L.

Corollaire

Pour qu'un nombre soit constructible, il est nécessaire que le degré
du polynéme de plus petit degré parmi tous les polynémes a
coefficients dans Q s'annulant en x (polynéme minimal sur Q de x)
soit une puissance de 2.
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Théoreme de Wantzel (1837) et quelques conséquences

Théoréme

Le nombre réel x est constructible si et seulement s'il existe une
suite finie de corps L; telle que

Q Lo=Q;
@ L;.; est une extension quadratique de L; pour 0 <i<n-—1;

© le réel x appartient a L.

Corollaire

Pour qu'un nombre soit constructible, il est nécessaire que le degré
du polynéme de plus petit degré parmi tous les polynémes a
coefficients dans Q s'annulant en x (polynéme minimal sur Q de x)
soit une puissance de 2.

3 -
v/2 n'est pas constructible.
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

2a

G G B GG B Bs

A1B1 C1,A>B, G et A3B3 (3 sont superposables; Ay By Cy est fixe.
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

2a M

G G B GG B Bs

A1B1 C1,A>B, G et A3B3 (3 sont superposables; Ay By Cy est fixe.
On déplace les triangles rouges pour aligner Cy,h,h et M.
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

A Ay Ay Az P
] - -
2a o M
o xh
G GB G B, B3

A1B1 C1,A>B, G et A3B3 (3 sont superposables; Ay By Cy est fixe.
On déplace les triangles rouges pour aligner Cy,h,h et M.
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

A AL Ay Az P
3 -
2a XM
gh
G GB1 G B Bs
Axlb _ PA> _ Ph _ Aih _ PAL _ PG AG
On observe que AsM = PAs — Pl Al — PA, — PhL — Aih
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

A Ay Ay Az P
] - -
2a XM '
_xh”
G GB G B, B3

Al _ PA> _ Ph _ Aih _ PAL _ PG AG
AsM — PAs — Pl Axkh T PAy — Ph  Aih

On observe que

et donc
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Mésolabe d'Eratosthene

Alternative au « constructeur d'équation » dans le cas de V/2

A A1 A2 A3 P
J2a |9
2a XM
__Xb
o xh
Cl CgBl C3 BQ B3
Apla _ PAy _ Pl _ Ath _ PAL _ PG AG
On observe que AsM = PAs — Pl Ajhb — PA, — PhL — Aih
3
Axlr \© _ Al Ath AG _ AG _
et donc <A3M> — AsM Azl A1lh T AsM T 2

On réalise ainsi la duplication du cube et la construction de /2
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