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Apartée hors sujet Crise Environnementale

Rôle des scientifiques
Analyser, prévoir, proposer ?
Expliquer, alerter ?
Former ?
Devoir d’exemplarité ?

Exemple : nos modes d’évaluation
poussent-ils trop à la mobilité ?
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Vecteurs propres de H pour la chaîne XXX

Espace de Hilbert

H =
(
C2)⊗L

= Vect (|↓ · · · ↓↓↓︸ ︷︷ ︸
N fois

⟩ , |↓ · · · ↓↓↑⟩ , |↓ · · · ↓↑↓⟩ , |↓ · · · ↓↑↑⟩ ,
· · · , |↑ · · · ↑↑↑⟩)

Notation : P1,2 |↓↑↓ . . . ⟩ = |↑↓↓ . . . ⟩ et P1,2 |↓↓↑ . . . ⟩ = |↓↓↑ . . . ⟩
H = −2

∑L
i=1 Pi ,i+1 a pour états propres :

“vide” : |↓↓ · · · ↓⟩ (valeur propre : −2L).
états à une “excitation” : combinaisons de |{k}⟩ = |↓↓ · · · ↓↑

en position k
↓ · · · ↓⟩

|ψ⟩ =
∑

k Ψ(k) |{k}⟩
⇒ H |ψ⟩ = −2

∑
k(Ψ(k + 1) + Ψ(k − 1) + (L− 2)Ψ(k)) |{k}⟩.

états propres |ψ⟩ ∝
∑

k e
i k p |{k}⟩ où e2i p L = 1

combinaisons de |{j , k}⟩ = |↓↓ · · · ↓↑

en position j

↓ · · · ↓↑
en position k

↓ · · · ↓⟩
|ψ⟩ =

∑
j ,k Ψ(j , k) |{j , k}⟩

j

k
|ψ⟩ ∝

∑
j<k(e

i(p1j+p2k) + S e i(p1k+p2j)) |{j , k}⟩

avec e i L p2 = S = e−i L p1

et S = −1+e i(p1+p2)−2e ip2
1+e i(p1+p2)−2e ip1
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“vide” : |↓↓ · · · ↓⟩ (valeur propre : −2L).
états à une “excitation” : combinaisons de |{k}⟩ = |↓↓ · · · ↓↑

en position k
↓ · · · ↓⟩

|ψ⟩ ∝
∑

k e
i k p |{k}⟩ où e2i p L = 1

combinaisons de |{j , k}⟩ = |↓↓ · · · ↓↑

en position j

↓ · · · ↓↑
en position k

↓ · · · ↓⟩
|ψ⟩ =

∑
j ,k Ψ(j , k) |{j , k}⟩

j

k
|ψ⟩ ∝

∑
j<k(e

i(p1j+p2k) + S e i(p1k+p2j)) |{j , k}⟩

avec e i L p2 = S = e−i L p1

et S = −1+e i(p1+p2)−2e ip2
1+e i(p1+p2)−2e ip1
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Vecteurs propres de H pour la chaîne XXX

États à n “excitations”

|Ψ⟩ =
∑

1≤j1<j2<···<jn

∑
σ∈Sn

Aσe
i
∑

k pσ(k)jk |↓↓ · · · ↓↑
position j1

↓↓ · · · ↓↑

position j2

↓ · · · ⟩

C’est un vecteur propre si

Aσ ∝ (−1)σ
∏

j<k

(
1 + e i(pσ(j)+pσ(k)) − 2e ipσ(k)

)
Équations de Bethe

∀j , e i L pj =
∏

k ̸=j S(pj , pk) où S(p, p′) ≡ − 1+e i(p+p′)−2e i p

1+e i(p+p′)−2e i p′

Valeur propre : E = −2L+ 4
∑
k

(1− cos pk)

Completude : existence d’une base de vecteurs propres sous cette
forme
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Integrabilité en 1+1 D chaînes de spins/ champs quantiques

Ansatz de Bethe de la forme ψ(n1, n2, · · · , nM) ≡
∑
σ∈SM

Aσe
i
∑

k pσ(k)nk

⇝ function d’onde des états propres de certaines théories telles que

1 L’espace est périodic de dimension 1
2 Les interactiosn sont locales.
3 Les interactions se factorisent
4 Il y a un infinité de charges conservées
Les conditions (1,2) sont nécessaires à cet

Ansatz
Les conditions (1,2,4) sont sufisantes à

cet Ansatz [Zamolodchikov Zamolodchikov 79]

j

k
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Integrabilité en 1+1 D chaînes de spins/ champs quantiques

Ansatz de Bethe de la forme ψ(n1, n2, · · · , nM) ≡
∑
σ∈SM

Aσe
i
∑

k pσ(k)nk

⇝ function d’onde des états propres de certaines théories telles que

1 L’espace est périodic de dimension 1
2 Les interactiosn sont locales.
3 Les interactions se factorisent
4 Il y a un infinité de charges conservées

Spectre

E =
∑

i E(pi ) e i L pj =
∏

k ̸=j S(pj , pk)
Les fonctions E et S dépendent du modèle

= =

j

k
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Ansatz de Bethe emboîté
Surprenante simplicité des équations en rang plus élevé

Chaîne de spin XXX1/2 (GL(2))
∀j , e i L pj =

∏
k ̸=j S(pj , pk)

S(p, p′) ≡ − 1+e i(p+p′)−2e i p

1+e i(p+p′)−2e i p′

E = −2L+
∑

k(4− 4 cos pk)

tan
pk
2 =− 1

2θk←−−−−−−−−−→
Q(u)=

∏
k (u−θk )

∀j ,
(
θj−i/2
θj+i/2

)L
= −Q(θj−i)

Q(θj+i)

E = −2L+ 2
∑

k
1

θ2
k+1/4

Chaîne de spin GL(N) :

polynômes Q0⃗, Q1⃗, Q2⃗, . . . , QN⃗
, où Q0⃗ = 1, Q

N⃗
(u) = uL

E = −2L+ 2
∑

θk :Q−−→
N−1(θk )=0

1
θ2
k+1/4

Q−−→
i−1(θ+i/2)Q−→

i
(θ−i)Q−→

i+1(θ+i/2)
Q−−→

i−1(θ−i/2)Q−→
i
(θ+i)Q−→

i+1(θ−i/2) = −1 when Qi⃗ (θ) = 0
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Intégrabilité et équation de Yang-Baxter

T (v)T (u) =

=

=

=

= T (u)T (v)
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Opérateurs T de la chaîne XXX1/2 de Heisenberg

H = − 2
∑

i Pi ,i+1 = − 2 d
du logT (u)

∣∣
u=0

T (u) = tra ((u I+ PL,a) · (u I+ PL−1,a) · · · (u I+ P1,a))

opérateur sur l’espace de Hilbert
(
C2)⊗L

1234L− 2L− 1
L

2
L

· · ·

trace partielle : ⟨y | traM |x⟩ =
∑

z∈Ba
(⟨y | ⊗ ⟨z |) M (|x⟩ ⊗ |z⟩)

où M ∈ L(Hp ⊗Ha), tra(M) ∈ L(Hp), x , y ∈ Hp ; Ba : b.o.n. de Ha.

((u − v)I+ Pi ,j)(uI+ Pi ,k)(vI+ Pj ,k)
= (vI+ Pj ,k)(uI+ Pi ,k)((u − v)I+ Pi ,j)

i

j
k

=
i

j
k
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où M ∈ L(Hp ⊗Ha), tra(M) ∈ L(Hp), x , y ∈ Hp ; Ba : b.o.n. de Ha.[
T

λ

(u),T

µ

(v)
]
= 0

Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 10 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Opérateurs T généralisant la chaîne XXX1/2 de Heisenberg

H = − 2
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i Pi ,i+1 = − 2 d
du logT (u)
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Opérateurs T généralisant la chaîne XXX1/2 de Heisenberg

H = «− 2
∑

i Pi ,i+1» = − 2 d
du logT (u)

∣∣
u=0

T (u) = tra ((u I+ PL,a) · (u I+ PL−1,a) · · · (u I+ P1,a) · g)
opérateurs sur l’espace de Hilbert

(
CN
)⊗L

a
g

1234L− 2L− 1
L

2
L

· · ·
twist g ∈ GL(N) à valeurs propes 2 à 2 distinctes

trace partielle : ⟨y | traM |x⟩ =
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Opérateurs T généralisant la chaîne XXX1/2 de Heisenberg

H = «− 2
∑

i Pi ,i+1» = − 2 d
du logT (u)

∣∣
u=0

Tλ(u) = tra ((u I+ PL,a) · (u I+ PL−1,a) · · · (u I+ P1,a) · πλ(g))
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représentation de dimension infinie ⇝ Operateurs Q.
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇔ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇐ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Propriétés des opérateurs T et Q
Commutent entre eux, et avec le hamiltonien
Dépendance polynomiale en u

Relations fonctionnelles

Q124 =

∣∣∣∣ Q1(u) Q2(u) Q4(u)
Q1(u−1)/x1 Q2(u−1)/x2 Q4(u−1)/x4
Q1(u−2)/x2

1 Q2(u−2)/x2
2 Q4(u−2)/x2

4

∣∣∣∣/∣∣∣∣ 1 1 1
1/x1 1/x2 1/x4
1/x2

1 1/x2
2 1/x2

4

∣∣∣∣
pour le twist g = diag(x1, x2, · · · )

T (u) =

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ...
1/x1 1/x2 1/x3 ...

1/x2
1 1/x2

2 1/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣
Une base d’états propres simultanés de tous ces opérateurs
États propres caractérisés par les valeurs propres de ces
opérateurs (polynômes en u)
Équations de Bethe ⇐ existence de polynômes satisfaisant ces
relations fonctionnelles (avec u = e i p

1−e i p
)

En théorie des champs, “Courbe spectrale quantique”
Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 11 / 24



Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Comptage des solution polynomiales de ces équations
fonctionnelles

Exemple du cas périodique (twist g = 1).
Des polynômes Qa,s tels que

Qa+1,s+1Qa,s ∝
∣∣∣ Qa+1,s(u) Qa,s+1(u)
Qa+1,s(u−1) Qa,s+1(u−1)

∣∣∣
Limite où 1≪ ξ1 ≪ ξ2 ≪ · · · ≪ ξL

Solutions indexées par des tableaux de Young standards :
⇝ comptage des solutions

1 2 4 7 10
3 6 8 13
5 9 11
12 15 16
14

Q2,1 = (u − u
(2,1)
1︸ ︷︷ ︸
∝ξ9

)(u − u
(2,1)
2︸ ︷︷ ︸
∝ξ11

)(u − u
(2,1)
3︸ ︷︷ ︸
∝ξ15

)(u − u
(2,1)
4︸ ︷︷ ︸
∝ξ16

)

Q0,3 = (u − u
(0,3)
1︸ ︷︷ ︸
∝ξ7

)(u − u
(0,3)
2︸ ︷︷ ︸
∝ξ10

)(u − u
(0,3)
3︸ ︷︷ ︸
∝ξ13

)

⇝ complétude
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∝ξ9

)(u − u
(2,1)
2︸ ︷︷ ︸
∝ξ11

)(u − u
(2,1)
3︸ ︷︷ ︸
∝ξ15

)(u − u
(2,1)
4︸ ︷︷ ︸
∝ξ16

)

Q0,3 = (u − u
(0,3)
1︸ ︷︷ ︸
∝ξ7

)(u − u
(0,3)
2︸ ︷︷ ︸
∝ξ10

)(u − u
(0,3)
3︸ ︷︷ ︸
∝ξ13

)

⇝ complétude
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Outline

1 Chaînes de spins intégrables
Ansatz de Bethe en coordonnées
Matrices de transfert
Équations fonctionelles

2 Codérivée pour gl(N)
Définition de la coderivée
Matrices de transfert
Équations fonctionnelles ⇝ Expressions explicites

3 Codérivée pour so(2r)
Matrices R
Codérivée
Opérateurs Q
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Codérivée

Avant-goût

Tλ(u) = g = g

dessin pour une chaîne de spins de longueur L = 3,
operateurs sur H = (CN)⊗3
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Codérivée

g = g

Soient g ∈ GL(CN), f (g)

L

∈ L
(
(CN)⊗L

)

derivée de f par rapport à log(g) :

D̂⊗f (g)

L+ 1

≡ ∂ϕt f (eϕg)

∣∣∣∣
ϕ→0

(
D̂ ⊗ g

)β1,β0

α1,α0
= ∂

∂ϕ
α1
β1

(
eϕg

)β0
α0

∣∣∣
ϕ→0

= ∂
∂ϕ

α1
β1

ϕβ0
kg

k
α0

= δβ0
α1g

β1
α0

⇝D̂ ⊗ g = P1,0 (I⊗ g) D̂ g = g = g

D̂ ⊗ D̂ ⊗ g = P1,0P2,0 (I⊗ I⊗ g)

D̂ D̂ g = g = g

⇝ g = g où = u I+ P et = u I+ D̂Sébastien Leurent, IMB (Dijon) Intégrabilité de chaînes de spins 1 decembre 2023 15 / 24
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D̂ ⊗ D̂ ⊗ g = P1,0P2,0 (I⊗ I⊗ g)

D̂ D̂ g = g = g

⇝ g = g où = u I+ P et = u I+ D̂

bien défini quand on change de représentation

la dérivée échange les indices co/contra-variants :
∂i = ∂x i , ∂ i = ∂xi
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Codérivée et matrices de transfert

dérivée par rapport à log(g) :

D̂⊗f (g) ≡ ∂ϕt f (eϕg)

g = g

où = u I+ P, = u I+ D̂

Matrices de transfert T (u) = g = g = (u + D̂)⊗L Tr g

[T (u),T (v)] = 0 H = − 2∂u logT (u)|u=0,g=1

Représentation arbitraire (dans l’espace auxiliaire) :

Tλ(u) = g = g = (u + i D̂)⊗Lχλ(g)

[Tλ(u),Tµ(v)] = 0 H = − 2∂u logT□(u)
∣∣
u=0,g=1

⇝ Preuve combinatoire des relations fonctionnelles
Expression des operateurs Q
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Expression des opérateurs Q et des mineurs de T

T (u) ∝

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+2)x2

1 Q2(u+2)x2
2 Q3(u+2)x2

3 ...

Q1(u) Q2(u) Q3(u) ...

Q1(u−2)/x2
1 Q2(u−2)/x2

2 Q3(u−2)/x2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
N×N

Mineur (“Nested” T operator)

T
(µ1,...,µk )
{1,3,7...︸ ︷︷ ︸
k indices

} (u) ∝

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+µ1)x

µ1
1 Q3(u+µ1)x

µ1
3 Q7(u+µ1)x

µ1
7 ...

Q1(u+µ2−1)xµ2−1
1 Q3(u+µ2−1)xµ2−1

3 Q7(u+µ2−1)xµ2−1
7 ...

Q1(u+µ3−2)xµ3−2
1 Q3(u+µ3−2)xµ3−2

3 Q7(u+µ3−2)xµ3−2
7 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
k×k

T
(µ1,...,µk )
{i1,...,ik} (u) ∝ N lim

zj1→1/xj1...
zjN−k

→1/xjN−k

(
u + N − k + D̂

)⊗L
(
χµ (g̃)

∏
n∈{j1,...,jN−k}

w(zn)

)

où {j1, . . . , jN−k} = {1, . . . ,N} \ {i1, . . . , ik}, w(z) =
∞∑
s=0

χ(s,0,... )(g)z
s ,

et g̃ = Diag(xi1 , xi2 , . . . , xik ).
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Expression des opérateurs Q et des mineurs de T

Tλ(u) ∝

∣∣∣∣∣∣∣∣
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λ1
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3 ...
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...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
N×N

Mineur (“Nested” T operator)

T
(µ1,...,µk )
{1,3,7...︸ ︷︷ ︸
k indices

} (u) ∝

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+µ1)x

µ1
1 Q3(u+µ1)x

µ1
3 Q7(u+µ1)x

µ1
7 ...
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. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
k×k

T
(µ1,...,µk )
{i1,...,ik} (u) ∝ N lim

zj1→1/xj1...
zjN−k

→1/xjN−k

(
u + N − k + D̂

)⊗L
(
χµ (g̃)

∏
n∈{j1,...,jN−k}

w(zn)

)

où {j1, . . . , jN−k} = {1, . . . ,N} \ {i1, . . . , ik}, w(z) =
∞∑
s=0

χ(s,0,... )(g)z
s ,

et g̃ = Diag(xi1 , xi2 , . . . , xik ).
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Obtention de cette expression explicite Definition de N lim

N lim : « Ordre dominant »
avant la limite, division par une nomalisation

qui rend la limite finie non nulle
qui donne un polynôme unitaire en u

Exemple :
N limx→∞ 5x(x3u4− x4u3 + x4) = limx→∞

5x (x3u4−x4u3+x4)
−5xx4 = u3− 1

Remarque :

N lim
z→1/x1

∞∑
n=0

zn
(
xn1 (n u + 2) + xn2 (u

2 + 3n)
)

= N lim
z→1/x1

uzx1
(1−zx1)

2 + 2
1−zx1

+ u2

1−zx2
+ 3 zx2

(1−zx2)
2 = u

= N lim
n→∞

(n u + 2)

Lemme : Si f (n, u) =
∑

i x
n
i Pi (n, u)
Alors N lim

z→ 1
xℓ

∑
n≥0

f (n, u) zn = N lim
n→∞

Pℓ (n, u)
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Obtention de cette expression explicite Mineurs de T

N lim
z1→1/x1

∞∑
λ1=0

Tλ(u)zλ1
1

= N lim
z1→1/x1

∞∑
λ1=0

zλ1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+λ1)x

λ1
1 Q2(u+λ1)x

λ1
2 Q3(u+λ1)x

λ1
3 ...

Q1(u+λ2−1)xλ2−1
1 Q2(u+λ2−1)xλ2−1

2 Q3(u+λ2−1)xλ2−1
3 ...

Q1(u+λ3−2)xλ3−2
1 Q2(u+λ3−2)xλ3−2

2 Q3(u+λ3−2)xλ3−2
3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
= N lim

λ1→∞

∣∣∣∣∣∣∣
Q1(u+λ1) 0 0 ...

0 Q2(u+λ2−1)xλ2−1
2 Q3(u+λ2−1)xλ2−1

3 ...

0 Q2(u+λ3−2)xλ3−2
2 Q3(u+λ3−2)xλ3−2

3 ...

...
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣
Après quelques itérations,

T
(µ1,...,µk )
{i1,...,ik} (u + N − k)

∝ N lim
zj1→1/xj1...

zjN−k
→1/xjN−k

∑
λj1≥0...

λjN−k
≥0

T (λ1,...,λN−k ,µ1,...,µk )(u)zλ1
j1
zλ2
j2
. . . x

λN−k

jN−k

∝ N lim
zj1→1/xj1...

zjN−k
→1/xjN−k

(
u = D̂

)⊗L ∑
λj1≥0...

λjN−k
≥0

χ
(λ1,...,λN−k ,µ1,...,µk )

(g)zλ1
j1
zλ2
j2
. . . x

λN−k

jN−k

Puis on conclue avec des manipulations de determinant.
Cette approcher permet aussi de faire le lien avec une construction
des opérateurs Q via une représentation de dimension infinie dans
l’espace auxiliaire.
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Générateurs de so(2r)

Matrice de so(2r) : m =

(
0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

)
.On pose s =

( 0 −i
−i 0

0 1
1 0

i 0
0 i

1 0
0 1

)
,

⇝ sms−1 =

(
g h i 0
j k 0 −i
l 0 −k −h
0 −l −j −g

)
=

( c−2,−2 c−2,−1 c−2,1 c−2,2
c−1,−2 c−1,−1 c−1,1 c−1,2
c1,−2 c1,−1 c1,1 c1,2
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Chaînes de spins intégrables Codérivée pour gl(N) Codérivée pour so(2r)

Symétrie gl(N)

D̂⊗f (g) ≡ ∂ϕt f (eϕg)

∣∣∣∣
ϕ→0

D̂ j
i f (g) =

∂
∂ϵ f
(
eϵEj,ig

)∣∣
ϵ→0

D̂ ⊗ g = P (I⊗ g)

T =
(
u + D̂

)L
χ(g)

Symétrie so(2r)

Dj
i f (g) =

∂
∂ϵ f
(
eϵFj,ig

)∣∣
ϵ→0

D = D̂ − D̂ ′

D⊗ g = G (I⊗ g)

T Spinoriel :
T = (u + D)L χ(g)
T symétrique :

T =
(
u2 − (κ−1)2

4 − Tr(D2)
8 +

(
u + κ

2

)
D+ (D2)′

2

)⊗L
χ(g)
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T Spinoriel :
T = (u + D)L χ(g)
T symétrique :

T =
(
u2 − (κ−1)2

4 − Tr(D2)
8 +

(
u + κ

2

)
D+ (D2)′

2

)⊗L
χ(g)
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Opérateurs Q pour so(2r)

Opérateurs Q spinoriels :
Sα⃗(u) = N lim

z→ 1∏r
i=1 x

αi
i

(
u − κ

2 − z ∂
∂z + D

)⊗L ∑
s≥0

χ
α⃗,s

zs

Opérateurs Q symétriques :
Q{i}(u) =

N lim
z→ 1

x−i

(
u(u + κ) + uz ∂

∂z + 2κ−1
4 +

(
u − κ

2 −
z
2

∂
∂z

)
D+ (D2)′

2

)⊗L (
1− z2)w (z)
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Perspectives

Généralisations gl(N)→ so(2r) obtenues
Définition d’une codérivée
Expression des opérateurs T et Q

Généralisations gl(N)→ so(2r) à développer
Propriétés combinatoires (preuve des relations fonctionnelles)
Représentations arbitraires (espace auxiliaire)
Lien avec les constructions comme matrices T sur un espace
auxiliaire de dimension infinie

Autres algèbres de symmétrie
Autres représentations dans l’espace physique
Applications : vecteurs de Bethe, produits scalaires, etc
Théorie des champs, courbe spectrale quantique
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