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Problématique et contexte général

Concevoir des instruments de calcul, tracé,
résolution d’'équations.



Des solutions




Problématique précise

Construire la courbe représentative de n'importe
quel polynéme

P(z)=aua" + -+ ax + ap

sur n'importe quel intervalle [a, b] efficacement, sans
calcul, <« mécaniquement >.



Quelques motivations

» Obtenir la représentation graphique
» Résoudre graphiquement des équations polynomiales

» Construire des nombres que I'on ne peut pas construire en utilisant
seulement un compas et une regle

> ..



Une solution




Réduction du probleme
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b—a
décrit [0, 1] et représenter un polyndme P sur [a,b] revient a
représenter sur [0, 1] le polyndme défini par

X

Q(z") =P(z) =P ((b—a)2’ +a).



Réduction du probleme

» Savoir construire la courbe représentative de n'importe quel
polyndme sur [0, 1] suffit.
> Lorsque x décrit [a, b],
,_zT—a
b—a
décrit [0, 1] et représenter un polyndme P sur [a,b] revient a
représenter sur [0, 1] le polyndme défini par

X

Q(z") =P(z) =P ((b—a)2’ +a).

» || suffit donc de pouvoir représenter sur [0, 1] un polyndme de degré
quelconque.



Nouvel objectif et regles du jeu

Concevoir une machine permettant de construire la
courbe représentative de n'importe quel polynome

P(z) = apa" 4+ -+ + a17 + ag

sur [0, 1] en utilisant uniquement :
> un support,

» des tiges pouvant étre fixées ou coulisser les
unes sur les autres,

» quelques attaches,

» et un stylo!



Commengons par le commencement : P(x) = ag
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= a1x + ag
as du degré 1 : P(xz)
Le c
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Le cas du degré 2 : P(z) = asx? + ayx + ag
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et le cas général : P(z) = a,2" + - + a1z + ag
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(do), (d1) et (dx), les droites verticales d'équations respectives
r=0,z=1letz=X.

Ap(0;a9), A1(0;a0 + a1),. .., An(0;a0 + -+ + an).

La perpendiculaire a (dp) passant par A,, coupe (d1) en B,,.

La droite (A, —1B,,) coupe (dx) en I,_;.

La perpendiculaire a (dg) passant par I,,_jcoupe (d;) en B, _.
La droite (A, —2B,,—1) coupe (dx) en I,,_».

La droite (Ao B;) coupe (dx) en Iy = (X, P(X)).



Que vient-on de faire?
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Redécouvrir le
Constructeur Universel d'équations
de Janos Andrds SEGNER (1759)

MAGYARORSZAG
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Une introduction prometteuse




Une description géométrique de la méthode...




accompagnée de planches,

g




de démonstrations,




de remarques,

P sur les racines négatives




de remarques,

» sur les changements d'échelle ou de variable




de considérations,

» sur la nature et le nombre de racines d'un polynéme




des conseils d'utilisation,




de fabrication,




et une conclusion enthousiaste
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Tout est dit, ou presque...

» Rien sur 'attribution de la méthode 3 SEGNER
et surtout

» dans la pratique, ¢ca marche?
» Qui!!



Tout est dit, ou presque...

» Rien sur 'attribution de la méthode 3 SEGNER
et surtout
» dans la pratique, ¢ca marche?

» Oui!!
> Mais, a I'époque, convenablement seulement pour les degrés 0 et 1...



Depuis, il y a eu
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et...




ou, par d'autres personnes,

Réalisé dans le cadre de I'exposition Au dela du compas, la géométrie des
courbes, une version de l'instrument permettant le tracé de polyndmes de
degré 3 pour le musée Il Giardino de Archimede, a Florence.



Au passage



Au passage

On a vu que la méthode utilise la réécriture d'un polynéme
apr™ 4+ +arx + ag
sous la forme
(...((anz + ap—1)x + an—2)...)x + agp.

Ceci n'est pas sans rappeler, avant I'heure, la méthode de HORNER
(1819) réduisant le nombre d’opérations nécessaires a son évaluation de
2t multiplications et n additions & 7 multiplications et n additions.



Construction a la regle et au compas

» Les points O(0;0) et I(1;0) sont constructibles.



Construction a la regle et au compas

» Les points O(0;0) et I(1;0) sont constructibles.

» On construit d'autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déja construits.
P> La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites passant
par deux points déja construits.
P> Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux points

déja construits.



Construction a la regle et au compas

» Les points O(0;0) et I(1;0) sont constructibles.

» On construit d'autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déja construits.
P> La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites passant
par deux points déja construits.
P> Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux points

déja construits.

» Les points ainsi construits sont dites constructibles.



Construction a la regle et au compas

» Les points O(0;0) et I(1;0) sont constructibles.

» On construit d'autres points comme intersections cercle(s) ou
droite(s) basés sur les points déja construits.
> La régle est non graduée et ne sert qu'a tracer des droites passant
par deux points déja construits.
> Le compas permet de tracer des cercles centrés en les points
construits et dont les rayons sont des distances entre deux points
déja construits.

» Les points ainsi construits sont dites constructibles.
» Les coordonnées de ces points sont les nombres constructibles.
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Que peut-on construire avec une regle et un compas?
» Des droites

b
'
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Que peut-on construire avec une regle et un compas?
» Des droites
» Des cercles
» Des points
» Des perpendiculaires
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» Des paralleles
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Différence de deux nombres constructibles

A 4

Ainsi, I'opposé —x d'un nombre constructible est constructible.
De plus, on sait additionner deux nombres constructibles.

Donc, ' —x = 2’ 4+ (—=x) est constructible.



Multiplication de deux nombres constructibles

—e
15X J
a\

~
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Multiplication de deux nombres constructibles
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Multiplication de deux nombres constructibles
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Quotient de deux nombres constructibles L/, x#0
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Quotient de deux nombres constructibles L/, x#0
xr
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En particulier, I'inverse d'un nombre constructible (non nul) est
constructible.
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Quelques ensembles de nombres constructibles

» NN : I'ensemble des entiers naturels
» 7 : I'ensemble des entiers relatifs

» Q : I'ensemble des rationnels



V/2 est-elle constructible ?

Qu'en pensez-vous ?



V/2 est-elle constructible ?
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Construction de y/x, x > 1 constructible
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Construction de y/x, x > 1 constructible

N

\O
O((;0)1(1} 0) Az30)
On a
cos(0) = oL = = et cos(0) = g8 — 9B

donc

1 _ OB

OB T
soit

OB%2 =g
donc

OB =z
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Constructibilité de /=, = €]0, 1] constructible

> Si z €]0, 1] est constructible, alors 1 > 1 est constructible
(car I'inverse d'un nombre constructible non nul est constructible).

» Ainsi, \/g est constructible grace a la démarche précédente.

> Puisque /1 = - et puisque I'inverse d'un nombre constructible
q z = /3 ctpuisq

non nul est constructible, \/x est constructible.
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Duplication du cube : v/2 est-elle constructible ?

Les trois grands problemes de |'Antiquité :
» Duplication du cube
» Trisection de I'angle

» Quadrature du cercle



Duplication du cube : v/2 est-elle constructible ?



Mésolabe d ERATOSTHENE

2a

Ch Cy By C3 By Bs

A1B,Cy, Ay BoCy et A3 B3C'3 sont superposables; A1 B1C est fixe.



Mésolabe d ERATOSTHENE

A Al A2 Ag
a
2a M
x1I x1s

Cy Cy By C3 By Bs

On déplace les triangles rouges pour aligner Cy, 17,15 et M.



Mésolabe d ERATOSTHENE

A Ay Ao A3
a
2a XM
- /ng
_-xh
Cl CZBI Oj BQ Bs

On observe que :

AQIQ ])Ag Pl - AlIl ])14| - /)C” ACl

M~ PA,  PL Ay, PA, PIL, A

o



Mésolabe d ERATOSTHENE

A Ay Ay As
a
2a XM
- /ngr
o= Xl
Cl C2Bl C5 BQ BS
et donc

AC,

A \° Al AL AC
Az M

T MM Ayl AL, AsM

2.



Mésolabe d ERATOSTHENE

A Ay Ay As
V2a |°
2a XM
- - 7 ]2'
_-xh
Cy By C3 By Bs
et donc

AQIQ 3 _ AQIQ Alll A01 o ACl —9
A3M o A3M A2I2 Alfl o A3M o

On réalise ainsi la duplication du cube et la construction de /2
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Théoreme de WANTZEL (1837) et quelques conséquences

Théoreme
Le nombre réel = est constructible si et seulement s'il existe une suite
finie de corps L; telle que

1. Ly=Q;
2. L;41 est une extension quadratique de L; pour 0 <i<n—1;
3. le réel z appartient a L,,.

Corollaire

Pour qu’'un nombre soit constructible, il est nécessaire que le degré du
polynéme de plus petit degré parmi tous les polynémes a coefficients
dans Q s’annulant en x (polyndme minimal sur Q de ) soit une
puissance de 2.

V/2 n'est pas constructible.



