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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Mécanique quantique

Système quantique

Système dynamique i d

dt v = H v

v(t) ∈ H, espace de Hilbert

Le � Hamiltonien � H est hermitien

États physiques : éléments de P(H) =

{
Vect(v)

∣∣∣∣ v ∈ H
‖v‖ = 1

}
spin : direction d ∈ S2 ↔ élément de P1(C) = P(C2).

� Mesure quantique � (interaction avec un système classique)

choix de la quantité que l'on mesure ↔
choix d'une décomposition
H =

ë

i

Vi

Projection v → pVn(v) avec probabilité ‖pVn(v)‖2

L'expérimentateur apprend la valeur de n
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Mécanique quantique

Système quantique isolé

Système dynamique i d
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Produit tensoriel

� spin 1/2 � : Élément de C2 = Vect(|↑〉 , |↓〉) (ou de P1(C) ' S2)
Con�guration de L spins : Élément de C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2︸ ︷︷ ︸

L fois

Exemple : pour L = 2, C2 ⊗ C2 = Vect(|↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉)
|↑↓〉 ≡ (|↑〉 ⊗ |↓〉) ' ((u, v) 7→ 〈↑|u〉 〈↓|v〉)†

Intrication de deux spins : produit tensoriel plutôt que produit direct

Mesure du premier spin : C2 ⊗ C2 = Vect(|↑↑〉 , |↑↓〉) k Vect(|↓↑〉 , |↓↓〉)
Mesure du second spin : C2 ⊗ C2 = Vect(|↑↑〉 , |↓↑〉) k Vect(|↑↓〉 , |↓↓〉)

|↑↑〉+|↓↓〉√
2

6= |↑↓〉+|↓↑〉√
2

Même résultat pour les
deux spins Résultat di�érent
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Représentations tensorielles de SU(2)

(C2)
⊗n ≡ C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2︸ ︷︷ ︸

n fois

forme une représentation de SU(2) :

Pour g ∈ SU(2)
π(g) : |v1〉 ⊗ |v2〉 ⊗ · · · ⊗ |vn〉 7→ |gv1〉 ⊗ |gv2〉 ⊗ · · · ⊗ |gvn〉

Les formes n-linéaires symétriques forment une représentation
irréductible, de dimension 2 n + 1. Un objet se transformant selon
cette représentation s'appelle � spin n

2
�

Si n = 0 (mod2)
représentation de O(3).

Si n = 1 (mod2)
représentation projective de O(3).

Exemple : pour un � spin 1/2 �,(
cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

)
↔
(

e i θ/2 0

0 e−i θ/2

)
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2
�

Et une représentation de Sn

pour σ ∈ Sn,
π(σ) : |v1, v2, . . . , vn〉 7→

∣∣vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)〉
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Chaîne de spin

Chaîne de spin : système quantique d'espace de Hilbert
H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ HL

L : nombre de sites
Hi ' C2 ou une autre représentation

Et de Hamiltonien H =
∑L

i=1
Hi ,i+1

Hi ,i+1 : interaction entre les sites i et i + 1

Exemple : chaine de spin "XXX" de Heisenberg

H =
(
C2
)⊗L

H = −
∑L

i=1
Pi ,i+1

où Pi ,i+1 ≡ Pτ avec τ(j) =


i si j = i + 1

i + 1 si j = i
j sinon

et PL,L+1 ≡ PL,1
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Vecteurs propres de H pour la chaîne XXX

Liste des états propres de H = −
∑L

i=1
Pi ,i+1

�vide� : |↓↓ · · · ↓〉
états à une �excitation� : combinaisons de |{k}〉 = |↓↓ · · · ↓︸ ︷︷ ︸

k−1

↑ ↓ · · · ↓︸ ︷︷ ︸
L−k

〉

|ψ〉 ∝
∑

k e
i k p |{k}〉 où e2i p L = 1

combinaisons de |{j , k}〉 = |↓↓ · · · ↓︸ ︷︷ ︸
j−1

↑ ↓ · · · ↓︸ ︷︷ ︸
k−j−1

↑ ↓ · · · ↓︸ ︷︷ ︸
L−j−k

〉
|ψ〉 =

∑
j ,k Ψ(j , k) |{j , k}〉

j

k
|ψ〉 ∝

∑
j<k(e i(p1j+p2k) + S e i(p1k+p2j)) |{j , k}〉

avec e i L p2 = S = e−i L p1

et S = −1+e i(p1+p2)−2e ip2
1+e i(p1+p2)−2e ip1
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Vecteurs propres de H pour la chaîne XXX

deux "excitations" :|ψ〉 ∝
∑

j<k(e i(p1j+p2k) + S e i(p1k+p2j)) |{j , k}〉
où e i L p2 = S = e−i L p1 , avec S = −1+e i(p1+p2)−2e ip2

1+e i(p1+p2)−2e ip1

n "excitations" :

|Ψ〉 =
∑

16j1<j2<···<jn6L

∑
σ∈Sn

Aσe i
∑

k pσ(k)jk |{j1, j2, . . . , jn}〉

c'est un vecteur propre si
Aσ ∝ (−1)σ

∏
j<k

(
1 + e i(pσ(j)+pσ(k)) − 2e ipσ(k)

)
∀j , e i L pj =

∏
k 6=j S(pj , pk) où S(p, p′) ≡ − 1+e i(p+p′)−2e i p

1+e i(p+p′)−2e i p′

Associé à la valeur propre

E = −L +
∑
k

(4− 4 cos pk)

spectre

leur
nombre
est
dim(H)
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Opérateurs T de la chaîne de Heisenberg

H = −
∑

i Pi ,i+1 = − d

du
logT (u)

∣∣
u=0

T (u) = tra ((u I + PL,a) · (u I + PL−1,a) · · · (u I + P1,a) )

opérateur sur l'espace de Hilbert
(
C2
)⊗L

1
234

L− 2
L− 1

L

2

L
· · ·

trace partielle : 〈y | traM |x〉 =
∑

z∈Ba(〈y | ⊗ 〈z |) M (|x〉 ⊗ |z〉)
où M ∈ L(Hp ⊗Ha), tra(M) ∈ L(Hp), x , y ∈ Hp ; Ba : b.o.n. de Ha.

((u − v)I + Pi ,j)(uI + Pi ,k)(vI + Pj ,k)
= (vI + Pj ,k)(uI + Pi ,k)((u − v)I + Pi ,j)

i

j
k

=
i

j
k
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Commutation des operators T

T (v)T (u) =

=

=

=

= T (u)T (v)
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H = −
∑

i Pi ,i+1 = − d

du
logT (u)

∣∣
u=0

T (u) = tra ((u I + PL,a) · (u I + PL−1,a) · · · (u I + P1,a) )

opérateurs sur l'espace de Hilbert
(
C2
)⊗L

a

1
234

L− 2
L− 1

L

2

L
· · ·

trace partielle : 〈y | traM |x〉 =
∑

z∈Ba(〈y | ⊗ 〈z |) M (|x〉 ⊗ |z〉)
où M ∈ L(Hp ⊗Ha), tra(M) ∈ L(Hp), x , y ∈ Hp ; Ba : b.o.n. de Ha.[

T

λ

(u),T

µ

(v)
]

= 0
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πλ(g)

λ =
s

a

1
234

L− 2
L− 1
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2

L
· · ·

twist g ∈ GL(K |M)[
Tλ(u),Tµ(v)

]
= 0

Pour des diagrammes de Young rectangulaires,
T a,s(u+1) ·T a,s(u) = T a+1,s(u+1) ·T a−1,s(u)+T a,s−1(u+1) ·T a,s+1(u)
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Dérivée par rapport au twist

Mode de calcul explicite

Tλ(u) = g = g

dessin pour la chaîne de taille L = 3,
(opérateurs sur H = (CN)⊗3)
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Dérivée par rapport au twist

g = g

let g ∈ GL(CN), f (g)

L

∈ L
(
(CN)⊗L

)

dérivée de f par rapport à log(g) :

D̂⊗f (g)

L + 1

≡ ∂φt f (eφg)

∣∣∣∣
φ→0

(
D̂ ⊗ g

)β1,β0
α1,α0

= ∂
∂φ

α1
β1

(
eφg

)β0
α0

∣∣∣
φ→0

= ∂
∂φ

α1
β1

φβ0kg
k
α0 = δβ0α1g

β1
α0

 D̂ ⊗ g = P1,0 (I⊗ g) D̂ g = g = g

D̂ ⊗ D̂ ⊗ g = P1,0P2,0 (I⊗ I⊗ g)

D̂ D̂ g = g = g

 g = g où = u I + P, = u I + D̂Sébastien Leurent, IMB, Math-Phys Yang-Baxter 26 octobre 2016 13 / 18
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Dérivée par rapport au twist

Mode de calcul explicite

Tλ(u) = g = g

=
(
u − ζL + D̂

)
⊗ · · · ⊗

(
u − ζ1 + D̂

)
χλ(g)

On peut alors généraliser les relations

χλ(g) =

det
1≤j ,k≤N

x
λj+N−j
k

det
1≤j ,k≤N

x
N−j
k

g = diag(x1, . . . xN)

χλ(g) = det
1≤j ,k≤`(λ)

χ(λk+j−k)(g)

↔ T a,s(u + 1) · T a,s(u) =
T a+1,s(u + 1) · T a−1,s(u) + T a,s−1(u + 1) · T a,s+1(u)
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Calcul explicite d'opérateurs T

∑
z≥0 T1,sz

s =
⊗

i

(
u − ζi + D̂

)
w(z)

où w(z) =
∑

z≥0 χ(s)z
s = 1

det(1−g z) .

D̂⊗3w(z) =

(
+ + + + +

)
w(z).

(1+ D̂)⊗3w(z) =

(
+ + + + +

)
w(z)

où = g z
1−g z et = 1

1−g z

 
[
(1 + D̂)⊗Lw(z1)

]
·
[
D̂⊗Lw(z2)

]
= z2

z1

[
D̂⊗Lw(z1)

]
·
[
(1 + D̂)⊗Lw(z2)

]
avec des identités sur des déterminants (Jacobi, Plücker, . . .),
obtention Identités sur des déterminants d'opérateurs T .
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Opérateurs T et Q

Généralisation de χλ(g) = det x
λj+N−j
k / det xN−jk

On dé�nit Q (qui commute avec T , par

Qj =
⊗

i

(
u + (N − 1)− ζi + D̂

) ∏
k 6=j

det 1

1−g tk

∣∣∣
tk→1/xk

.

Alors,

Tλ(u) =
det
(
xλk−k+1

j Qj(u + (λk − k + 1))
)
1≤j ,k≤N

∆(x1, · · · , xN)

De plus,

Tλ(u) =
det
(
T (λj+i−j)(u + 1− i)

)
1≤j ,k≤`(λ)∏`(λ)−1

k=1
T ()(u − k)
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Présentation du modèle : Chaîne de spins Diagonalisation explicite : Ansatz de Bethe Yang-Baxter

Hirota equation ↔ Spectrum

Trois conditions �xent le spectre de la
chaîne de spin :

Qj is polynomial in u (for 1 ≤ j ≤ N)

T ∅(u) =
∏

i (u − ζi )
H = − d

du
logT�(u)

∣∣
u=0

Par exemple pour la chaîne de Heisenberg (g ∈ SU(2), ζi = 0) :
Sur un sous espace propre de H, Q1(u) =

∏
j(u − θj)

(x1 − x2)uL = x1 Q1(u) Q2(u − 1)− x2Q1(u − 1)Q2(u)

(x1 − x2)(u + 1)L = x1Q1(u + 1)Q2(u)− x2 Q1(u) Q2(u + 1)

∀j ,
∏

k (θj−θk−1)∏
k (θj−θk+1) = − x2

x1

(
θj
θj+1

)L
E =

∑
j

1

θj (θj+1)

retrouve les équations de Bethe, avec θj = e ipj/(1− e ipj )
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Conclusions

g = g

Spectre du modèle donné par l'existence de Q et T avec
T = detQ, H = ∂u logT |u=0

et
T () est connu

Q est polynomial

Des opérateurs et une combinatoire qui semblent similaires à
certains objets apparaissant dans d'autres domaines (théorie
des n÷uds ?)
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