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en dimension finie

o Etat du systéme : fonction d’onde
vecteur |¢)) € H
—~—
Espace de Hilbert
de dimension n

= : Lol
@ Evolution temporelle : =5* = —I\/‘I/ll/}>

Hamiltonien

H : Hamiltonien (matrice hermitienne de taille n x n)
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Systémes quantiques

en dimension finie

o Etat du systéme : fonction d’onde
vecteur |¢)) € H
~
Espace de Hilbert
de dimension n
o Evolution temporelle : 2122 = —j H )
p Tot ~—
Hamiltonien
H : Hamiltonien (matrice hermitienne de taille n x n)
@ Diagonalisation de H :

@ vecteurs propres de H : Etats propres
o valeurs propres de H : Energie des différents états
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Systémes quantiques

en dimension finie

Etat du systéeme : fonction d’onde
vecteur |¢)) € H

Evolution temporelle : %@ =—i H |[¢)
H : Hamiltonien (matrice hermitienne de taille n x n)
Diagonalisation de H :
@ vecteurs propres de H :'l:;tats propres
o valeurs propres de H : Energie des différents états
Charges conservées :

Opérateurs (i.e. matrices) commutant avec le Hamiltonien
[O,H]=0
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Etat du systéme : fonction d’onde
vecteur 1)) € H
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@ Evolution temporelle : % =—i H [¢)

Systéme Y

H : Hamiltonien (matrice hermitienne de taille n x n)

Analyticity of
Q-functions

@ Diagonalisation de H :
@ vecteurs propres de H : Etats propres
@ valeurs propres de H : Energie des différents états
@ Famille de charges conservées :
Famille d'opérateurs (i.e. matrices) commutant avec le

Hamiltonien et entre eux
[Oi,H]=0 [O;, (’)j] =0
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par I'échange de « bosons de jauge »

exemple : répulsion électromagnétique entre deux électrons

La probabilité que les électrons soient déviés dans une direction
donnée s'obtient a partir de la somme des contributions (d'un
nombre infini) de processus différents.
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Théorie quantique des champs
Développements perturbatifs
Théories quantiques des champs : des particules interagissent
par I'échange de « bosons de jauge »

exemple : répulsion électromagnétique entre deux électrons

La probabilité que les électrons soient déviés dans une direction
donnée s'obtient a partir de la somme des contributions (d'un
nombre infini) de processus différents.

— De nombreux systémes de particules en interaction sont
décrits ainsi : par exemple le modéle standard décrit les
interactions électromagnétiques, faibles and fortes.
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Théorie quantique des champs
Développements perturbatifs
Théories quantiques des champs : des particules interagissent
par I'échange de « bosons de jauge »

exemple : répulsion électromagnétique entre deux électrons

La probabilité que les électrons soient déviés dans une direction
donnée s'obtient a partir de la somme des contributions (d'un
nombre infini) de processus différents.

— De nombreux systémes de particules en interaction sont
décrits ainsi : par exemple le modéle standard décrit les
interactions électromagnétiques, faibles and fortes.

@ Ce modeéle standard ne décrit pas la gravité.
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Description perturbative

Théorie quantique des champs
Développements perturbatifs
Théories quantiques des champs : des particules interagissent
par I'échange de « bosons de jauge »

exemple : répulsion électromagnétique entre deux électrons

Cette somme (tronquée) ne fournit une bonne approximation
que dans un domaine d'énergie trés spécifique
(le domaine perturbatif ou régime de couplage faible)
décrits ainsi : par exemple le modéle standard décrit les
interactions électromagnétiques, faibles and fortes.
@ Ce modeéle standard ne décrit pas la gravité.
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Dualité ACIS/CFT (conjecture)

AdS CFT
théorie des cordes de théorie conforme en 3+1
“Type |IB” sur AdSs x S° dimensions
(« gravité quantique ») “N = 4 super Yang-Mills"

régime de couplage fort >< régime de couplage fort
e

régime de couplage faibl régime de couplage faible

énergie des excitations dimensions conformes des
— B
des cordes opérateurs

Intégrabilité
Dans la limite planaire, de nombreuses propriétés intégrables de
cette dualité ont été mises en évidence, en particulier en ce qui
concerne le spectre.
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4

o
[~
o

141 dimensions

des interactions locales

de nombreuses charges conservées

des conditions aux bords spécifiques (par exemple
périodiques).
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Intégrabilité quantique

Intégrabilité quantique : propriété de mo-
déles tres spécifiques (des chaines de
spins, des théories des champs, ...) qui

ont souvent
@ 141 dimensions _N _

@ des interactions locales

@ de nombreuses charges conservées

@ des conditions aux bords spécifiques (par exemple
périodiques).

Ces modeéles ont les propriétés suivantes :

Propriétés des modéles intégrables
@ Les interactions a n points se factorisent en interactions a
2 points.
@ La diagonalisation exacte du Hamiltonien se raméne a la
résolution des “équations de Bethe'.



Intégrabilité
classique &
quantique

S. Leurent

Motivation

Equation de
Hirota

Opérateurs Q
Intégrabilita
classique

Systéme Y
Analyticity of
Q-functions

Théories des champs intégrables a
1+1 dimensions

Ansatz de Bethe : fonction d'onde en grand volume

@ ondes planes quand les particules sont loin les unes des
autres

@ une matrice S décrit I'interaction entre deux particules

= équations de Bethe
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est grande
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Théories des champs intégrables a
1+1 dimensions

Ansatz de Bethe : fonction d'onde en grand volume

@ ondes planes quand les particules sont loin les unes des
autres

@ une matrice S décrit I'interaction entre deux particules

= équations de Bethe

Cet Ansatz fonctionne si I'espace est périodique et sa période
est grande

Enjeu dans ce séminaire

La derniére partie de ce séminaire traitera du spectre de ces
théories en taille finie, quand |'Ansatz ci-dessus ne peut étre
utilisé.
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Plan

O Motivation

@ Chaines de spins de (super-)symétrie GL(K|M)
@ Opérateurs T et équation de Hirota
@ Résolution de I'équation de Hirota «~» opérateurs Q
@ Intégrabilité classique du systéme quantique.

© Effets de taille finie en théorie des champs intégrable
@ Systéme Y~ spectre

@ Propriétés analytiques des fonctions Q

© Développement perturbatif 4 couplage faible pour AdS/CFT
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Chafine de spins "XXX" de Heisenberg

H = _Z;(;i‘aill

opérateur sur |'espace de Hilbert ((C2)®L

o) = 11 --- 1), o) = |4 -+ 1), et leur combinaisons

a|to) + B |1ho) sont les états de plus faible énergie :

HI - 1)

—L[ D)
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Chaine de spins “XXX" de Heisenberg

Construction des opérateurs T (matrices de transfert)
5> S d
H= -3, ofi1= L-2FlogT(u),,

T(u) =tra((ul+Pra) (uI+Pro1s) - (ul+P1a))
opérateurs sur |'espace de Hilbert ((C2)®L

opérateur de permutation : Pyo| Ll T ) = [ LU -+ -)
Pro[ AL ) =[N -

° [T (u), T (v)] =0
(s'obtient a partir de relations comme P; jPj x = P« Pi k)
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3. Lewiei Construction des opérateurs T (matrices de transfert)

Chainee d H:_Z,’Xi'AIJrl—KL 2 IOgT( )’ -0
s T(w)=tra((ul+PLa) (uI+Pr15) - (ul+Pra))

Hirota

) : . oL
Opérateurs Q opérateurs sur |'espace de Hilbert (C)
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opérateur de permutation : Py |bbacdbc - --) = |bbacdbc - - -)
P12 |cbacdbc - - -) = |bcacdbc - - -)
° [T (u), T (v)] =0
(s'obtient a partir de relations comme P; jPj x = P« Pi k)



Intégrabilité
classique &

auantione Chaine de spins de symétrie GL(K)

3. Lewiei Construction des opérateurs T (matrices de transfert)

:<<—Z,?:;-A,+1>>—KL 2 ~log T (u )‘ 0
Chafnes de
T T()=tra (uI+Pra)- (uH+PL 12) (Ul +Pra) - g)

Hirota

®L
Opérateurs Q opérateurs sur ' espace de Hilbert (C¥)
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1
twist g € GL(K)
opérateur de permutation : Py |bbacdbc - --) = |bbacdbc - - -)
P12 |cbacdbc - - ) = |bcacdbc - - -)

° [T (u), T (v)] =0
(s'obtient a partir de relations comme P; jPj x = P« Pi k)
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S. Leurent Construction des opérateurs T (matrices de transfert)
Chaines de

H=«—=Y A Ay = ZL—2 L log T7(u)| =0
s TMu) =tra (I +Pra) - (uI+Pio1,) - (ul+Pra) - ma(g))

Hirota

) , . L
Opérateurs Q opérateurs sur |'espace de Hilbert ((CK)®

Intégrabilita
classique

Systéme Y z

%
Ana|yt|clty of z
i M

opérateur de permutation généralisé : _
Pis = L S @ ()
° [Tk(u), T“(v)] =0
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Chaines de

H=«= YA App = £L—2 L log T(u)],_q
s TMW) = tra (W +PLa) - (uI+Progg) - (uI+ Pra) - ma(g))

Hirota
Opérateurs Q & ! K
Opérateurs opérateurs sur I'espace de Hilbert (CKIM)

iaTaicie

Systéme Y
Analyticity of
-functions

opérateur de permutationgénéralisé : '
Pij=20s eg)g ® WA(e[(iL)
o [T)‘(u), T"(v)] =0
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S. Leurent Construction des opérateurs T (matrices de transfert)
Chaines de H - %L - 2 % Iog TD(U)|U:O
e TMu) =tra (= 0)1+Pra) - ((u— 61)1 + Pya) - ma(g))

Hirota

, . L
opérateurs sur 'espace de Hilbert (CKM@)

Systéme Y 2z

Analyticity of
Q-functions
L ‘4
L-1 ce

L—2 1
4 3  twist g € GL(K|M)

opérateur de permutationgénéralisé : '
Pij=Yapens@ma(ed))
o [T)‘(u), T"(v)] =0
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Opérateurs T «~» caractéres
+ formule de Cherednik-Bazhanov-Reshetikhin (CBR)
T’\(u) =tra (0= 0)I+Pra) - ((u—00)I+P1a)-7r(g))

0 SiL=0 Tu)=xg)=trm(g)
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Opérateurs T «~» caractéres
+ formule de Cherednik-Bazhanov-Reshetikhin (CBR)
TH(u) = tra (0 = 0T+ Pra) - (v — 1)+ Pra) - ma(g))

@ SiL=0, T*u) =xMNg) =trm(g)
o En général ui=u—0;

TN u) = (ul+f)) ® (UQ—|—§>®"'®<UL+§>X)\(g)
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quantique Opérateurs T «~» caractéres
S. Leurent + formule de Cherednik-Bazhanov-Reshetikhin (CBR)

TA(u) = tra ((u = 00T+ Pra) - ((u = 61)T + Pra) - ma(g))

. @ SiL=0, T*u) =xMNg) =trm(g)
Rfuation de o En général ui=u-—0;
Opérateurs Q

ete Tu) = (1+D) @ (w+D) @@ (u+D) )

iaTa e

Représentations rectangulaires : a,s <> \ = }a

Systéme Y
Analyticity of S——

Q-functions s

Formule de CBR

XM(g) = det (MM (g))y ;e

~s T)‘(u) =

1N +j—i i
det( THAH " (ut1 J))1§i,j§|A|
Al—1
[t 70.0(u—k)
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Opérateurs T «~» caractéres
+ formule de Cherednik-Bazhanov-Reshetikhin (CBR)
TH(u) = tra (0 = 0T+ Pra) - (v — 1)+ Pra) - ma(g))

@ En général ui=u—6;
()= (+D) @ (1+D) oo (u+D)x\e)

Représentations rectangulaires : a,s <> A = } a

Formule de CBR

[Cherednik 86] [Bazhanov-Reshetikhin 90] [Kazakov Vieira 08]
x"(g) = det (X (g))lgi,j§|)\|

~ T>‘(u) =

LN Hj—i s
det( TPAH = (ut1-))) )y
[Ty TO0(u—k)

@ “Equivalente” a I'équation de Hirota :
T (u+1)- T?*(u) =
Ta—l—l,s(u + 1) . Ta—l,s(u) + Ta,s—l(u + 1) X Ta,s-l—l(u)
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“Fat hooks" et “flot de Backlund”

Diagrammes de Young possibles

Symétrie GL(K) Symétrie GL(K|M)
K

M

Résolution de I'équation de Hirota : diminution progressive de la
taille du “fat hook”

[
[

[TTT

x31 00 x2 0
Xal 00 ) ~xx(ge)~ xa(e) ~ xa( )
N — S~ N——

0 0 x3
o) eGL(1]1) €GL(1) {1}
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S. Leurent systéme linéaire

Transformations de Backlund

Si T?°(u) satisfait I'équation de Hirota, et si F#*(u) satisfait

Equation de

Hirota
Opérateurs Q
i v (TS (W) Fa5(u) — T25(u)FoH15(u)
= X Ta—l—l,s—l(u + 1)Fa,s+1(u . 1)7
~—
S Y valeur propre de g
harcsions”
§ T2t () F25 (u) — T25(u)F2+(u)
_ XjTa—‘rl,S(u + 1)Fa—1,s+1(u - 1)‘

Alors F?5(u) satisfait aussi I'équation de Hirota.
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S. Leurent systéme linéaire

Transformations de Backlund

E ation de Si T?°(u) satisfait I'équation de Hirota, et si F#*(u) satisfait
Hirota
Opérateurs Q

i v (TS (W) Fa5(u) — T25(u)FoH15(u)
= X Ta+1,s—1(u+ 1)Fa,s+1(u_ 1)7
~~

Zyns:ley:«i:it\y/ y valeur propre de g
Q-functions Ta,5+1 ( u)Fa’S(u) _ Ta,S( U) Fa’s+1 ( U)

_ XjTa—‘rl,S(u + 1)Fa—1,s+1(u - 1)‘
Alors F?5(u) satisfait aussi I'équation de Hirota.

De plus si T?*(u) = 0 en dehors d'un “fat hook™ de taille
(K|M), on peut choisir F#*(u) = 0 en dehors du “fat hook” de
taille (K — 1|M).
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et Transformations de Backlund

S. Leurent systéme linéaire

Transformations de Backlund

E ation de Si T?°(u) satisfait I'équation de Hirota, et si F#*(u) satisfait
Hirota
Opérateurs Q

i v (TS (W) Fa5(u) — T25(u)FoH15(u)
= X Ta+1,s—1(u+ 1)Fa,s+1(u_ 1)7
~~

Systéme Y valeur propre de g, choisie de maniére arbitraire
Analyticity of

Q-functions Ta’s+1(u)Fa’S(U) _ Ta’s(u)Fa’s+1(u)
= x; T (u + 1)Fa 1ot (y — 1).

Alors F?5(u) satisfait aussi I'équation de Hirota.

De plus si T?*(u) = 0 en dehors d'un “fat hook™ de taille
(K|M), on peut choisir F#*(u) = 0 en dehors du “fat hook” de
taille (K — 1|M).
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S. Leurent exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)
Motivation Ta

Chaines de

spins °

Equation de a,s T

Hirota | ]i234__ .

Opérateurs Q
Intégrabilité .
classique Q L

Taille finie en 1234 ?
théorie des

champs 1234

Systéme Y
Analyticity of
Q-functions
AdS/CFT a
couplage
faible
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Analyticity of

Q-functions 123 124 134 234
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exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)

A3 ta

I A

12341 .

T 1
a,s

1237
] ]

. Q1234 -z -
1234

AN

123 124 134 234
1 X SN
12 13 14 23 24 34

|
Q123 |

3,5

Q23
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exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)

A3 ra
= . BT
a,s - /\ 'a SI
- a
Q1234 -z Q123
1234

AN

123 124 134 234
1 X SN
12 13 14 23 24 34
\W/

1 2 3 4

Ta

BT
<N

Q23

(725
|

° 3

BT< ta
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ta ta
i . BT | BT
'TL,J 1.~ —_ 7\
Tt Tt
1 : |
Q1234 “z Q23— ‘2
1234

AN

123 124 134 234
1 X SN
12 13 14 23 24 34

VIS

1 2 3 4
\\@//

Ta

3,5 °
[T 1

Qa3

?a BT < ?a

T5’5|a>1 =0
s>1

Qo
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S. et exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)
ra ra ra

T BT BT
Equation de Tas T N —rT N
O:Z::teur- Q 1234 1. T12’3__ : a.s *
Intégrabilité ! ! . i i . ! Tz:); N
st

Q1234 I Q123 I Q-+ »

1234
Zy::léy:;:i:y( of / / \\ ta BT ta
Qlunciens 123 124 134 234 : .

P 2a%l as
12713714 23 24 34 T5%a>1=0

\W/ s21 PN T(a,s)

1 2 3 4
\\@// . Qp

~ Cela définit 2* opérateurs Q, correspondant aux noeuds du
diagramme de Hasse
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quantique Diagramme de Hasse
S. Leurent exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)
\a E] Aa
T . BT BT
Elgruo::;ion de —,—a,s -T- é\\ Py * /A
Opérateurs Q | ]i234__ : T12’3__ : | Ta,s °
i N ] i
Q1234 z Q123 z @23 3

1234

Avalyticity of NN ta BT << 12

Qfncion 1237 124 134 234 : :
1 X I\ KN
12713714 23 24 34 T5%a>1=0
\ RIS =1 [ e

1 2 3 4 X
\\w e . Qo

o

~ Cela définit 2* opérateurs Q, correspondant aux noeuds du
diagramme de Hasse



Intégrabilité
classique &
quantique

S. Leurent

Equation de
Hirota

Opérateurs Q
Intégrabilité
classique

Systéme Y
Analyticity of
Q-functions

Diagramme de Hasse
exemple de flot de Backlund en symétrie GL(4)

a,s —
71234_

3,5
1755

Q1234
1234

134

NN

124 234

12 13 14 23 24 34

er((

Qju—k+1+))

Q23

1<),k<K

A(x1, ,XK) Hle Qp(u—k+Ag)
= det (x.l_k>
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Relations QQ et équations de Bethe

Cette construction est cohérente sous réserve de la relation
(xi = xj) Q(u — 1)Qri j(u) =
xiQrj(u — 1)Qr,i(u) — X Qr,j(u) Qr,i(u — 1)

exemple : I ={23},i=1,=4

(x1 — xa) Qo3(u — 2)Qq234(u) =
x1@Q234(u — 1) Q23 (1) — x4 Q234 (1) Qu23(u — 1)

1234
7/ N\
1/23 124 134 23{‘ Cette équation lie les opéra-
12%22%34 teurs Q qui se situent sur la
\ / méme face du diagramme de
Hasse

1 2 3 4
\\@//
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S. Leurent

Cette construction est cohérente sous réserve de la relation
(xi = xj) Q(u — 1)Qri j(u) =
xiQrj(u — 1)Qr,i(u) — X Qr,j(u) Qr,i(u — 1)

Equation de
Hirota

pyvu Sl Conséquence : diagonalisation des opérateurs Q
Intégrabilité
A

1234 @ Les opérateurs Q sont
7\ polynomiaux
Systéme Y L,
gyn{auyt;:_;ty of 1/23 124 4 134 23{‘ = paramétrés par leurs

12 13 14 23 24 34 racines

DS

1 2 3 4
\\@//
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Relations QQ et équations de Bethe

Cette construction est cohérente sous réserve de la relation
(xi = xj) Q(u — 1)Qri j(u) =
xiQrj(u — 1)Qr,i(u) — X Qr,j(u) Qr,i(u — 1)

Conséquence : diagonalisation des opérateurs Q

1234 @ Les opérateurs Q sont

7\ polynomiaux

123 4 124 4 134 4 234 = paramétrés par leurs

/ \ .
12713714 23 24 34  Facines
\ I @ Les racines du membre de

1 \2\ /3/ 4 gauche doivent étre des
0 racines du membre de droite

~> équations de Bethe
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Relations QQ et équations de Bethe

Cette construction est cohérente sous réserve de la relation
(xi = xj) Q(u — 1)Qri j(u) =
xiQrj(u — 1)Qr,i(u) — X Qr,j(u) Qr,i(u — 1)

Conséquence : diagonalisation des opérateurs Q

1234 @ Les opérateurs Q sont

7\ polynomiaux

123 4 124 4 134 4 234 = paramétrés par leurs

/ \ .
12713714 23 24 34  Facines
\ I @ Les racines du membre de

1 \2\ /3/ 4 gauche doivent étre des
0 racines du membre de droite
~> équations de Bethe

Flot de Backlund pour cette chaine de spins
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Relations QQ et équations de Bethe

Cette construction est cohérente sous réserve de la relation
(xi = xj) Q(u — 1)Qri j(u) =
xiQrj(u — 1)Qr,i(u) — X Qr,j(u) Qr,i(u — 1)

Conséquence : diagonalisation des opérateurs Q

1234 @ Les opérateurs Q sont

7\ polynomiaux

123 4 124 4 134 4 234 = paramétrés par leurs

/ \ .
12713714 23 24 34  Facines
\ I @ Les racines du membre de

1 \2\ /3/ 4 gauche doivent étre des
0 racines du membre de droite
~> équations de Bethe

Flot de Backlund pour cette chaine de spins

Expressions combinatoires explicites
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Plan

@ Chaines de spins de (super-)symétrie GL(K|M)
@ Opérateurs T et équation de Hirota
@ Résolution de I'équation de Hirota «~» opérateurs Q
@ Intégrabilité classique du systéme quantique.
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@ Une fonction 7 de la hiérarchie mKP est une fonction
d'une variable n et d'un nombre infini de « temps »
t = (ty,t2, ), telle que Vn > n’, Vt, t/

Equation de
Hirota . . . .
Operateum Q Définition des fonctions 7

classique
j'{ et = (¢ — [z ) (Y + [27Y])dz = 0
c

Systéme Y
Analyticity of

Q-functions ol t+ [Z—l] — (tliz_l,t2i§,t3i§7“'>v
£(t,2) = kst txz¥, et C entoure les singularités de
To(t — [27]) 7 (Y + [27Y]) (typiquement finies), mais pas
les singularités de e$(t=t2) 271" (typiquement a I'infini).
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e Fonctions 7 de |la hiérarchie mKP

S. Leurent

@ Une fonction 7 de la hiérarchie mKP est une fonction
d'une variable n et d'un nombre infini de « temps »
t = (ty,t2, ), telle que Vn > n’, Vt, t/

Equation de
Hirota . . . .
Operateum Q Définition des fonctions 7

classique
j{ eﬁ(t—t/,z)zn_n/Tn(t . [2_1])7_,7,(1:/ + [Z_l])dZ -0
C

Systéme Y
Analyticity of

Q-functions ol t+ [Z—l] — (tliZ_l,tgi%,Qi?a'“)v
£(t,2) = kst txz¥, et C entoure les singularités de
To(t — [27]) 7 (Y + [27Y]) (typiquement finies), mais pas
les singularités de e$(t=t2) 271" (typiquement a I'infini).

@ Apparaissent dans |'étude d'équations différentielles

2 3
ﬂ 0 <_4af_|_6faf 8f> =0

3 0z 87 + ox3

8y2 + Ox
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Fonctions 7 de |la hiérarchie mKP

o fonction 7 de lahiérarchie mKP : fonction de n et de
t = (t1,t2, ), telle que Vn > n’, Vt, t/

Définition des fonctions 7

?{ SEE—t'2) nn' (¢ =Ny 4 [ )dz = 0
C

out+[z 1] = (tliz—l,tgj:%,gi?,m), et
E(t,2) = Yo thZ®.
@ Un exemple de telle fonction 7 est |'espérance
7a(t) = (n] "G |n)
pour un nombre infini d'oscillateurs fermioniques
({1 0]} = 53), 00 G = exp (32, e Auth] e ) et

Ji =Dk ek, 00 Sk =iy Wbﬁk-
(et ©n |n) = [n+ 1))
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S. Leurent

o fonction 7 de lahiérarchie mKP : fonction de n et de
t = (t1,t2, ), telle que Vn > n’, Vt, t/

. Définition des fonctions 7

Hirota
Opérateurs Q

ntégrabilité

L':lﬁque * \% eé(tftlzz)znin/frn(t — [271])7_’7, (tl + [271])d2 = O
C

I e G AR

-functions

) JUSIED I tzk.

227n1 (L= [z 1]) 70 (t = [z71])
— 21741 (E— [zfl]) o (t— [z{l])
+ (21— )T ()7 (t— [z '] — [z1]) =0.

(s'obtient en choisissant " = n—lett' =t —[z71] — [z17}])
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Les opérateurs T forment une fonction 7

@ “temps’ t «w représentations A :

Equation de

Hirota

e T(U,t) = > sa(t)t(u, A) sx(t) = det (—i4j(8)) 1</ j o
A Polynoéme de Schur

Systéme Y Ol] eg(t’z) = Zkzo hk(t)zk| g(t, Z) - Zkzl t'ka

Analyticity of
-functions
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quantique Chaines de spins «~ hiérarchie
S. Leurent mKP

Les opérateurs T forment une fonction 7

@ “temps’ t «w représentations A :

Equation de
Hirota

e T(U,t) = > sa(t)t(u, A) sx(t) = det (—i4j(8)) 1</ j o
A Polynoéme de Schur
Systéme Y Ol] eg(t’z) = Zkzo hk(t)zk| é(t, Z) - Zkzl thk

Analyticity of
Q-functions

Pour T(u, \) = TX(u) = @, (ui + D) x*(g), on obtient

L
7(u,t) = R)(u; + D) eXk=1 ttr(e”)
i=1
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Chaines de spins «~ hiérarchie

mKP

Les opérateurs T forment une fonction 7

@ “temps’ t «w représentations A :

Zs)\ )t(u, A)

Polynome de Schur

ou eg(tvz)

Pour t(u, \) =

T\(u) =

L

sx(t) = det (hx—i1(t)1<; jpa

=2 k>0 hi(t)z*,

®:'L=1(“i +

&(t,
D) x*

z) = Zkzl tezk.

(g), on obtient

7(u,t) = R)(u; + D) eXk=1 ttr(e”)

o Alors 7(u,t+ [z71]) =
ou w(l/z) =

i=1

=det——+

®,-L (ui + D) w
Zszo Xz

1- g/z

(1/2)e ke ()
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Chatnes de spins «~ hiérarchie mKP

Les opérateurs T forment une fonction 7

o La fonction }
H(u,t) = @y (us + B) Xk 1Y)
est une fonction 7 de la hiérarchie KP.

[Alexandrov, Kazakov, S.L., Tsuboi, Zabrodin 11]
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Chatnes de spins «~ hiérarchie mKP

Les opérateurs T forment une fonction 7

o La fonction .
H(u,t) = @y (us + B) Xk 1Y)
est une fonction 7 de la hiérarchie KP.

@ La transformation de Bicklund est donnée par
7(u,t) ~ Resz—x, 7(u+ 1,t + [271]).

[Alexandrov, Kazakov, S.L., Tsuboi, Zabrodin 11]
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Chatnes de spins «~ hiérarchie mKP

Les opérateurs T forment une fonction 7

@ La fonction }
T(u,t) = @y (u; + D) eXwer ir(6")
est une fonction 7 de la hiérarchie KP.
@ La transformation de Bicklund est donnée par
7(u,t) ~ Resy—x, 7(u + 1, t + [271]).
o Réalistaion fermionique de cette fonction 7 :

m(n,t) = (n| W Wi |n—K) |

o W =37, 0 aim 07> kez i zk

Z=Xj

[Alexandrov, Kazakov, S.L., Tsuboi, Zabrodin 11]
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Plan

© Effets de taille finie en théorie des champs intégrable
@ Systéme Y~ spectre
@ Propriétés analytiques des fonctions Q
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Ansatz de Bethe : fonction d'onde en grand volume

ondes planes quand les particules sont loin les unes des autres

@ une matrice S décrit |'interaction entre deux particules

= équations de Bethe
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Ansatz de Bethe : fonction d'onde en grand volume

Cuons  ondes planes quand les particules sont loin les unes des autres
@ une matrice S décrit |'interaction entre deux particules

Hirota
Opérateurs Q
Intégrabilita

dbrsfine = équations de Bethe

Taille finie en

théorie des

S @ “Ansatz de Bethe thermodynamique” (TBA) pour les effets
de taille finie : “double rotation de Wick”

Analyticity of

Q-functions
taille finie «~ température non nule

)-<
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1+1 dimensions

S. Leurent
Ansatz de Bethe : fonction d'onde en grand volume

ondes planes quand les particules sont loin les unes des autres

Hirota
Opérateurs Q
Intégrabilité

dbrsfine = équations de Bethe

Taille finie en

théorie des

S @ “Ansatz de Bethe thermodynamique” (TBA) pour les effets
de taille finie : “double rotation de Wick”

Analyticity of

Q-functions
taille finie «~ température non nule
@ :

@ En température finie, les équations de Bethe donnent lieu a

Equation de
@ une matrice S décrit |'interaction entre deux particules

différents types d'états liés

~~ pour chaque type d'excitation, une densité
(fonction de la rapidité u).
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Systémes Y et T

Cas du champ de “Gross Neveu" SU(N), en 1+1 dimensions

TBA:@

états liés caractérisés par
ae{l,...,N—-1}etseN
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S. Leurent Cas du champ de “Gross Neveu" SU(N), en 1+1 dimensions
Equation de états liés caractérisés par

Opérateurs Q ae{l,,,.,N—l}etSEN

Intégrabilita
classique

= N
Q-functions
s
leurs densités satisfont
Yot Yas™ _ 14VYaser1 14VYas_1

Ya+l,sya+1,s - 1+Ya+1,s 1+Ya—1,s
propriétés d’analyticité

ol Yot = Yas(uti/2)
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Systémes Y et T

Cas du champ de “Gross Neveu" SU(N), en 1+1 dimensions

TBA:@

états liés caractérisés par
ae{l,...,.N—1}etseN

N

S
leurs densités satisfont

Ya,s+ Ya,s_ _ 1+Ya,s+l 1+Ya,571

Ya+l,sya+1,s - 1+Ya+1,s 1+Ya—1,s
propriétés d’analyticité

ol Yot = Yas(uti/2)

Equation de Hirota
- Ta,s+ Ta,s_ -
Ta+1,5 Tafl,s + Ta,s+1 Ta,sfl

|f Y _ Ta,s+1 7—a,s—l
aHs Ta+1,s Tafl,s :
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Systémes Y et T
Cas du champ de “Gross Neveu" SU(N), en 1+1 dimensions

TBA:@

états liés caractérisés par
ae{l,...,.N—1}etseN

N

S

leurs densités satisfont
Ya,s+ Ya,s_ _ 1+Ya,s+l 1+Ya,571

Ya+l,sya+1,s - 1+Ya+1,s 1+Ya—1,s
propriétés d’analyticité

ol Yot = Yas(uti/2)

Régularisation sur réseau
(limite d'un systéme de
dimension finie)

Représentations caractérisées
par aets

Equation de Hirota
- Ta,s+ Ta,s_ -
Ta+1,s Tafl,s + Ta,s+1 Ta,sfl

H _ Ta,s+1Ta,s—1
If Ya’s - Ta+1,sTafl,s-
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Systémes Y et T
Cas du champ chiral principal SU(N)xSU(N)

TBA:@

états liés caractérisés par
ae{l,...,.N—1}etseZ

N

S

leurs densités satisfont
Ya,s+ Ya,s_ _ 1+Ya,s+l 1+Ya,571

Ya+l,sya+1,s - 1+Ya+1,s 1+Ya—1,s
propriétés d’analyticité

ol Yot = Yas(uti/2)

Régularisation sur réseau
(limite d'un systéme de
dimension finie)

Représentations caractérisées
par aets

Equation de Hirota
- Ta,s+ Ta,s_ -
Ta+1,s Tafl,s + Ta,s+1 Ta,sfl

H _ Ta,s+1Ta,s—1
If Ya’s - Ta+1,sTafl,s-
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Systémes Y et T

Cas de la limite planaire de la dualité AdS/CFT

TBA:@

états liés caractérisés par
des entiers a et s

leurs densités satisfont
Ya,s+ Ya,s_ _ 1+Ya,s+1 1+Ya,571

Ya+1,sYa+1,s - 1+Ya+1,s 1+Ya—1,s
propriétés d’analyticité

ol Yot = Yas(uti/2)

Equation de Hirota
g Ta,sJr Ta,si =
Ta+17s TafLs + Ta7s+l Ta7sfl

If Y _ Ta,s+1 Ta,sfl
as Ta+1,sTa—1,s :

[Gromov Kazakov Vieira 09] [Bombardelli Fioravanti Tateo 09]

[Autyunov Frolov 09]
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@ Solution typique de I'équation de Hirota :
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quantique Propriétés analytiques des fonctions Q
S. Leurent ~~ équations simples (FiNLIE)

@ Solution typique de I'équation de Hirota :
Tos = (ielt (Qk(u + f(a,s, /))) ou T et Q sont les valeurs

Equation de

Hirota propres des opérateurs T et Q.

Opérateurs Q
Intégrabilité

ot @ Des fonctions @ sont holomorphes sur le demi-plan
supérieur Im(u) > 0 (d'autres sur le demi-plan inférieur).
o, = Chaque fonction Q se raméne a une fonction réelle sur
it I'axe réel.
@ ~~ Des conditions analytiques supplémentaires
(typiquement quand u — o) donnent un systéme fini
d'équations non-linéaires intégrales (FiNLIE)

Résultat

Conditions d'analyticité sur les fonctions Q

+ preuve qu'elles sont équivalentes a I'Ansatz de Bethe
thermodynamique (conjecturé précédemment).
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Points de branchement
—2g+ia/2+2i &———@ 2g+ia/2+2i
St Al 2 —2g+ia/2+i @———@ 2g+ia/2+i
Equation d Les fonctions Y, T et Q ont des Ao B
Opérateurs Q 1
|Tfég_r§bmte points de branchement de type - Ta1(u)
S racine carrée, aux positions = @ |-S--—-———--—-———-
+2g + ni or 2 n+ 1)i, o

g+ g+ ( + 2) ! —2g—ia/2e——@ 2g—ia/2
Systéme Y n € 7. —2g—ia/2—i@e——@ 2g—ia/2—i
Analyticity of |-2g—ia/2—2i@————@ 2g—ia/2—2i
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S. Leurent
Points de branchement
—2g+ia/2+2i &———@ 2g+ia/2+2i
Z . . —2g+ia/2+i &———@ 2g+ia/2+i
Equation de Les fonctions Y, T et Q ont des Ao B
Opérateurs Q 1
S points de branchement de type Ta1(v)

racine carrée, aux positions R
. l . N
+2g + ni or £2g + (n+ 5)i, ou g2 22

Systéme Y n € 7. —2g—ia/2—i@e——@ 2g—ia/2—i
Analyticity of |-2g—ia/2—2ie——@ 2g—ia/2—2i

Q-functions

iaTaicie

@ Nouvelles symétries, qui s'expriment trés simplement en
termes de fonctions Q :

Par exemple, il existe une fonction @
telle que @1 = — Q1.

*—=0

*—=e

*—=e
*r—=e | =| o—o = e——e
*—=e
*—=
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quantique Développement perturbatif a
- Leurent couplage faible pour AdS/CFT
Equation de Propriétés analytiques a couplage faible
egrabile X +ia/2v2]
dEe X +ia/2+i
. X +ia/2
Quand g < 1, les points de T

TN R a1(u)
cyetime v branchement dégénérent pour ~ |-B-—-—-—--Z—-————-
Qrfunccion” donner lieu a une suite de péles. '
AdS/ICFT a i::ﬁ_l
Cin = X —ia/2—2i

Les fonctions Q sont des combinaisons de sommes du type

1
Z (u+in1)m1(u+in2)m2...(u—i—ink)’"k ’

0<ni<n<...<n<o0
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Analytic_ity of

HELSIE [Bajnok Egediis Janik Lukowski 09]

AdS/CFT a

ceiplkry [Eden Heslop Korchemsky Smirnov Sokatchev 12]
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Dimension conforme
de |'opérateur de Konishi

Akonisni =4 +12g% — 48 g% 4336 g% + 96 g%(—26 + 6 (3 — 15(s)
—96g"0(—158 — 72(3 + 54 (3 +90¢s — 315(7)
— 48 g1%(160 + 5472 (3 — 3240 (3 G5 + 4323
— 2340 (5 — 1575 (7 + 10206 (o)
[SL Volin Serban 12]
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Dimension conforme
de |'opérateur de Konishi

Akonishi =4 +12g2 — 48 g% +336 g% + 96 g8(—26 + 6 (3 — 15 (s)
—96g'%(—158 — 72(3 + 54 (2 + 90 s — 315(7)
— 48 g'2(160 + 5472 (3 — 3240 (3 (s + 432 (3
— 2340 (5 — 1575 (7 + 10206 (o)
[SL Volin Serban 12]
+ 48 g1*(—44480 + 108960 (3 + 8568 (3 (s
— 403203 (7 — 8784 (3 + 2592 (5 — 4776 (s
— 20700 (2 — 26145 (7 — 17406 (g + 152460 (11)

[Bajnok Janik 12]



Intégrabilité
classique &
quantique

S. Leurent

Equation de
Hirota

Opérateurs Q
Intégrabilité
classique

Systéme Y
Analyticity of
Q-functions

AdS/CFT a
couplage
faible

Akonishi =4 +12g° — 48g* +336g° + 96 g%(—26 + 6 (3 — 15(5)

—96g1%(—158 — 72(3 + 54 (5 +90(s — 315(7)
— 48 g%(160 + 5472 (3 — 3240 (3 G5 + 432 (3
— 2340 (5 — 1575 (7 + 10206 (o)
+ 48 g'*(—44480 + 108960 (3 + 8568 (3 (s
— 40320 (3 (7 — 8784 (3 4 2592 (3 — 4776 (s
— 20700 (2 — 26145 (7 — 17406 (g + 152460 (11)
+ 48 g'%(1133504 + 263736 (5 (g — 1739520 (3
— 90720 (3 (s — 129780 (3 (7 + 78408 (3 (g
4 483840 (3 Co + 165312 (5 — 82080 (3 (s
+ 41472 3 4 178200 (4 ¢7 — 409968 (s
+ 121176 (5 (6 + 463680 (5 (7 + 49680 (2
+ 455598 (7 4 194328 (g — 555291 (11
— 2208492 (13 — 14256 (1 28) + O(g'®)
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~> nouvel éclairage sur cette construction
~> possibilité de généralisations a d'autres modéles.
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@ Chaines de spins (bien comprises)
o Flot de Backlund : simplifications successives du systéme
o Equations de Bethe
@ Hamiltonien exprimé en termes des fonctions T ou Q
o Intégrabilité classique (fonctions 7)
~> nouvel éclairage sur cette construction

~> possibilité de généralisations a d'autres modéles.

@ Donne une feuille de route pour les effets de taille finie en
théorie des champs intégrables
@ Paramétrisation simple
o Propriétés analytiques transparentes A quel point cette
o Nouvelles symétries procédure
~ Développement perturbatif est-elle générale ?



Intégrabilité
classique &
quantique

S. Leurent

Equation de
Hirota

Opérateurs Q
Intégrabilité
classique

Systéme Y
Analyticity of
Q-functions

§
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Conclusion

Chaines de spins (bien comprises)
o Flot de Backlund : simplifications successives du systéme
o Equations de Bethe
@ Hamiltonien exprimé en termes des fonctions T ou Q
Intégrabilité classique (fonctions 7)
nouvel éclairage sur cette construction
possibilité de généralisations & d'autres modéles.

Donne une feuille de route pour les effets de taille finie en
théorie des champs intégrables
@ Paramétrisation simple

o Propriétés analytiques transparentes A quel point cette
o Nouvelles symétries procédure
~ Développement perturbatif est-elle générale ?

Enjeu ouvert :
Peut-on prouver ces propriétés ?
@ Régularisation sur réseau
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Expression de T en termes de
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0
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Expression de T en termes de
co-dérivées
é € GL(K)

A 0
o Def(g)=— @ f(e®)
ad) (15:0 )
o Si f(g) est un opérateur sur H, alors D ® f est un
A opérateur sur H = CK @ H
o Dg=P(1®g) + régle de Leibnitz :
De(f-f)=[Iof] [ﬁ@ﬂ + [ﬁ@f} : {H@f}

~~ expression de D ® f(g) pour f assez générale



Intégrabilité
classique &
quantique

S. Leurent

Co-dérivées

Expression de T en termes de
co-dérivées

¢ € GL(K)
$=0 )
o Si f(g) est un opérateur sur H, alors D ® f est un
opérateur sur H = CK @ H

o Dog="P(1®g) + regle de Leibnitz :
De(f-f)=[ef]- [ﬁ@ﬂ + [ﬁ®f} : {H@f}

~~ expression de D ® f(g) pour f assez générale

o b® f(g) = aagb ® f(e¢g)

o Dam(g) = Z esa  © ma(eas) | L@ mr(eap)
a,B
d'on
((u=00)L+Pra) - ((u—01)[+Pra) - mr(g)

et TV (u) = @M, (u— 6 + D)xa(g)
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Configuration simplifiée de racines de Bethe :

X X X X X X X X
Ansatz de O O O O O O O O
Bethe XX XXX
Thermody-
nam?;nue g O

X0

0O O O O O
X X X X

X0

X X

Introduction d'une densité pour chaque état lié :

u
3l p2(u
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@ Energie du vide
Eo=—3,¢/ Eas(u) log(1+ Yas(u)) du
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~ Equations de la forme
Yas(u)=—L Ea,s(U)‘i‘Za/,s/ Kg;’s )*Iog (1 + Yags/(u)ﬂ)
+(Termes de source)

@ Energie du vide
E=—-3,.)Eas(u) log(l+ Yas(u)) du
@ Supposition supplémentaire : les états excités satisfont les
méme equation.
Chaque état correspond a une solution différente du
systéme Y, caractérisée par ses zéros et ses pdles
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Ansatz de
Bethe
Thermody-
namique

Ansatz de Bethe Thermodynamique

Equations de la forme
Yas(u) = —L Ess(u)+3, o KT xlog (14 Yy o (u)*h)
+(Termes de source)

Energie du vide

E=—-3,.)Eas(u) log(l+ Yas(u)) du
Supposition supplémentaire : les états excités satisfont les
méme equation.
Chaque état correspond a une solution différente du
systéme Y, caractérisée par ses zéros et ses pdles

Cas de AdS/CFT : E, 5 et KC-S?S/’S/) ont tous deux de
multiples coupures (de type racine carrée)

les équation du TBA contiennent des informations sur
I'analyticité des fonctions
sous une forme difficile a décoder (sommes infinies)
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Riemann-
Hilbert

Paramétrisation des fonctions Q

Probléme de Riemann-Hilbert

Le théoréeme de Cauchy implique que

Si Q(u) est holomorphe sur le demi-plan supérieur (lorsque
Im(u) > 0), et Q(u) < 1/u au voisinage de I'infini, alors
1 (0 Q-0 g4, { Q(u) if Im(u) >0

A d=eo Y= Q(u) if Im(u) <0

ot Q(u) est le conjugué complexe de Q().

2 Addv = Q(u) et

ar en haut v—u

@ En effet, si Im(u) > 0, alors

L 9 gy =0

2im Jpar en bas v—u




	Motivation
	Chaînes de spins de (super-)symétrie GL(K|M)
	Opérateurs T et équation de Hirota
	Résolution de l'équation de Hirota  opérateurs Q
	Intégrabilité classique du système quantique.

	Effets de taille finie en théorie des champs intégrable
	Système Y spectre
	Propriétés analytiques des fonctions Q

	Développement perturbatif à couplage faible pour AdS/CFT
	Annexe
	Commutation des opérateurs T
	Co-dérivées
	Ansatz de Bethe Thermodynamique
	Riemann-Hilbert


