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I Cours

Donner des conditions (le moins stricte possibles) auxquelles les théorèmes
suivants s’appliquent

1. Si une série
∑

un converge vers la somme S, alors pour toute permuta-
tion ϕ ∈ S(N),

∑

uϕ(n) converge aussi vers la somme S

2. Sommation par paquets : Soit ψ : N → N croissante, et

vn =

ψ(n+1)
∑

i=ψ(n)+1

un

Alors
∑

un converge ssi
∑

vn converge

II Équivalents

1. Soit α < 1. Donner un équivalent de

Sn =

N
∑

k=1

1

kα

2. Pour α > 1 donner un équivalent simple de

Rn =
∞
∑

n=N+1

1

nα

3. Déterminer la convergence de la série de terme général

un =

∞
∑

k=n+1

1

k2

4. Déterminer

lim
a→∞

∞
∑

n=1

a

n2 + a2

III Convergence

1. Discuter en fonction du paramètre α > 0 la nature de la série
∑

n>0 un
où

∀n ∈ N∗, un =
(−1)n−1

nα + (−1)n

2. Discuter en fonction des réels θ, ϕ la nature de la série
∑

n≥2 un où

∀n ≥ 2, un =
ei·nθ√
n+ ei·nϕ

3. Plus généralement, discuter en fonction des paramètres θ, ϕ ∈ R et
α > 0 la nature de la série

∑

n≥2 un où

∀n ≥ 2, un =
ei·nθ

nα + ei·nϕ
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IV Formule de Stirling

On considère la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈ N, un =
nne−n

√
n

n!

1. Donner la nature de la série de terme général vn = log(un+1/un). En
déduire l’existence d’un réel k > 0 tel que n! ∼ k

√
nnne−n (pour n→ ∞)

2. Calculer cette constante k ∈ R.
Indication: On pourra utiliser la formule de Wallis :

1
p

[

2p(2p−2)···2
(2p−1)(2p−3)···1

]2

→ π (quand p→ ∞)

V Équivalents et convergence

Soit
∑

un une série à termes > 0

1.

a)Si
∑

un diverge, discuter en fonction de α > 0 la nature de la série

∑ un
Rαn

, où Sn =

n
∑

k=1

uk

b)On suppose un ≪ Sn lorsque n → ∞. Exprimer en fonction de Sn
un équivalent des sommes partielles (resp de restes) de la série

∑

un/S
α
n

lorsqu’elle diverge (resp lorsqu’elle converge).

2.

a)Si
∑

un diverge, discuter en fonction de α > 0 la nature de la série

∑ un
Rαn

, où Rn =

∞
∑

k=n

uk

b)On suppose un ≪ Rn lorsque n → ∞. Exprimer en fonction de Rn
un équivalent des sommes partielles (resp de restes) de la série

∑

un/R
α
n

lorsqu’elle diverge (resp lorsqu’elle converge).


