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I Cours

1. Définir 'exponentielle et justifier sa dérivabilité.
2. Formules de Taylor.

3. Dérivées et limites de fonctions.

IT Une série de fonctions

Soit (A,) une suite de réels croissante, positive, tendant vers +oo
On pose f(z) =Y oo j(—1)me *n®
1. Définition et continuité de f

2. Caleuler [° f(t)dt

IIT Dérivabilité de la limite

Pour z > 0, on considere la série de fonctions de terme général f,(z) =

P

T+n?
1. Quelle est la nature de cette suite ?

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de sa somme

IV Théoréeme de Darboux

Soit f : R — R dérivable. On va montrer dans cet exercice que I'image
d’un intervalle par la dérivée de f est un intervalle. On propose trois
méthodes pour montrer ce résultat.

1. Preuve topologique : Soit I un intervalle ouvert non vide de R et

6~ {{e=10)

r—y

|x<y€]}.

Montrer que G est connexe et que G C f/(I) C G. Conclure.

2. Pentes : Soit [a,b] un intervalle de R et y € [f'(a), f'(b)]. On définit
deux fonctions ¢, : I — R par

ota) = {

Montrer que y € ¢([a, b]) U([a, b]) et en déduire l'existence d'un ¢ € [a, b]
tel que y = f'(c).

f(@)=F(a)

f®)~f @)
f'(a)

f'(0)

siz#b

sizx=0»b

siz#a
siz=a

ot o) =

3. Exzistence d’un mazimum : Soit [a,b] un intervalle de R et g: I — R
telle que ¢'(a) > 0 et ¢'(b) < 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que
g'(¢) = 0. Conclure en posant g(x) = yx — f(z).

V Dérivabilité d’une série de fonctions

Soit f(z) = > o2 (=1)" tIn(1+ £) pour z € R*.

1. Définition, continuité et dérivabilité de f.

2. Montrer que f'(z) = 01 f;:tdt

3. Donner un équivalent de f en 04 et en 400
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VI Diracs et approximation polynomiale

Une suite (K,,), d’applications continues positives et & support compact
de R dans R est dite de Dirac si

Vn € N,/RKn(t)dt =1 (1)

Ve > 0,Vd < 0, dng € N : Vn > ng, 0§/ K,(t)dt <e (2)

R\[—4,]

Soit alors f : R — R, continue a support compact (c’est a dire nulle
en dehors d’un compact de R). On pose :

0= [ 10K

1. Prouver que (f * K,,), converge uniformément vers f sur R.

Ve eR, (f* xftDt*/fmft (t)dt

2. Montrer que toute fonction continue g : [0,1] — R est limite uniforme
sur [0, 1] d’une suite de fonctions polyndmes.

VII Fonctions continues nulle

dérivables

part

1. Soit A la fonction 1-périodique paire définie sur [0, 3] par A(z) = |z|.
Montrer que la fonction f : R — R définie par

fay =y 22

neN

est continue et nulle part dérivable sur R.

Indication: Pour la dérivabilité, considerer des suites de points bien choi-
sies.

2. Soit C l'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R. Pour tout
g, A >0, on pose

Uen={feC|Vael0,1],3yec0,1], [y—a| <cet ‘M - Ay,

Montrer que U, 4 est un ouvert dense. En considérant (U 1 ,)neN, montrer
que ’ensemble des fonctions continues nulle part derlvables sont denses
dans l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Indication:
e pour f € C et § > 0, on considerera la fonction z — f(z) + dsin(Nx)
avec N bien choisi
e On admetra le théoréme de Baire (c.f. poly : page 5 du chapitre 1I-3)
qui affirme que toute intersection dénombrable d’ouverts denses (d’'un
espace complet) est dense.



