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I Conditions de théorémes

Pour chacun des énnoncés suivant, donner des conditions (les moins res-
trictives possibles) dans lesquelles il est vérifié.

1.Si )" uy, converge alors > f(uy,) converge et > - f(un) = fF(Oonr un)

2. |Jull <1 = (1—u) inversible

3.
lim lim f,(z) = lim lim f,(x)

n—oo r—a r—a n—oo

CM(I) = C(I) @ (1)

(ot CM(I) et E(I) désignent respectivement les fonctions continues par
morceaux et en escalier sur sur I.

5. (302 llusl| < 00) = (3 u; converge)

II De CVS a CVU

1.So0it (f,) une suite de fonctions d’un segment I = [a,b] de R & va-
leurs dans un R-evn E. On suppose qu’il existe K > 0 tel que toutes les
fonctions f,, soient K —lipschitziennes.

Si (fn) converge simplement vers une fonction f : I — E, montrer que
la convergence est uniforme.

2. Soit (fn) une suite de fonctions convexes de ]a, b[ dans R (ol ]a, b] est un
intervalle de R) qui converge simplement vers une fonction f :]a,b[— R.

Montrer que sur tout segment [a, 8] Cla,b[, la suite (f,) converge uni-
formément vers f. La convergence est-elle uniforme sur ]a, b[ tout entier ?

IIT Séries

On considere les séries > u, et > v, dont on appelle respectivement S,
et T, les sommes partielles de rang n.
On suppose que u décroit et tend vers zéro et que :

Yn > 1,0, =n- (Up — Upyt1)

1. Montrer la convergence de Y v, lorsque Y u,, converge.
Indication: On pourra exprimer 7T, a l'aide de S,, et de 41

2. Reciproquement, si Y v, converge, montrer que u, aussi.

(21 v -

. . Sn
Indication: on pourra montrer que V(n,p), *%" - F*; <
1_ _1
n n+p

3. En cas de convergence, comparer leurs sommes

4.En déduire, pour o > 2, 307 S oL

IV  Exponentielle

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,) définies par

Rt — R
fn: z o~ (1-2)" size(0,n]
T 0 siz>n
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converge uniformément sur Rt vers z — ™%

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,) définies par

o

converge uniformément sur tout compact de C vers z — e~

C — C
2 o= (1-2)"

z

V Limites uniformes de polynomes

1. Que dire d’une fonction f : R — R limite uniforme sur R d’une suite
de fonctions polynémes (P,)?

2. Que dire d’une fonction f : R — R limite uniforme sur un segment
I C R d’une suite de fonctions polynémes (P,) ?

VI Type de convergence

Rt — R

X [d

Pour tout n € N*, on définit I’application wu,, : { =
n24x2

1. Montrer que la série de fonctions Y u, converge simplement sur R*

vers une fonction continue f, mais que la convergence n’est pas uniforme

sur R

. . . 0o T 2p T
Indication: anp_H T 2 Zn=p+1 e

2. Montrer que la série de fonctions Y (—1)"u,, converge uniformément sur
RT tout entier, mais que la convergence n’est pas normale

VII Sous Espace

Soit E un s-ev de C°(R,R) de dimension finie, et soit (f1, f2, .-
base de E.

. fp) une

1. Montrer qu’il existe des réels (a1, as, ...
non nul.

,ap) tels que det (fi(a;)) soit

2.Soit (u,) € EN convergeant simplement vers u sur R. Montrer que
u € F, et que la convergence est uniforme sur tout compact.



