Exposé de M1: Algorithme de Metropolis

Erwan Scornet

27 juin 2011

Introduction

Le but de cet exposé est de présenter la méthode de Monte Carlo et plus par-
ticulierement l'algorithme de Metropolis qu’on se propose d’appliquer a diverses
situations. Cet algorithme permet de simuler n’importe quelle mesure de proba-
bilité avec des applications notamment en thermodynamique (énergie de Gibbs),
en physique numérique (calculs d’intégrales, calcul d’extrema), mais également
en finance. Cette simulation est utilisée lorsque les calculs déterministes (i.e. par
des méthodes conventionnels) sont beaucoup trop longs. La totalité de cet exposé
provient de l'article [GL10).

On se propose dans cet exposé de décrire la méthode permettant de simuler
une mesure sur une variété riemanienne sans bord.
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On se pose le probléme suivant : étant donné une fonction f : [0,1] — R
comment peut-on calculer fol f(x)dz?
D’aprés la loi forte des grands nombres, on sait que si Xy, ..., X, sont des v.a.
indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1], alors
1 n—1 1
Y00 S EGOW) = [ fa)ds

k=0

et une estimation de la vitesse de convergence est fourni par le Théoréeme Central
o . 1
Limite. La vitesse est au plus en n™2

Remarque Cette estimation est bonne car il est facile de simuler des variables
aléatoires uniformes sur [0, 1] et cette estimation ne dépend pas de la dimension
d’espace : elle est aussi efficace sur [0, 1]%.

Soit 7 une mesure de probabilité sur [0, 1]. On peut calculer de la méme maniére

/ F(a)dn(a)

Cependant, il faudrait pouvoir simuler des variables aléatoires de loi 7 ce qui n’est
pas évident a priori. C’est dans ce but qu’on va utiliser les chaines de Markov.



1 Simulation de mesure et calculs d’intégrales sur
un espace d’état dénombrable

Soit € un espace d’état dénombrable. Considérons une chaine de Markov (CM)
sur €2, totalement définie par sa fonction de transition k(x,y). Cette chaine de
Markov, sous réserve de posséder quelques bonnes propriétés, posséde une mesure
invariante p (p(x) pour x € €2 correspond a la probabilité qu'une personne partant
de n’importe quel y € Q arrive en x au bout d’un temps trés long). Cependant,
on voudrait simuler la mesure 7. L’idée est de réussir a modifier £ pour que 7 soit
la mesure invariante de la nouvelle chaine de Markov . Ainsi si on fait évoluer une
variable aléatoire sur {2 grace a la chaine de Markov modifiée, on obtiendra une
variable aléatoire limite dont la loi est 7.

Définition : Algorithme de Metropolis
L’algorithme de Metropolis est la modification de la fonction de transition (FT)
afin d’obtenir une chaine de Markov de loi invariante 7.

Position du probléme

On aimerait, a partir d’'une matrice de transition K (z,y), fabriquer une matrice
M (z,y) telle que la CM de matrice de transition M (z,y) admette m pour loi
stationnaire. On doit néanmoins avoir des conditions sur K(z,y) :

— K est apériodique

— K est irréductible

Pour ceci, définissons le tauz d’acceptation A(z,y) par :

m(y) K (y, =

Alw,y) = TIRWT)

() K (x, y)

Remarque 1 Si Vz,y, A(x,y) = 1, la CM de loi initiale 7 et de fonction de
transition K est réversible. Ainsi, sa loi converge vers la mesure 7

Remarque 2 Si A(z,y) > lalors P(X; =y et Xip1 =) > P(X; =z, Xip1 = ).
En d’autres termes, le voyage se fait plus facilement de y vers z que de = vers y.
Pour avoir une mesure réversible, et donc stationnaire, il convient de rééquilibrer
les voyages, i.e. de favoriser le passage de z vers y.

On pose alors M (x,y) la nouvelle fonction de transition définie par, si z # v,

_ ] K(zy) si A(z,y) > 1
M(‘T’y) B { K(:U,y)A(I,y) si A(:c,y) <1



On peut résumer ceci en

M(C(],y) = K(:L’,y) min(LA(Imy)) (1)

Interprétation

Supposons que la chaine soit en z.

~ Si A(z,y) > 1, le voyage y — x est plus fréquent que celui de x — y. On
pose M(x,y) = K(z,y). Autrement dit, on calibre la nouvelle FT sur la plus
petite valeur, ici K(z,y).

— En revanche, si A(x,y) < 1, le voyage © — y est plus fréquent que celui de
y — x. Pour compenser, on va :
— en y avec une probabilité A(z,y)K(z,y)
— en z (i.e. on reste sur place) avec une probabilité 1 — A(x,y) K (z,y)

Lemme : mesure stationnaire
7w est réversible pour M et est donc 'unique mesure stationnaire de la CM
modifiée.

Preuve
Soit  # y. Soit A(x,y) > 1, soit A(y,z) > 1. Supposons, sans nuire a la
généralité, que A(z,y) > 1. Alors,

m(y)M(y,r) = 7(y) K(y, ) A(y, v)

Or, par définition, 7 (y) K (y, ) A(y, ) = 7(z)K(z,y) ce qui conclut.

La chaine de FT M(z,y) admet donc 7 pour loi stationnaire. On peut donc
simuler 7 de la fagon suivante : on prend une distribution quelconque sur I’espace
Q) (éventuellement un dirac) et on laisse évoluer le systéme selon la FT M(z,y).
On obtient une variable aléatoire dont la loi limite est 7.

Cette méthode permet effectivement le calcul d’intégrale de la forme [, f(z)dr(z).
Le théoréeme suivant justifie la méthode de simulation précédente.

Théoréme ergodique

Soit €2 un espace d’états fini ou dénombrable. Soit ) une fonction de transition
irréductible et apériodique, on suppose que la CM de fonction de transition @
admet une probabilité invariante 7. Alors,

1. 7 est 'unique probabilité invariante et 7(x) > 0 pour tout = €

2. Tous les états sont récurrents



3. Ve e E,Vf:Q — R telle que E(]f]) < +o0
R .
i3 F(XE) = [ 1)), ps
k=1

On a donc établi une méthode permettant de simuler la mesure 7 qui trouve son
utilité notamment dans le calcul d’intégrale. Cependant pour que cette méthode
soit efficace, il faudrait connaitre la vitesse de convergence de cet algorithme. Dans
le cas ou {2 est fini, on a le résultat suivant sur la vitesse de convergence de
I'algorithme :

Théoréme : vitesse de convergence d’'une CM sur un espace d’états fini

Soit Q = {1,..., N} et K une fonction de transition sur €2, irréductible et
apériodique. Alors Spec(K)= {1, Az, ..., An} avec 1 > |Ao| > ... > |An] et il existe
des constantes C, A telles que, pour tout n, on ait

sup HKn(x,y)dy — 7THVT < C’\)\g\"n“‘ _ (ermdatAlnn (2)

Cependant, lorsque € est seulement dénombrable, ou si 2 = [0, 1], on n’a pas
de vitesse de convergence universelle. Ceci est dii aux valeurs propres de la FT :
si () est infini, leur nombre est infini et on peut imaginer qu’il existe une suite de
valeurs propres qui tende vers 1 de sorte que la convergence (mesurée dans le cas
fini par la premiére valeur propre inférieure a 1) soit aussi lente qu’on le souhaite.

On va montrer que la vitesse de convergence de l'algorithme de Metropolis est
exponentielle méme pour des ensembles €2 infinis. On choisit de s’intéresser ici a
I’algorithme de Metropolis sur une variété riemanienne.

2 Algorithme de Metropolis sur une variété Rie-
manienne

Soit 2 = (M, g) une variété riemanienne compact, sans bord, réguliére, de
dimension d munie d’une métrique g.

2.1 Généralités

Notations
On note dy(z,y) la distance géodésique entre deux points de la variété x et y.
Soit B(z, h) la boule centrée en x de rayon h définie par :

B(x,h) = {y,dy(z,y) < h}

3



On note |B(z, h)| le volume de la boule B(z, h) défini par

|B@mn=/ dyy
B(z,h)

La relation entre un opérateur 7} et son noyau K} est donnée par :
M) = [ 1)Kty

Opérateur associé a une marche aléatoire
L’opérateur T}, associé a une marche aléatoire de rayon h sur la variété M est

1
<nﬁuozﬁigalé@mﬂw%y

Le noyau associé a cet opérateur est, par définition,

L{d, (z,y)<h}

R = g

L’opérateur 7}, agit sur les fonctions f : M — R. En premier approche, on peut
faire évoluer des mesures de probabilités de maniére simple grace a Tj. Par exemple,
pour f = 6, qui correspond au cas ot la marche aléatoire commence au point x,
on a

(Thf)( ’B y7 |/yh

{0 mvenen
m siy € B(x ,h)

Le point = se retrouve aprés une itération uniformément distribué dans la boule
de centre z et de rayon h. De maniére plus rigoureuse, 7} agit sur ’espace des
mesures de probabilités par transposition

<t Th(u)? f >=< Th(f)uu >

< for>= [ F@uto)

En itérant T}, on simule ainsi une mesure, sous réserve que les itérées de T},
convergent et c’est ce qu’on va montrer dans la suite.



Mesure uniforme sur la variété
On voit que cet algorithme a de bonnes chances de simuler non pas une mesure
quelconque mais la mesure uniforme duy; sur la variété définie par

dgx

= aan)

Dans ce qui suit, on va montrer que les itérées de T} permettent de simuler une
mesure proche de la mesure uniforme.

Théoréme : mesure invariante pour 7},

. B(x,h)
L’opérateur T, admet dvy,(x) = %d X comme mesure invariante

Preuve
D’apreés ce qui précéde, on sait que T}, agit par transposition sur ’ensemble des
mesures, on a :

<t Th<dl/h>,f > =< Th(f), th >
- / T(f) (@) dva ()

|B(, h)|
dgy——""dg
/zeM/yeBzh |B(z, h)| 1) thdhd g
d,x
thdh /zeM /yeB(:ch Jdgydy
dgx
thdh /yGM /xGB(y, dgy
1
= ——d,x)d
/ f(y)(/xeB(y . Zrcah ,2)dgy
/ fy IB y, h)|
thdhd

- / £ (y)dvny
yeM

=< f,dy, >

Donc dvy, est une mesure invariante pour 7}.

Ce résultat n’est pas satisfaisant car méme si on a que

dvy, —rp—0 dp



la mesure dv, dépend en général de la variété M. On a donc réussi a simuler pour
tout h une mesure dv, qui est assez proche de le mesure uniforme. Cependant, étant
donné que h est fixé au départ, cet algorithme ne permet pas de simuler la mesure
uniforme car méme apreés un trés grand nombre d’étape, on n’aura approché que
dvy,. Pour corriger ceci, on va modifier 'algorithme de maniére a ce qu’il admette
dp comme mesure invariante.

Modification de 7} pour simuler une mesure uniforme
Revenons un instant au cas général, c’est-a-dire au cas ot 1’on souhaite simuler
une mesure

dr(z) = p(z)d,x.
D’apres I'expression de duy, il est équivalent d’essayer de simuler
dr(z) = p(x)dvy(x)
ou p(x) est donné par

Zthhd

plz) = P(@W (3)

On définit alors, comme dans la partie précédente, un taux d’acceptation
A(x,y) donné par :

A(xay> = %
D’apreés (3), on a
_ ply) |B(z,h)|
A9 = B R W

On définit alors un nouvel opérateur M;, par son noyau My, :
Mh(l'7 y) = mh<x)5y:$ + Kh(x7 y) min(la A(l’, y))

o my, est défini de maniére & ce que [, My(z,y)dyy =1 i.e.
ma(a) =1~ [ Kalz,)min(1, Az, )
M

Lemme
Dans le cas général, la mesure dr = p(x)d,z est invariante pour l'opérateur
My,.



Démonstration

<' My(pdyzx), f > :/ MMh(f)(x)p(I)dgx
= /GM mp () f(z)p(z)dyz

1 .

+/IGM /yEB(W Mmm(fl(l’,y), 1) f(y)dgyp(x)dyz

Le premier terme vaut
/EM my(z) f(z)p(z)dyx
[0 [ Kl min A, ) f(@)ola)dye
= z)f(x)d,x — ﬂmin T z)d,x
= [ et [ ] min A ). 1)@y

= z)f(x)d,x — min Pz) P(y) z)d,x
= [ttt [ ] G e

Le deuxiéme vaut

el py)
/ﬂceM /yeM min( |B(x,h)|” |B(y, h)| )f(y)dgydgx

On a donc, finalement,

< Malpdya).f > = [ pla) o)y

zeM
=< pdgz, f >

Donc pd,x est invariante pour M),
Dans la suite, on essaye de simuler la mesure uniforme. On choisit donc p(z) =
1. On a donc

_|B(a,h)|
Bly. h)

Pour réussir a montrer la convergence et la vitesse de convergence de cet algo-
rithme vers la mesure uniforme dy, il convient d’analyser 'opérateur Mj,.

Az, y) (5)



2.2 Analyse de 'opérateur de marche aléatoire T
2.2.1 Premier théoréme fondamental

Notations préliminaires
Soit |Ay| Vopérateur positif, borné, autoadjoint sur L?(M, dv;,) défini par
h2

1-Ty=——
" 2(d+2)

AV

Premier théoréme fondamental
Il existe hg assez petit, v < 1, C; > 0 tels que VO < h < hy,
— Spec(Ty,) C [—7,1]
— 1 est valeur propre simple de T},
Soit
0<...<pugs1(h) <pp(h) < ... <pi(h) <polh) =1
les valeurs propres positives de Tj,.

Pour tout L > 0,3C5 > 0,V0 < h < hg,Vk < L, on a
|1 - uk(h) . )\k
h? 2(d+2)
ou les A\; sont les valeurs propres de —A,.

| < Cyh? (6)

Soit N(a,h) le nombre de valeur propre de Tj, dans lintervalle [a,1]. On a
I'estimée de Weyl suivante sur N(1 — 7h? h) :

V5 €0, 1[,¥r € [0, (1 — §)h ™2
N 1)~ ) dzd] < Coy(L+7) 42 (1)

La(l€12)€[t—7h2,1]
ou dxd§ est la forme volume sur le fibré tangent associé a la variété M et ou ||,

est la longueur relative a d, du vecteur tangent £ au point x.

En particulier, on a

N(1—71h* h) < Cs(1+1)%? (8)

De plus, on a que pour toute fonction propre e} de T}, associée a la valeur
propre ju(h) € [4,1],
el < Cs(1 4 ()€ 2 (9)
avec Tp(h) = h™2(1 — px(h)).

10



Remarque En fait, ce théoréme montre que Uopérateur |Ay|, qui est juste une
renormalisation de T}, est proche du Laplacien au sens L?. En effet, (6) montre que
les valeurs propres de |Ay| sont distantes de moins de h* de celles du Laplacien.
L’opérateur |Ay| n’est donc qu’une perturbation, au sens L? du Laplacien.

2.2.2 Calcul microlocal : notations et définition

Ceci nous pousse a étudier d’un peu plus prés le Laplacien. En effet, sur un
ouvert de R", les fonctions invariantes par T} sont des fonctions qui vérifie A f = 0.
Il est donc naturel que le Laplacien, méme sur une variété riemanienne, ait toujours
un role a jouer.

Lien avec le Laplacien
On note A, 'opérateur (négatif) de Laplace-Beltrami sur (M, g) et

le spectre de opérateur auto-adjoint —A, sur L*(M, d,x). Posons

Gale) =+ / ¢ dy
Cd Jy|<1

Remarquons que GGy apparait naturellement car c’est la transformée de Fourier de
la boule unité

1
Ga(§) = C—d]:(ﬂB(o,l))

Ainsi, G4 ne dépend que de |£|%. Posons
Ga(€) = Ta(l€])

qui vérifie les propriétés suivantes (admises) :
— I'y est définie sur [0, 00| et est analytique réelle
Tals) < 1
— limg 1o Ty(s) =0
—Tu(s)=1-— sy O(s?)
Iy < 1,Vs,Ty(s) € [—70,1], avec Ty(s) =1ssi s =0 ()

Espace H*
On dispose d’une base orthonormée dans L? composée des fonctions propres
réelles du Laplacien donnes par

—Age; = Aje;

11



Pour toute distribution f € D', on peut écrire
=Y fieix)
J
ou les f; sont les coefficients de Fourier de f donnés par

fi= [t @iy
On définit, de méme que dans R" les espaces de Sobolev
HY (M) = (1 —A,)*2L*(M, d,x)
On rappelle que f € H*(M) ssi

[1£]

eon = > _(L+N)1f]” < o0

J

On définit la A norme de Sobolev par

11170 = D1+ 201 f (10)

J

Opérateur a partir de fonction
Dans la suite, étant donné une fonction ¢ € C§°(]0, 0o[), on considérera souvent
lopérateur ¢(—h*A,) défini a partir de ¢ par la formule

(=h*Dg)(f) = Z O(h2A)) fie;(x)

En particulier, on considérera souvent Iy, = [y(—h?A,).

On doit maintenant définir plusieurs classes de fonctions. Commencons par la
classe S™ des fonctions de (x, &, h) réguliéres en z, £ et dont les dérivées par rapport
a & d’ordre supérieur & m tendent vers 0 & 'infini.

Définition : S™
On dit que a(x,&, h) € S™ pour m € R si
— a est réguliére en (z,&) € R*? pour h €]0, 1]
— Va, 8,3C, s indépendant de h,V(z,£) € R??,

0202 a(x, €, h)| < Cap(1+[¢))™

12



Définition : Opérateur associé a a € 5™
Pour a € S™, Op(a) est un opérateur agissant sur S™ défini par

Op(a)(f)(x) = (2mh)~" / eV ha(x, €, h) f(y)dyde
=F! (a(as, hv, h)f(l/))

Définition S
On dit que a(x,& h) € ST (avec S C S™) §'il existe une suite a,(z,§) €
S™" n > 0 telle que pour tout N, on a

a(x, &, h) = Z (%)”an(x,ﬁ) + hNry (2, €R), avec ry € SN

0<n<N

Autrement dit, si a € S}, on peut développer a en série entiére par rapport a
h a tout ordre et obtenir un reste aussi régulier que I'on veut si ’on accepte d’avoir
beaucoup de termes dans la série entiére.

Définition : classe des opérateurs classiques pseudo-différentiels d’ordre
m ey

Une famille d’opérateurs A, agissant sur l'espace des distributions D’(M) ap-
partient a €7} ssi Vog € M,

- 3U,, contenant x,

— Je € C§° valant 1 au voisinage de 0

— JY € C§° valant 1 au voisinage du support de ¢
tels que

— App =V Arp + Ry, avec Ry, réguliére

— da € ST tel que

WAL = Op(a) sur U

Autrement dit, A, € € si la dépendance en h de Aj peut se comprendre
comme celle d'un opérateur Op(a) localement en z (i.e. si Aj, est un opérateur
localement analytique en h).

Définition : symbole principal
Si Ay € €7, le symbole principal de Ay, 0o(Ay), est par définition le premier
terme dans le développement limité de Aj, en h,

o0(Ap)(x,€) = ag(x, &) avec A, =Y (h/i)"an(z,&)

n>0

13



Définition : ¢, et ¢,
On définit 'ensemble des opérateurs classiques pseudo-différentiels ., par

m
cl

€ = Unpe
On définit ’ensemble des opérateurs classiques pseudo différentiels d’ordre —oo,
noté e,

—00
cl

m
cl

€ = M€
Définition : £,

Une famille d’opérateurs C), agissant sur I'espace des distributions D’(M) ap-
partient a &% ssi

— ()}, est uniformément borné en h sur L?

— Yoo € C5°(]0,00[), on a

¢ (_ 2Ag)ch —00
Chdo(— A, } € <a

Autrement dit, C), € €% si O}, est borné en h et se comporte bien avec le
Laplacien, au sens ot le produit C,A, peut étre compris, localement, comme un
opérateur d’ordre infini. Deux autres points nous seront utiles dans la suite : une
inégalité et le théoréme du min-max.

Inégalité de Garding
Soit a(x,&, h) € S™ de partie principale a,, tel qu'il existe C, Vh €]0, ho[, on
ait

Reap(z,§) = Cl¢[™
Alors, Ve > 0,Vf € S(R"),
Re < Op(a)f, [ > > (C = ¢)||[lIz:
Théoréme du min-max
Soit A un opérateur compact, hermitien, sur un espace de Hilbert H. Soit
<M< <N

les valeurs propres positives de A. On a alors, pour tout espace S, de dimension
k,

inf < Azr,x > <\
2ES,||z||=1

14



2.2.3 Lemmes préparatoires

Dans cette partie, on énonce une suite de lemme dont on trouvera la démons-
tration dans [GL10].

Lemme 1
T, est uniformément borné en h sur C?

On avait prédit le fait que 7}, ait un lien avec le Laplacien. Plus précisément :

Lemme 2
1l existe hg tel que Vh < hg, Popérateur T}, € £9,.

De plus, on peut quantifier la différence entre Tj, et Ty, = Ta(—h*A,) de la
maniére suivante : elle est d’ordre h?, réguliére et est complexe.

Lemme 3
Soit ¢p € C§°(]0, o0]) et

A = h73(Ty, — Tap)do(—R*A,)
Alors Ay, € €,°°. Son symbole principal o¢(Ay) vérifie prés de £ = 0,

S(z)
3

a(0)

o an(e©) = (Z2 16wy - riop) + Y Ricla)e0)) anlle) + O

ou Ric(x) et S(z) sont respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire
en .

Lemme 3 bis

|B(0,h)| = hicq(1 + @Shz‘ + O(h%))

L’analyse de T}, est surtout compliqué lorsqu’on est proche de 0 (au sens des
valeurs propres pour le laplacien). Lorsqu’on est loin de 0, 7}, se comporte bien et
est en particulier borné :

15



Lemme 4 : Action de 7}, loin de 0, contrdle des hautes fréquences
Soit x € C§°(R) valant 1 prés de 0. Il existe hg, Cy > 0 tel que

Vp € [1, 00], Yh €]0, hy|

T(1 = ) (=12

< —
)”Lp = \/g
pour tout s > 1.

De plus, lorsque h tend vers 0 les fonctions propres de 1}, se comporte bien, i.e.
leur h-norme est borné uniformément en h.

Lemme 5 : Contréle de la norme des fonctions propres de 7j, uniformé-
ment en h
dhy > 0,V5 € N,3C; > 0 tel que

sup |[e"||n; < C;
he]0,ho]

ol || f||n,; est la h-norme de Sobolev définie par (10).

D’autre part, les fonctions propres de T}, lorsqu’elles sont privées de leur spectre
"laplacien" proche de 0 (avec une échelle donnée par h?) tendent vers 0 avec h de
maniére trés réguliéres.

Lemme 6 : Controle des fonctions propres loin de 0
X(=h*A,)e" — €' = Oces (R™)
ou x € C§°(Ry) avec

x = 1 sur [0, s4]
X = 0 sur [s; + 1, 00]
s1/Vs>s —1,]'(s)] < /2

En fait, on a mieux que le lemme 6 pour le controle de la norme des fonctions
propres de T}, :

16



Lemme 7 : Contréle de la norme des fonctions propres de 7j, uniformé-
ment en h par des vraies normes de Sobolev

Vj € N,3C;,Vh €]0, hol,
™ msary < C5(1+ 7)7/2

2.2.4 Preuve du théoréme 1

Remarquons tout d’abord que 7}, est autoadjoint (propriété trivialement véri-
fiee) et est compact comme tout opérateur a noyau.

Rappelons qu’il existe v < 1 tel que T'y(s) € [—v0, 1] pour tout s € R d’apres
(2.2.2). Soit £ €]0, 152 et x(t) € C5°([0,00]) valant 1 prés de 0 et tel que x(t) €
[0, 1] pour tout ¢t. D’aprés le lemme 4, il existe s > 0 tel que

h2A,

ITh(1 = x) (= N> <e

D’autre part, d’aprés le lemme 3, on peut appliquer I'inégalité de Garding a I'opé-
h2A,
S

rateur Tp,x(— ) : pour h > 0 assez petit,

h2A
< Tpx(— S D> > (=0 —o)llf]]72

D’apres les deux inégalités précédentes, on obtient :
<Tuf, [ >z > (=0 — 20)||f]]7:
Et donc, puisque T}, est autoadjoint dans L?, on a que, pour tout e,
inf Spec(1},) > (= — 2¢)

Ce qui prouve que Spec(T}) C [—o, 1].

Preuve de (6)
Prouvons maintenant (6). Posons

1-1T,
|Ap| = 2(d + 2)7 (11)

Pour k < L, posons my, = dim(ker(A, + A;)) la multiplicité de A\gz. Soit py € C§°
valant 1 prés de 0. Alors il existe hg > 0 tel que pour h €]0, hgl, on a

e = po(—h2Ag)e
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pour tout e € ker(A, + \g) avec k < L. Soit (U;) un recouvrement fini d’ouvert,
et (¢;) une partition de I'unité vérifiant

{ Z]’ ¢j =1
¢; € C5°(U;)

On a alors

(T = Tan)e = Y _(Tn — Tan)po(—h*Ag)d;(e)

J

D’apreés le lemme 3, on a, pour tout 7,
(T — Tap)po(—h*Ag)d; = h*Op(a) + Ry,
avec

a = as+ hag + ... € S;°° a support compact dans U;
Ry, réguliére

as(w,€) = O(&%) pres de £ =0

az(z,0) =0

Comme e est réguliére et ne dépend pas de h, il vient que

> (T = Tan)po(—h*Ag)¢;(e) € Opa(h?)

J
et donc
(T = Taplellrz = O(nY) (12)
D’autre part,

Fd,he = Fd(h2>\k>€
= (1 + R’T%(0) A + O(h*))e (13)

En combinant (12) et (13), on obtient
1(1AR] = Ap)el[r2 = O(R?)
pour tout e € ker(A, + ). D’ou, puisque |Ay| est autoadjoint, on a
4Cy > 0,Vh G]O,ho],VO <k<L
Card(Spec(|An|) N [M — Coh?, A + Coh?]) > my, (14)

18



Il reste donc & prouver I’inégalité inverse ce qui conclura. Soit maintenant e” une
fonction propre normalisée de |Ay|. Elle vérifie donc

|Aple" = 7"

avec 7, borné. D’aprés le lemme 6 e — po(—h%A,)e" € Oce(h™®) et d’aprés le
lemme 7, puisque 73 est borné, HehHHJ(M) < Cj ou les C; sont indépendants de h.
D’aprés le méme argument qu’au dessus, il existe C' indépendant de h tels que

(7 + Ag)(e)ll2 < CR? (15)

et donc dist(7,, Spec(—A,))< Ch?. Soit p > my, et soit e;(h), ..., e,(h) une famille
de fonctions propres orthonormée de |Aj associées aux valeurs propres 7;(h) €
[(Ar — Coh?, A\, + Coh?]. D’aprés le lemme 7, il existe une suite (h,,) vérifiant

h, — 0
el(hn) — 2 fi

D’apreés (15), on obtient

—Agfi=Mf1, VIS <p

les fonctions f; sont orthogonales

Donc my, > p ce qui compléte la preuve de (6). En particulier, ceci montre que 1
est valeur propre simple de Tj,.

Preuve de (7)

Montrons maintenant U'estimée de Weyl (7). Soit ¢ €]0,1[. Soit 7 € [0, (1 —
§)h~2]. Remarquons que N (1—7h? h) est le nombre de valeurs propres de |Ay,| dans
intervalle [0,2(d+2)7] d’aprés (11). Notons Ny(a, h) le nombre de valeurs propres
de I'y(—h*A,) dans l'intervalle [a,1]. Définissons la fonction ¢p(s) et I'opérateur
| A} par :

1— Fd(S)
(16)
AR = ¢n(=h*Ay)
Alors No(1 — 7h?,h) est le nombre de valeurs propres de |AY| dans I'intervalle
0,2(d + 2)7].
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Ny vérifie (7)
Montrons d’abord que Ny vérifie I'estimée de Weyl (7), ¢’est-a-dire que 3C, Vh €
10, ho[, V7 € [0, (1 — §)h72,

INg(1 —7h?, h) — (27rh)d/ drdg| < Cs1(1+ )41/ (17)
La(|€12)€[1—7h? 1]
Soit n(A) (resp. n~ (X)) le nombre de valeurs propres \; de —A, dans U'intervalle
[0, A] (resp. [0, A]). D’aprés Pestimée de Weyl classique avec reste, on a
nt(\) = (27) ¢ / drdé + O(N4=1/2) (18)
[€12<A

D’aprés (16), No(1 — 7h?, h) est le nombre de valeurs propres \; de —A, vérifiant
1 —Ty(h?\;) < 7h? En posant

H={s>0,1-Tq(s) <7h%},
on obtient, comme 7 < (1 — §)h™2

H =1y U ... U I} réunion disjointe
]0 == [0, So(Th2)]
I = [s;(th),s;“(ThQ)],V1 <j<k
0<coy<sy <sf<s3 <s§<..<sf<e
ou ¢g est indépendant de h,d et ¢; est indépendant de h (on a pris ¢ tel que 'y

soit décroissante sur [0, co]). On a donc

No(1=7h* h) =n*(soh™®) + Y n*(sfh™®) = n~(s;h7?) (19)

Jj=1

Remarquons que lorsque 7 < ch™? avec ¢ assez petit, k = 0 et dans ce cas, on a,
d’aprés (2.2.2)

soh™? ~2(d + 2)7
et alors (17) est une conséquence de (18). D’autre part, si 7 > ch™2 alors

(Sih—2)(d—1)/2

(SJ h2)(d=1)/2 } sont de lordre de 7(*1/2,
0

On obtient alors (17) a partir de (18) et (19).
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Lien entre Ny et N
On vient d’établir 'estimée de Weyl pour Ny. Il nous suffit donc de montrer
que Ny est assez proche de N pour que N vérifie la méme estimée.

Soit E; 'espace vectoriel de dimension finie engendré par les fonctions propres
ej de —A, avec ¢p(h%\;) < 27(d + 2). D’aprés une conséquence de (16) déja
énoncée, on a

dim E, = No(1 — 7h%, h)
D’aprés (2.2.3) et |||Ax]||ze < Ch™2, on a, pour tout f € L?,
| < |AulfIf Z>L2(M,Zpdvy) — < \Awlf, f > L2(M,dg) | < C/||f||i2 (20)

Soit x € C§°([0,00[) valant 1 prés du compact {s > 0,1 — T'y(s) < 1 —6}. Alors
Vf € E;, f=x(—h*A,)f et d’aprés le lemme 3, on a

(1An] = [ARDX(=h*Ay) = —2(d + 2) Ay

Comme Aj, est borné dans L?, on a, d’aprés (20), l'existence de C_ = C_(§)
indépendant de 7, h telle que pour tout f € E., on a

< ’Ah’fa f >L2(]\/[,Zhdl/h)S 2(T + C—)(d + 2)Hf’ ’%Q(M,Zhdyh)
Ceci implique d’apreés le théoréme du min-max
No(1 —7h* h) = dim(E,;) < N(1 — (7 + C_)h* h) (21)

Il nous reste & montrer une inégalité du méme type dans le sens inverse. Soit F;
le supplémentaire orthogonal de E. dans L*(M, d,x). Soit 6 € Cg° tel que

1T3(1 = 0)(—h2A,) |2 < 6
Soit x, 1 définie par

x € Cg°

x € [0,1]

X = 1 prés de [0,1 — d] U support(6)
=1—xtel que (1 -0)p =1

Soit Ay, By, donnés par le lemme 3 par les formules suivantes

An = (1An] = [ARDX(=h*Ag) € £
By, = x(=h*Ag)(1An] — |AR]) € 5
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On a alors
AR = X|A) X + V| A) [ x + x|ANY + | Al + Ap + Byt

L’opérateur A, + Bpt) étant borné sur L? par une constante C'(d) uniformément
en h, il vient de (1 — T},)¢ = ¥? — YT (1 — 0)Y que

d+ 2
< YARY S, [ > 12 dge) = 2(1—0)

D’aprés ceci et (20), on déduit qu’il existe Cy = C () > 0 indépendante de 7, h
telle que pour tout f = Z/\PT xje; € Fr,on a

<|Awlf, f > 12,20,y +(d+ 2)C+||f||%2(M,Zhdz/h)
> ) on(hPA) (0 + 2x) (W)

)\'>‘r
d 2
L2(1—6 + )|
Aj>T
> 27(d +2) Z |z; |2
/\j>T

> (27(d+2) = O 12200t 20

Ceci implique, d’apreés le théoréme du min-max que, il existe hg petit tel que, pour
T assez grand, Vh €]0, hy),

No(1 — 7h? h) = codim(F,) > N(1 — (1 — C;)h? h) (22)

On obtient alors I'estimée de Weyl (7) en combinant (17), (21) et (22).

Enfin, estimée (9) résulte du lemme 7 en prenant j = d/2 et en se souvenant
que H%? g’injecte dans L™ et que les fonctions propres e” sont normées pour la
norme L2,
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2.3 Analyse de M

Rappelons que d’aprés (2.1) et (5), on a

1 i
(Mf)(@) = m(o)f (@) + o / i A ) F )y

avec

B h)
A9 =150
On a donc
. 1 1
(Mf)w) =)0+ [ v e )y (23)
. 1 1
() =1 - /B@,h) min (B w Bh, ) € 0 (24)

Comme on a montré la convergence de I’algorithme pour 7},, on aimerait en déduire
celle pour Mj,. En fait, on va montrer que M}, n’est qu'une perturbation de T} et que
son spectre est proche de celui de T},. Ainsi on aura les mémes résultats que pour 7},
car comme pour le cas fini, la vitesse de convergence d’'une CM dépend uniquement
des valeurs propres de la matrice (analogue ici au spectre de 'opérateur R},)

2.3.1 Deuxiéme théoréme fondamental

Il existe hg assez petit, v < 1, C; > 0 tels que VO < h < hy,

— Spec(My) C [—,1]

— 1 est valeur propre simple de M,

— Le spectre de M), est discret en dehors de [0, C1h?]
Soit

Ch® < ... < jips1(R) < fin(h) < ... < jir(h) < fig(h) =1

les valeurs propres positives de M},. Pour tout L > 0,3C5 > 0,V0 < h < hg, Vk <
L,on a

2 2(d+2)

| < Coh (25)

Soit N (a, h) le nombre de valeur propre de M), dans I'intervalle [a, 1]. On a I'estimée
de Weyl suivante sur N(1 —7h? h) :

V6 €]0,1], Vreo,(1—8)h 2

|IN(1 —7h? k) — (27h)~ drdf| < Cs1(1 + 7')(d*1)/2

d
de(\EI%)G[l—TWJ]
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ou dxd€ est la forme volume sur le fibré tangent associé a la variété M et ou ||,
est la longueur relative a d, du vecteur tangent £ au point x. En particulier, on a

N(1 —7h% h) < Cs(1 +71)%? (26)

De plus, on a que pour toute fonction propre &} de M, associée a la valeur propre
ﬁk(h> S [67 1]?

1kl < Cs(1+7i(h) ][] 12 (27)
avec Tx(h) = h™2(1 — jix(h)). Enfin, il existe A tel que Vh €]0, hy),

e < 9 sup [|ME (2, y)dgy — dpp||py < Aem 72 (28)
xeM

et ceci pour tout m, ol 7y; et v2 sont deux fonctions positives vérifiant

Y1(h) = y2(h) =~ ﬁ

2.3.2 Démonstration

Rappel des notations et preuve des premiéres assertions
D’apreés (23) et (24), on a :

M, =T, + Ry

avec

Rul(f) (@) = ma(a)f(z) + / min(—— !

- d
Blah) By, h)| Bz, h)| 0)f(y)dgy

Posons a : (x,y,h) — a(x,y, h), la fonction négative définie par :

1 1
B) — hd_2 : —
a(z,y, h) mm(|B(y, h)|  |B(z, h)l’o)

D’aprés (2.2.3), on a qu'il existe une constante C' > 0 telle que Vz,y, h,

|V$CL((L’7y, h)| + |vya(x7 y7 h)| S C
|a(z, y, h)| < Cdy(x,y) (29)

24



Comme Ry (1) = My(1) — T,(1) = 0, et que

Ri(f) () = ma() f(z) + h2 / F(w)a(e,y, h)dgy

B(z,h)
on a

maa) = =1 [ ate.y by
B(z,h)
D’apreés (29), on a

|[mn ()| < CH® (30)
[Vmu(2)||z~ < OR?

et on en déduit (probablement grace aux injections de Sobolev) que

|Ru||zr < CH?
| Rp|lwio < CR?

Par conséquent, M, est bien une perturbation de Tj,. Comme ||Ry||2 < Ch?,
chaque valeur propre de T}, est a une distance inférieure & Ch? a la valeur propre
de T}, qui lui est associée. On en déduit que :

— Jho > 0,77 < 1 tels que Spec(M},) C [—,1]

— 1 est valeur propre simple de M,

— Le spectre de M, est discret en dehors de [0, Ch3] (car Spec(M;)\{0} est

discret et my(z) > 0 avec ||mp(z)]|z~ < Ch3

D’aprés le théoréme 1 et (30), on a

1 — a(h) Ak
=2 C2(d+2)

| < Coh

De plus, comme ||T}, — M ||z2 < Ch?, 'estimée de Weyl (7) reste valide en rempla-
¢ant le nombre de valeur propre N (a, h) de T}, appartenant a [a, 1] par le nombre de
valeur propre N(a,h) de M, appartenant a [a, 1]. (26) est donc vrai. En reprenant
la démonstration de (8) (qui n’utilise que I’estimée de Weyl) pour 'opérateur My,
on obtient (27).

Afin de simplifier la démonstration, on admet que, grace aux résultats précé-
dents, on peut montrer que (9) est toujours vrai pour My, c’est-a-dire que (28) est
vraie.

Preuve de l’estimée de variation totale
Le seul point qu’il nous reste a démontrer est la vitesse de convergence de
l'itérée de Mj. Autrement dit, on veut montrer (28) :

e~ (R)nh? < 2sup |[|[Mj(z,y)dyy — dpl|ry < Ae~12(R)nk?
xeM
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Soit Iy le projecteur orthogonal dans L?*( M) sur I'espace des fonctions constantes :

1
IT = — d
Préférant travailler avec des estimées fonctionnelles, on a la relation suivante :

2 sup [|MG (2, y)dgy — dul|rv = [| M} — ol|peo—s Lo
TE

On doit donc montrer que
6—71(h)nh2 S M — HO L[, S AG_’m(h)nhz 31
h
Par définition de €?, on a
(M —To)(er) = (1 — h*7)"el

avec |7 — ﬁ| < Ch d’apres

d+2
Ainsi
||My = o[ g e > (1 — W2F)"
enln(lthi'lh)
> efnh2'yl(h)
avec
In(1 — h%7)
~h—0 7:1h
Al

Nh—)O 2(d+ 2)

La premiére inégalité de 28 est donc démontrée. Mais c’est la seconde qui est la plus
intéressante et la plus utile. Soit 0 €]0, 1] tel que le spectre de M}, soit contenu dans
[—4,1]. On décompose ensuite M}, en trois composantes correspondant chacune a
une région du spectre de M}, :

My, =g+ Mp1 + My (32)

avec
— Il le projecteur précédemment défini correspondant a la valeur propre 1
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— M1 correspondant aux valeurs propres appartenant a [0, 1] défini par son
noyau My,

Mia(z,y) = D (1= B7(h)éE(x)e ()
o< (h)<1
— M5 correspondant aux valeurs propres appartenant a [—d, [ défini par son

noyau My, o

Mia(e,y) = S0 (1= R70)E@)Ey)

—0<ig (h)<d

Comme les é} sont orthogonaux, les trois éléments 11y, My, 1, My, o sont orthogo-
naux et donc

Il suffit alors d’obtenir 'inégalité 31 pour chacun des deux termes M}, ; et M o.
Commencons par M, ;.

Montrons que ||Mj,1||p~_p~ < Cle™ ™71

D’aprés (27), comme les €} sont normés dans L?, on a

|| Mh1||poo s poo

< > (1 = R 7 (R))" (1 + 7 (h))"

71(h) <7 (h)<(1—6)h—2

< Z e—nh2%k(h)(1 + %k(h))a

71 (h) <7k (h)<(1-8)h—2

<C / e (1 4 )P du
71(h)

ou l'on a successivement utilisé 1 — 2 < e™® et Pestimée (26) sur le nombre de
valeurs propres appartenant a [0, 1]. Par un simple calcul, on obtient finalement

| My || oo s e < Cle™™W 1)y > Cyh~2 (34)

Montrons que ||M; || < Cer?
D’aprés (32), comme Ily, M} sont bornés dans L™ et comme M}, vérifie (34),
on a que My, o est bornée dans L™ et plus précisément,
4C7 > 0,m > 0,
|| Mpa||Lose—spee < Cih™™ (35)
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D’autre part, on sait que M, peut se décomposer en
My =0n +Kp (36)
On a les estimées suivantes :

| K| poosp0e < Coh™? (37)

D’aprés (36), on peut écrire
P __
Mh - Ale + Bp,h
avec les relations de récurrence suivantes

' 38
Ap+1,h =mpA Jh ( )

Bp+1,h = thle + KhM}I;

Comme M? est borné par 1 dans L?, on a, par récurrence, les estimées suivantes,
établies d’aprés (38) et (37),

| Applroospoe < AP
hfd/2
Bpallresre < Coh™ (147 + ... +97) < Oy

— (39)

Par définition de M}, » (comme ses valeurs propres appartiennent a [s,d]), on a
|| Mpo||poosr2 < ||[Mpo|lr2—r2 <"

En combinant toutes les estimées précédentes et les formules de récurrence, c’est-
a~dire d’apreés (39, 35, 38 ), on a
MY | oo poe = [|ME MY || oo o0
< |Ap My 5|l Lo poo + || Bp My oL 100
54
< Clhim’)/p + Cghid/z—
I=n
Ceci implique qu’il existe C, u > 0 tels que

HM}ZZHL"O%L“’ < Ce™ ¥Yn>1/h (40)
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Conclusion
D’aprés (33), (34) et (40), on a

|[[M} — To|| oo pee <My || Loe s pee + [| Mo || oo poo
< Cle—nhQﬁ(h) + Ce ™
< max(C’, C) (e ™1k 4 gy

Or, il existe hg tel que si b < hg alors k27 (h) < p. Dong, il existe A = 2max(C’,C) >
0 tel que pour h < hg, on a :

[[My; — || e < Ae~mh*Fi(h)

2.3.3 Extension a la simulation de pd,x

Remarquons que si on impose que p soit C', on a toujours (29). Ainsi M, est
toujours une perturbation de Tj. Les propriétés de T} étant toujours vraies, la
démonstration précédente est toujours valide. Ainsi,on peut essayer de simuler

p(x)dyx

au moyen de

V@) =m0+ [ il )

ou

L in(PW) pz)
() =1 /yeB(z,h) By, m] B, )%

car le théoréeme 2, énoncant notamment la vitesse de convergence exponentielle de
M), vers pdgx, reste vrai.
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