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25 CREER : OUBLIER LA CONSTRUCTION

Dedekind insiste [...] sur ce point, c'est en untabite acte de création que consiste son travhiie i
s'agit pas simplement, chaque fois, de procédae&anstruction a partir d'éléments existants, par des procédés
plus ou moins compliqués, ; maimetelle construction, si elle est nécessaire, doit cepgndigparaitre pour
qu'un objenouveawoit le jour.

[note de bas de page] Il est a remarquer que Reéinvcit chez Weierstrass cette méme volonté quenkgriaux
de construction soient oubliés dans I'objet « gaitst. S'il conserve le terme de « constructiopour désigner le nouvel
objet, il oppose cependant une telle idée de Iatoaction d'objet mathématique a celle qu'il atteila Kronecker qui, selon
lui, voudrait garder apparents les matériaux dmftsstruction : « Des qu'il [Weierstrass] a élevé oonstruction, il oublie de
quels matériaux elle est faite et n'y veut plus gofune unité nouvelle dont il fera I'un des élétaed'une construction plus
grandiose ».

30 / 33-34 CREEQ CONFEZE UNE QEALITE INTRASUBTECTIVE, LA PRATIQUE EGULE LEXISTENCE

[citant Cantor] « La mathématique est pleinementelidans son développement et ne connait qu'une
seule obligation (et sur un point qui va de s@gs concepts doivent étre non contradictoires gmemes, et
soutenir d'autre part avec les concepts formésiantément, déja présents et assurés, des relditk@ss réglées
par des définitions. [...] Quand on a mené ce pr@@éil du processus de formation d'un conceptjyizsson
terme, toutes les conditions sont données poutlévé conceptA qui sommeillait en nous &t parvient a
I'existence tout acheve, revétu de la réalité snfpective qui seule peut étre requise des con¢eptsstater sa
signification transcendante est alors la tacheadedtaphysique»

[...] A ceux qui verraient un danger dans le prindijedibre création énoncé par Cantor, celui-ci népo
que « tout concept mathématique porte en lui-méme sorectiff nécessaire ; s'il est stérile ou inadéqilide,
manifeste trés vite par son peu d'usage, et est almndonné pou manque d'efficacitdEn revanche, poursuit
Cantor, «oute restriction superflue imposée a l'appétitreeherche mathématique me parait comporter un
danger bien plus grave Pour illustrer sa remarque, Cantor cite la tieédes fonctions [...] puis la théorie des
équations différentielles. Il termine par I'exemgkeErnst E. Kummer (1810-1893) : « et si Kummavait pas
pris la liberté si riche en conséquence d'intrales nombre « idéaux » dans la théorie des nomboes ne
serions pas en mesure aujourd'hui d'admirer leausaalgébriques et arithmétiques de KroneckerestelRind,
si importants et remarquables. »

5 TROIS PHASES : NAIVE, FORMELLE, CRITIQUE

Dans un article lu en son nom au Congrés intemakides mathématiciens tenu a Chicago en 1893,
Hilbert soutenait quéoute théorie mathématique se développe en traiest le stade naif, le stade formel et le
stade critiqueSelon lui, les travaux de Cayley et Sylvesterstiturent le stade naif de la théorie des invarjants
ceux de Clebsch et Gordan en représentant le &iaudel, et son propre travail est le seul représeniu stade
critique : « Dans I'histoire d'une théorie mathéqua, on peut facilement et clairement distingueistpériodes
de développement : la naive, la formelle, et laqure. En ce qui concerne la théorie des invarjdesspremiers
fondateurs eux-mémes, Cayley et Sylvester, sost ainonsidérer comme les représentants de ladeéniaive :
en établissant les formes invariantes les plus Issnget en les appliquant avec élégance a la rtésoldes
équations des quatre premiers degrés, ils ont ctanjunie immédiate de la premieére découverte. Gauixont
inventé et perfectionné le calcul symbolique, Cétbst Gordan, sont les représentants de la deuxiémede,
alors que la période critique trouve son expresdans les propositions notées plus haut [...]. »

70 INTESET OU FOZMALISME HILBELTIEN

« Ce qui fait le prix des démonstrations d'existempures, c'est justement qu'elles éliminent la
construction particuliere isolée pour grouper ersemune multitude de constructions sous une idée



fondamentale, en sorte que seul ce qui est eslseotie la démonstration ressort distinctement évwté et
économie de pensée, voila quelle est la raisorediéts démonstrations d'existence. »

70-7L  GENERALISER POUR MIEUX PARTICULARISER

en empruntant cette voie, Hilbert ne renonce paseapratique complémentaire de mathématiques plus
concrétes. Le mouvement ascendant vers une thglosegénérale s'accompagne d'un mouvement des¢endan
tout aussi important. Ce dernier peut suivre owduér le premier. Dans le cas de la rechercheldéosoa un
probléme, le mouvement descendant, appelé abmtscularisation joue, selon Hilbert, un réle plus important
encore que son contraire ascendant : « La pantisatéon joue, dans les problémes mathématiquesjlarplus
important que la généralisation. Quand nous checlem vain la réponse a une question, l'insucegslupart
du temps, tient peut-étre & ce que nous n'avonsrEase résolu ou a ce que nous avons seulemerhi Bsne
maniére incompléte des problémes plus simplesest @btenir la solution, a l'aide de moyens auxémiaussi
complets que possible et a l'aide de concepts piilsless de généralisation. Cette maniére de pracésteun
levier des plus puissants, propre a lever lesddiés mathématiques, et c'est de ce levier, ceamible, que
I'on se sert, méme inconsciemment, la plupart ayp$e »

94-95  CONSTRUCTION V. S. CREATION

Il'y a[...] une correspondance biunivoque entre itdsaux de Dedekind et les nombres idéaux de
Kummer — les nombres existants du domaine étarsidéres comme cas particuliers des nombres id&4ais.
alors, quel avantage y a-t-il a remplacer le concept dabwe idéal par celui d'idéal ? Le gain principé, es
Dedekind le dit clairementlévitement d'une création nouvellec Dans cette marche, je n'ai plus besoin
d'aucune création nouvelle, comme du nombre idéadummer, et la considération de ce systéeme de resmb
réellement existants, que j'appelle un idéal sudfitt a fait. » Cette remarque, venant de celuiaguanté le
pouvoir créateur de I'homme, peut étonner. Ellesnait comprendre quies créations ne se justifient, pour
Dedekind, que tant qu'elles sont inévitables

100-101 UN ENSEMSLE D'0BTETS LEVIENT UN OBTET

Nous avons insisté précédemment, pour caractéiésecréations dedekindienne et cantorienne de
nouveaux nombres, nombres irrationnels, nombreassfiras, sur la nécessité d'une étape succédamt a |
construction et permettant I'émergence véritahla dbjet mathématique. Méme si le nouveau nombre avait été
déterminé a partir d'un systéme d'objets de typérianr, comme le nombre irrationnel a partir d'paetition de
I'ensemble des nombres rationnels, la construalisparaissait finalement pour qu'apparaisse véeitadnt
I'objet créé L'innovation de la théorie des idéaux de Dedekistdge'elle conserve les entités nouvelles sous la
forme de sous-ensembles du domaine considérédinsant ainsi dans léhéorie des nombredes entités
mathématiques qui ne sont pas des nombres, quipasnencore le statutotijetsvéritables de la théorie, mais
qui remplacent des entités fictives, qui prétentagependant a la dénomination de « nombrdses objets
« idéels », ainsi que les nommera Paul Bernays,squotles idéaux de Dedekind, s'introduisent aifasis la
mathématique comme entités, plus complexes quebless traditionnels, ni objets « réelsnaturelg, comme
les nombres entiers positifs, ni pures fictionsnowe les nombres idéaux de Kummer.

134 PascH EN 1382

« Si la géométrie doit se transformer en une seieréellement déductive, il faut en effet que la
déduction soit absolument indépendanteseiisdes concepts géométriques, comme de celui degsigiseules
doivent étre considérées les relations entre lexeqis géométriques établies dans les propositbrss
définitions utilisées. Au cours de la déductionedt a la fois recommandé et utile, mdlaucune maniére
essentielled'avoir a I'esprit la signification des conceggomeétriques utilisés [...]. »

153-154 OEFINIR : FREGE & PascaL

« En mathématique, on appelle définition I'actdixkr la dénotation d'un mot ou d'un signe [...]sLe
définitions [...] sont avant tout des déterminati@mbitraires, et se distinguent par la de toutesafsertions.
[...] Une définition n'élargit nullement nos connaisses, mais est un simple moyen de rassemblerntanto
complexe dans les imites d'un mot ou d'un signguende rendre ce contenu plus aisément manial#st &'
cela et a cela seulement que doivent servir lasitiéhs en mathématiques. »

[...]

« On ne reconnait en géométrie que les seulesta#fsique les logiciens appellent définitions denn
c'est-a-dire les seules impositions de nom aux eshogi'on a clairement désignées en termes paraitem
connus : et je ne parle que de celles-la seulement.



Leur utilité et leur usage est d'éclaircir et daar le discours en exprimant par le seul nom qu'on
impose, ce qui ne pourrait se dire qu'en plusigmaes ; en sorte néanmoins que le nom imposé derdénué
de tout autre sens, s'il en a, pour n‘avoir plesaplui auquel on le destine uniquement. »

164 AXIOMATIQUE SELON WEYL

The axiomatic approach has often revealed innatiogls between, and has made for unification of
methods within, domains that apparently lie farrapahis tendency of several branches of mathemadtics
coalesce is another conspicuous feature in the mativelopment of our science, and one that gaeshsi side
with the apparently opposite tendency of axiométiralt is as if you took a man out of a milieu in whibk
has lived not because it fitted him but from ingead habits and prejudices, and then allowed hiter &ffius
setting him free, to form associations in betteroadance with his true inner natuse

174 SENS SANS DENOTATION : POESIE (FREGE)

Pour l'usage poétique, il suffit que tout ait umssePour l'usage scientifique, il faut aussi que le
références [dénotations] ne fassent pas défaut.

181 AXIOMATISATION HILBERTIENNE

I'axiomatique devrait servir non seulement a orgemia théorie, mais aussi a fonder I'existence des
objets qu'elle définit. De tels objets ne sont oejp@t jamais pour Hilbert des objets purement ftspeans
aucune correspondance avec l'intuition sensibfgésaavoir énoncé ce qu'il entend par ensemblendiebres
réels, et donc par continu, Hilbert précisait : e<iCest qu'en ce sens, selon moi, que la notiocodtinu est
rigoureusement et logiguement concevable ; et isemable effectivement que ce concept corresponddax a
ce que nous donnent I'expérience et l'intuition. »

201 FONDER ENSEMBLE LOGIQUE & ARITHMETIQUE

Afin d'éviter a la fois ce qu'il nomme le « dogrsaie » de Kronecker pour qui le nombre entier nous
est donné, et le logicisme dont le fondement dulmenest source de paradoxes, Hilbert met en ce@re s
méthode axiomatique pour fonder l'arithmétique.rélque Frege pensait pouvoir trouver ce fondemans da
logique, et Dedekind et Cantor dans la théorieethsembles, considérée comme une partie de la igitjlbert
va tenter une autre voie. Selon lui la seule logige peut fonder I'arithmétique ni aucun sciendabert a donc
I'idée originale d'une constructisimultanéeles lois de la logique et de l'arithmétique

202 FONDEMENTS HILBERTIENS

Pour Hilbert, [...]il n'y a pas d'objectivité logique. Vouloir cernem les définissant, les notions
primitives, est une entreprise stérile, car ditil,a cet endroit, il n"y a rien, et tout se peteyient confus et
vague, dégénere en jeu de cache-cacHeobjectivité, absente du fonds logique, selditbert, est donc a
chercher ailleurs. Elle sera constituée au dépérhende la démarche hilbertienne, par la donnéesdains
objets primitifs. Au contraire de la méthode logiqqui estanalytique la méthode mathématique est donc
synthétique partant d'éléments simples données dans limuensible, et de principes premiers, elle se
développe déductivement jusqu'aux conséquence @#lllla méthode axiomatique de Hilbert.

205 HILBERT 02GANISE CE QUI EST DETA

Que l'on utilise, plus ou moins explicitement, tambre 2 dans la définition n'importe pas a Hilbeat,
son but est d'organiser un savoir déja établi, d&earminer les concepts fondamentaux et les oceltiui les
lient, non de créer de toutes piéces une scienogetie. Il est & noter a ce propos gddbert a entrepris
'axiomatisation de théories, mathématiques ou ighgs, déja existantes ; il n'a jamais cherchéégrcde
nouvelles théoried.. Corry souligne aussi ce point ; il écrit effieef « Hilbert's own concetpion of axiomatics
did not convey or encourage the formulation of st axiomatic system: his work was instead diyectl
motivated by the need to better define and undeistaistingmathematical and scientific theory. »

23 ECTHESE : INVOCATION EUCLIDIENNE

aprés que lgprotasea énoncé le probléme ou le théoréme de la maraéptus générale possible,
I'ecthése opére unestanciationde cet énoncé, c'est-a-dire en exhibe un cascplti supposé ne posséder
aucune particularité.



243-245 ALGEBCE KANTIENNE & FINITISME HILBERTIEN

l'arithmétigue nommé par Hilbert indifféremmentuitive, naive, contentuell€orrespond exactement
a ce que Kant nommalgebre et [...] la méthode propre a cette discipline estrile par Hilbert de fagon
exactement conforme a la conception kantienne, dons avons dit trouver le paradigme dans la méthod
euclidienne, et notamment dans l'ecthése.

[...]

Ainsi aux signes formels et concrets de larithqméti correspondent en algébre les formules
algébriques; ces objets tout aussi formels et etsgque les précédents permettent une nedtitade finitisteen
algébre gu'en arithmétique. C'est dire que cesiatersont manipulés dans les démonstrations atpési
exactement comme les signes de l'arithmétiquechdgue formule, considérée en elle-méme, c'estedhdirs
de toute dénotation, sont déduites d'autre formsilgant certaines regles. Ainsi l'algébre peut &wmprise
comme uneextensionde l'arithmétique élémentaire. Aux obje¢els de celle-ci, les signes 1 (et +), s'ajoutent
des objetsdéaux les formules algébriques considérés d'un pointugeformel, sans dénotatiohous ces objefs
gu'ils soient réels ou idéausgnt considérés comniermels et concretsc'est cette considération qui constitue
I'attitude finitiste, et qui est conforme a l'esantien Les objets algébriques, comme ceux de l'aritiquétou
de la géométrie, sont données dans l'intuition isknsLoin de considérer I'algébre comme une discipline
purement discursive, Hilbert la présente comme alout réglé de signes, c'est-a-dire, d'une certainaiere,
comme une discipline aussi intuitive que l'arithioné® ou la géométrie

De point de vue algébrique cependant, la lettreedéwne « véritable variable arithmétique », ake
désigneplus un nombre particulier, mais serait plutdt une casie ypouvant étre remplie par n'importe quel
nombre. La conséquence est d'importance, la fornaldgbrique la&=a+l, par exemple, n'étant plus
communication d'un contenu, ne peut plus étre déderpar des procédés de composition-décomposition,
comme précédemment, mais requiert pour sa démtastia principe d'induction. De ce principe Hilbeit
gu'il est « un principe de portée trés vaste agpiartient a un plan supérieur, qui demande unedgmation et
peut en recevoir une ». Nous allons voir que caémonstration, ainsi que les démonstrations néeesde
recours a ce principe, seront justifiées d'un pdimtvue finitiste par extension de la logique dtass. Par
ailleurs, a partir des objets algébriques, on geujours, par un processus démonstratif, en substitdes
nombres aux variables, retrouver les formules cinédles de l'arithmétique, appelées par Hilb@mpositions
finitistes

243/249 FONDEMENT HILBERTIEN DE LA CONNAISSANCE

Ce qui pour Hilbert, remplace l'espace et le termgss,tant que conditions de possibilité de la
connaissance, est le « finitisme », c'est-a-dilesidération d'entités dont « la production,deactére distinct,
la succession, [...] soient immédiatement sensibtes pous» [...] C'est donc la possibilité de simples signes
« dont nous savons toujours et a coup s0r identifieforme indépendamment du lieu, du moment, &t de
circonstances particuliéres de leur productioniajoe des différences minimes dans leur tracéest-é-dire de
signes concrets mais cependant formels et pureq\dd sens et sans particularités graphiquespaoui,Hilbert,
fonde la connaissance. « Je tiens cette attitudlespphique ferme pour indispensable au fondementad
mathématique pure, comme de toute pensée, inkdlili§j et communication scientifiques en générall
commencement est le sigtel est la loi ici. »

[...]

Ce sont [...] le caractere distinct et la successie@mpurs signes qui sont, selon Hilbert, danefaise
gu'il effectue de la théorie kantienne, les conddia priori de la connaissance arithmétique, et de toute
connaissance en générhe finitisme apparait ainsi comme la version hitieeme des formes aprioriques de
I'intuition kantienne

251 FOPMEL OU ABSTRAIT 7

Plus encore qu'il n'établit une répartition nouveles objets en objets concrets et objets abstsaltmn
une « différence dans le degré d'évidence », Hilbwus parait donner aux oppositions classiques
concret/abstrait, intuitif/formel, etc., un sensumeau.Formel est utilisé pousans considération du serst ne
s'oppose donc quontentuel concretest utilisé au senshysiquede la trace sur le papjedtugramma; Hilbert
précise souvent que ce qui est concretvesble Formel et concret ne s'opposent donc pas, mais aont
contraire le plus souvent associam signe, une figure, un dessin, sont des objdaésfois formels et concrets.
Plus encore, étre formel et concret caractériseplEiement les objets mathématiques.

265 NON-CONTRADICTION & EXISTENCE

Exposant le point de vue intuitionniste, Frankedere : « Le manque de contradiction garantirasiau
peu l'existence que le manque de preuve l'innocénoeaccusé. »



263-270 HILBERT FONOE L'OBTET MATHEMATIQUE D'AUTOURD'HUI

Nous avions précédemment remarqué que la diffeagoni qu'Hilbert fait, et maintient, entre objets
réels et objets idéaux, pouvait paraitre aujourdhoins « moderne » que le statut d'objet réelomléc par
Dedekind et Cantor a tous les objets mathématidletse premiere impression est démentie lorsquéompeend
quel usage Hilbert entend réserver a ces objetalidét a ces propositions idéales. [...] Ce sontédescés et
des objets liés a un systéme axiomatique, et qué de peuvent étre utilisés qu'a l'intérieur deystéme, et non
dans le monde phénoménal. Loin donc d'étre momsderne » que Dedekind ou Cantor par la place sprihe
a l'idéalité,Hilbert nous paraiau contrairefonder la conception moderne des objets mathénmegtiqiar c'est
bien ainsi qu'aujourd'hui nous considérons les teb@ les assertions mathématiques, comme dépendant
strictement de la théorie axiomatique dont ils déeat ; et aucun mathématicien ne penserait adasidérer
comme « réels ». Ainsi considérés, tous les objetthématiques (a I'exception peut-étre des objatstiis du
systeme, qu'Hilbert lui-méme considére comme objétds) sont des objets idéaux au sens de Hilbert.
Simplement, nous n'avons plus besoin aujourd’huledequalifier d'idéaux, alors que cette précis@ait
nécessaire a Hilbert qui avait a dégager I'objghématique de toute confusion réaliste, qu'elleusoiéalisme
empirique a la Kronecker ou Brouwer, ou un réaliseeconcept a la Frege ou Dedekirite qui ressort
pourtantde la construction hilbertienne, est que les olgjeté&a mathématique actueligui sont donc les objets
idéaux de Hilbertpnt un fondement (aujourd'hui oublié, refoulé Dlan réel concret

27 INTUITIF/FORMEL HILBERTIEN & SENSIBILITE/ENTENDEMENT KANTIEN

Sans une base intuitive, les mathématiques sesefttud un jeu vide et gratuit, sans la forme (syenbo
ou formule), elles seraient calculs inextricablegiitions aveugleg|...] ce rapport entre l'intuitif et le formel
reprend [...] le rapport entre la sensibilité ettbemlement tel que Kant le formule : « Sans laib#ité, nul
objet ne nous serait donné, sans l'entendemenfenskrait pensé. Des pensées sans contenu sest;\ies
intuitions sans concepts sont aveugles. Aussil éstii autant nécessaire de rendre sensibles cegpts (c'est-
a-dire de leur joindre l'objet dans lintuition gue de rendre intelligibles ces intuitions (c'eslit& de les
soumettre a ces concepts). Ces deux pouvoirs oacik@p en sauraient non plus échanger leur fortion
L'entendement ne peut rien intuitionner, ni lessséen penser. C'est seulement de ce qu'ils samtisgie peut
résulter la connaissance. »

273 NON-ONTOLOGIE HILBERTIENNE

L'originalité de la conception hilbertienne est ilqui'existe a proprement parleraucun objet
mathématiqueil n'existe pas, par exemple de point mathématiquais seulement des points de géométrie
euclidienne, des points de géométrie non euclidieratc. Il n'y a pas d'existence mathématiqbsolue
I'existence est toujours au contraietative a un systéeme axiomatique. On sort ainsi du réalisrathématique,
mais sans verser dans le nominalisme, ni méme warisrmalisme strict. Pour dire les choses autrénien
point de vue hilbertien permet de sortir d'une emtion ontologiquede I'existence mathématique, et propose
une conception purement logique, qui s'appuie tosj@ependant sur une base concrétexistence comme
non-contradiction est en effet a comprendre comneesorte dgprogramme un algorithme a vérifier, un simple
critére d'existence, pour reprendre les termes de Hilgerts'appligue a un donné concret, et qui n'a parsa
voir avec une création divine, ou de nature divine.



