Fonctions transcendantes
(T. G. 6)

Solution proposée.

1. (a) On commence par tout mettre sous forme exponentielle :
2-2 = 2(1—i)=2V2e7'T,
3 ) s
sv3_si = 10(Y3_ i) 10e~ 57,
2 2
574 mi,—3%q =
—e 4 = e''e 1+ =e4’,
d’ou les logarithmes principaux
T 3 us
Ln(2—2) = 1 (2 2>—e:71 9 i~
n( 1) n (2v2 iy =52—iy
Ln (5\/3 - 51) — In10—il,
y 7r
() = 5
nl—e 1
(les arguments principaux se lisent comme les parties imaginaires).
(b) Soit o € C. On a les équivalences
e IV2 _ o9 9, L T 3l2-if
—In2 3
7 2“ = §1n2—z% 2]

o :4ln2—ig (4],

on a les équivalences

5V3 —5i =30 tN0 e B j=¢%
— €1n27i%2630
= ln27i% =30 [2mi]
— _ln2 T | 27,
SR T R

on a les équivalences

5 _ 3w,
e1™t — 18¢” e~ Tt = elnl8+a

— *%iilﬂlS‘FO’ [271]
= 0:71n18f?%i [271] .

(a) Les racines carrées de —2 = 2¢'™ sont ++/2e3™ = +i\/2.
Les racines carrées de 169i = 169¢'3 sont +1/169e275 = +13¢'%.
Les racines carrées de —1 — i/3 = 2¢= % sont j:\/ie%(f%ﬂi) = 4+/2e" 5,
(b) Une racine cubique de —2—27 = 2\/56_%” est me%(f%i) = \/56_%1'7 les deux autres racines
cubiques d’obtiennent en multipliant cette derniére par j et j2, i. e. par e® “5" . Les racines cubiques

de —2 — 2¢ sont donc ) o i
V2e T \/2eT3 et V2e T30




Une racine cublque de 8 est /8 = 2, les deux autres racines cubiques d’obtiennent en multipliant
cette derniére par et , d’oul les trois racines cubiques de 8 :

27mi

2, 2e 3 et 2e” kR

Une racine cubique de 2 — 2 = 2v/2e" 1t est /2 63 il =/2e~ 12’ les deux autres racines
cubiques d’obtiennent en ajoutant :I:Q?Zr a argument de cette dernlere, d’ott les racines cubiques de

2—-2:
V2e 127 /2T et V2e” T

On vérifiera dans les trois cas que les racines cubiques trouvées forment un triangle équilatéral
centré en 0.

Une racine quatrieme de —16 = 24¢i™ est v/2%eii™ = 2% = /2 (1 +1), les autres s’obtiennent

=4, ce qui donne successivement v/2 (i — 1), V2 (—1 — )

2im

a partir de celle-ci en multipliant par e™4
et V2 (1 —1).

. N . ; 5mi 1 5mi 5mi
Une racine quatriéme de i — v/3 = 2 (i - §> = 26 est V2ei s = +v/2e7i, les autres
s’obtennant en ajoutant & son argument des multiples entiers de = IQZI , ce qui donne 165 arguments
177 297 _ 197 41w _ 7w

240 24 T T 240 24 T T 24

Une racine quatriéme de 64i = 2%¢'% est v/ 2Me1is = 21/2€'% | les autres s’obtennant en ajoutant

. . . ) .
A son argument des multiples entiers de 2X = 4T ce qui donne les arguments = o — _Ix

4 ? ’
137 _  3n 8 8 8

8 — 8"
On vérifiera dans les trois cas que les racines quatriémes trouvées forment un carré centré en 0.
167 — 16v/3, —25, 4 + 4i.

Une racine cinquiéme de 167 — 16v/3 = 32 (% - ﬁ) = 257" est V28¢5 = 2¢i%, les autres

2

s’obtenant en ajoutant & son argument des multiples entiers de =&, ce qui donne les arguments
170 297 41w __ 197 t 537w — _ T

30 30 30 30 30"

. . N i 5 L, 5 im
Une racine cinquiéme de —25 = 52 T est V/H2e5'™ =52e5 , les autres s’obtenant en ajoutant a

son argument des multiples entiers de 2%, ce qui donne les arguments 7, I = 37 ot Om —

» 5 5

Une racine cinquiéme de 4 + 41 = 4fe% est \/ \/§ 2es T = \/ie%, les autres s’obtenant en

us
5 5"

aJoutant a son argument des multiples entiers de —” = g—g, ce qui donne les arguments g—g, 127—(?,
25w _ 3w 337r _ _Ir
20 et = T20°

On verlﬁera dans les trois cas que les racines cinquiémes trouvées forment un pentagone régulier
centré en 0.

Soit g un réel.
L’égalité In (92 — 4) +1n9 =1n(4g + 1) fait sens ssi les deux arguments de In appartient a son
2
ensemble R de définition, i. e. ssi { g >4 1. e. ssi { g<—2ou g >2 , 1. e 881 g < —2o0u

494+1>0 " g>—
g > —i. Pour un tel g, on a alors les équivalences

g est solution <= In(¢g°—4)+In9=1In(4g+1)
— In((¢°—4)x9)=In(4g+1)
In est 2

—4 =4g+1
biﬁve (g )X9 g+
— 99°—49-35=0

2
2 4
— 39—z =35+ =
(19-5) =5

2 315 +4
— 39— - =44/—

I737 5V

2 ++/319

= =

9



Vu les valeurs approchées 2312 ~ 2 2 et 224319 ~ —1 8 il faut exclure la valeur négative qui
tombe dans [72, f%]. En d’autres termes, ’ensemble des solutions est

()

9 ' 9 4 9

(b) Légalité In|g— 1|+ Injg+ 2| = In |492 +3g — 7‘ fait sens si les trois arguments de In ne s’an-

g—1+#0
) . . . gFletg#2 . . gFletg+#2
nulent pas, i. e. si g+2#0 , . €. ss1{ - , 1. €. ssi 7 ,
42 4+39g—T#0 (4g+7)(g—1)#0 g# —zetg#1

i.essigé {fg, 1, 2}. Pour un tel g, on a alors les équivalences

g est solution <= In|g—1|+1n]|g+ 2| :1nf4g2+3g77|
<~  In(lg—1/lg+2]) =In|(4g+7) (g —1)]
In est
i Mg =g +2 =49 +7[lg — 1]
ijective

lg+2[ = |49 + 7|

ou 4g+T7=g+2
49+7=—g—2

<
<
<~ {oug:_
<~

arow|at

g=-

95
g 5 3"
On en déduit I’ensemble des solutions :

9 5 7
Ty T 5 777132 = 7977§ .
5 3 4 5 3
(c) L’égalité 189" = 429" fait sens ssi g'8 et g*? font sens, i. e. ssi g > 0. Pour un tel g, on a alors
les équivalences
g est solution <= 189" = 429" 11?:'3:; g% In18 = g*?In42
hijective

18 _ oy 920 _ 2</ln18 B f/ In2+2In3
maz ~ 7 " Va2 T Vin2+m3+m7

(d) L'égalité gV9 = /g fait sens si les bases g et ¢/g font sens et sont positives (et si les exposant
3/g et g font sens), i. e. ssi g > 0. Observer que I’égalité est vérifiée pour g = 0. Pour un ¢ > 0, on a
&
alors les équivalences

3 1
g est solution g% = \?/gg blgze%’t \?/ﬁlng =gln \3/§ &ﬂo Ing = g% r;g
1jective

-1
3lng=g3lng et g
g g g {Oug#l

[

distributivité { 31ng:g%1ng ou { 3lng:g% Ing
de et sur ou g#1 g=1
329% 0=0
= { g#1 { =
= {33:9 oug=
g7#1
= g=3V3oug=1.

On en déduit I’ensemble des solutions :

{0, 1,3\/3} .



(e) On a les équivalences

RN

g est solution <= 397! 499 =

7
— 3~3-‘?+(:>,9)2:Z
. ) 7 3\° 1 7
<= 39 est racine de X +3X_Z: X—|—§ —4= X—§ X—|—§
1 7
— 3==-ou 39 = ——
2 ~~ 2
>0 ~~
<0
—_———
impossible
Py gln3 =—In2
bijective
— ~ In2
97 Ty
() On a les équivalences
g est solution <«<— 49 — 3973 = 39tz _ 921
e 2% 4921 39t 1 3073
= 22971(2+1)=39"3(3+1)
— 3.229*1 :4.39*%
— 2273 _30°3
In est 3
2g —3)In2 = — =1
s - Bmz= (g3 )3
~ 3In2- 33
= 97 Qm2+ms3
g égalité lg,n g = 1g alt sens ssi la base g est dans et s1 argument g appartient &
L’égalité lgyo lg, 42 fai ilab dans R7 \{1 il i 3
I’ensemble de définition de In, i. e. ssi { i ; (1) . Pour un tel g, on a les équivalences
t solution <= 1 g, 42 e 9 A2 g 2 (1049)2 s g = £ 42
est solution = _— = n = (In ng==+lIn
g 8429 = 18, In42 ng g g
1
< Ing=1In42ou lngzln@
In est 1
— =42 = —.
bijective g ong 42
L’ensemble des solutions est donc { 5,42} NRE\{1} = {55,42}.
(h) La fonction %/ + */* croit strictement comme somme d’applications strictement croissantes,

donc est injective, ce qui montre qu’il n’y a au plus qu'une solution & I’équation demandée. Puisque
1 est manifestement solution (on a bien V1 + ¥/1 =1+ 1= 2), c’est la seule.

Soient ¢ et k deux réels.

(a) On a les équivalences
8¢ = 10k (2°)" =25k _ [ 2¥=2-20 _  f2%=2001
2¢ = 5k 2¢ =5k 2% = 5k k=%

lg, est 3p=p+1 1 @:l
5. { e=is ;}{Ifzga @{k:ﬁ

bijective 5



(b) On a les équivalences

@"‘k:g 18 est <,O+I€:9 (P+k:9
{ lgig @ +1g1gk =1 bijective | 1881 ¥ Hleisk — 181 e 181818 ¢ x 181818 % = 18

<:>{ prk=9 <= @ et k sont les racines de X? —9X +18 = (X —3) (X —2)

X k=18
© 2 3

= k} =1{2,3} < € .

== (0)<{().0)}
(c) On a les équivalences
2 12 2 12 2 12
©? + k=13 451 ogt ©?+k* =13 p*+k*=13
{ 2gu 0+ 2lgpnk =1 bionve | 422182912180k — 491 7 | 422180 ¢ x 422180k = 42

4,02+:l€2:13 2 2 . 2
= 2% X k2 = 42 <= ¢° et k” sont les racines de X* — 13X +42=(X —6) (X —7)

— {p* K’} ={6,7}

= (D) {(D ) 5 CA-C G- CH)-C8))
(a) ?)itoisirgéra au passage la simplification

l—a 2—(1+a) 2

1+a  1+4+a  1+a

Le réel arctan 1/a fait sens ssi 'argument /a fait sens et appartient & I’ensemble R de définition
de arctan, i. e. ssi a > 0, ce qui est vrai. De méme, le réel % arctan \/a fait sens ssi a > 0.

Le réel arccos L‘r—z fait sens ssi I’argument L‘L—Z fait sens et appartient a ensemble [—1,1] de
2
définition de arccos, i. e. ssi a # —1 et si (%) <1, i e ssi(1—a)? < (1+a)? i e ssi

1—2a+a?><1+2a+a? i e 0<4a, ce qui est vrai. De méme, le réel % (arccos ;—2) fait sens
1—a

ssi 17 appartient a I'ensemble ]—1, 1] de dérivation de arccos, i. e. (en suivant le méme calcul que
ci-dessus) ssi a > 0.
Ces vérifications étant effectuées, on peut se lancer dans le calcul des dérivées en supposant de

plus a # 0 :
d 1—a ,(1—a d 2
(lt<arccosl+a) = (arccos <1+a)>xda(1+a_1>
B -1 -2
= 2
1_(ﬁ)2(1+a)
B 2 1
\/(1+a)2 (l_a)2|1+a|
1 1
B ﬁlJra
et
d , d
%(arctan\/&) = arctan’ (va) x%\/a
B 1 1
T 4y 2a
1 1
T 1ta2ya

Ceci tenant pour tout @ > 0, on en déduit que la fonction arccos L‘_—%g — 2arctan vId est de dérivée

nulle sur 'intervalle R} , donc y est constante. Elle y vaut par conséquent sa valeur en 1, & savoir

1-1
arccos o1 2arctan V1 = arccos 0 — 2arctan 1 = g — 2% =0,



(b)

ce qui permet de conclure aprés vérification de I’identité voulue en O :

arccos
1

Soit t > 0. Pour montrer d’'une autre fagon 1’égalité arccos

s

arctan v/t (qui appartient a ]0, 5

arccos

Soit a € R.

Le réel argch |/ 2atL

de définition de argch, i. e. ssi Ch“TH >0etsi

1-t

1+t

0 < arctan V0 <= arccos 1 L arctan 0 <= 0 = 0, ce qui est vrai.

= 2arctan /¢, posons 6 :=

[) (d’ou T'on tire ¢ = tan? #) et calculons

1-1¢
1+t

fait sens ssi ’argument

1—tan%4

1+ tan?0
sin? 0
cos? 0
sin? 6
cos? 6

arccos

arccos

cos? 0 — sin? 0
cos? 0 + sin? @
arccos cos 26

20 car 20 € [0, 7]
2arctan V¢, ¢. ¢. f. d..

arccos

cha+1
2

cha+1
2

> 1, ce qui est vrai puisque

fait sens et appartient a 'ensemble [1, 00|

>

cha+1
2 2

De méme, le réel % <argch Ch‘;“) fait sens ssi \/ChaTH > 1, i. e. (d’apres ce qui précede) ssi

a # 0.

En supposant a # 0, on a alors

da

Il en résulte que la fonction argch

d ( /cha+1>
argch —

ch+1
2

" [cha + 1 y d
arge A —
& 2 da
1 1
2 % ha+1
cha+1 2 chat
EaEE
1 1 sha
cha+1 cha+1 2
o e
1 1 sha
cha—1 cha+1 4
V2 2
1 sha
ch’a—1 2
1 sha
|sha| 2

1
5 signe (sh a)

3 signe (a)
1d

2 da ol

cha+1

2

d (cha+1
Xi

da 2

car sh est impaire

—7|Id| est de dérivée nulle sur chacun des intervalles R et

R, donc est constante sur chacun de ces intervalles; puisqu’elle est par ailleurs continue, elle vaut
sur R7 sa limite en 0% et elle vaut sur R* sa limite en 0, donc vaut sur tout R sa valeur en 0, &

/ch 1
argch %77 |0] = argch1 =0, c. q. f. d..

savoir



On pouvait utiliser directement la formule de duplication du ch :

/ch 1
argch % = argch Vch?2a

argch |ch 2q]
= argchch2a car ch>1
= argchch|2a]  car ch est paire
= |2a]  car2a>0.

(c) Soit t € R.

Le réel arcsin ﬁ fait sens ssi 'argument ﬁ fait sens et appartient a I’ensemble [—1,1] de
1+t2>0

définition de arcsin, 7. e. ssi { ( ‘ 2 ,ioeossit? <1412, 4. e ssi0 <1, ce qui est vrai. De
\/1+t2> =

méme, le réel % (arcsin ﬁ) fait sens ssi ﬁ appartient a Pensemble |—1, 1] de dérivabilité de

arcsin, 4. e. (d’apres le calcul ci-dessus) ssi 0 < 1, ce qui est vrai.
On peut par conséquent calculer

d . t . t d t
— | arcsin ——— = arcsin — X ———
dt < \/1+t2> (\/1+t2> dt /1 + 2

_ 1 Xlxm—tx%/%

1— (o)’ Vit

V1+i2
1+¢2 (14%) —¢?

s Vaee -t are)vite

1
T

d

= aarctant.

1d

£/ 1+1d2

constamment sa valeur en 0, & savoir

La fonction arcsin — arctan est par conséquent de dérivée nulle sur 'intervalle R, donc y vaut

0
arcsin ———= —arctan0=0—-0=0, c. q. f. d..

V1+0?

On aurait pu également poser 6 := arctant (qui tombe dans ]—g, 5 [) (d’out Pon tire ¢ = tan6)
et calculer

. . tan 6
arcsin —— = arcsin ———
142 V1 +tan’6
sin 6
= arcsin —5%_
1
cos? 0
. ) |cos 6]
= arcsin | sinf x ———
cos 6
. T
= arcsin(sinf)  car || < 5
T
= 60 ocar |0 < -
2
= arctant.

(d) Soit ¢ € |-1,1].
On observera au passage que

l—c 2—(1+¢) 2

1+c¢ 1+c¢ _1—|—c_




Le réel arctan }jrf: fait sens ssi 'argument

- . 1 0 .
définition de arctan, 4. e. ssi +CC e , 1
1+4c Z 0

qui est vrai.
De méme, le réel i (arctan,/ 1Te ) fait sens ssi largument

I’ensemble R de derlvablhte de arctan et si I’ argument

1+c

de dérivabilité de /-, ce qui équivaut a c € |—1,1].
En supposant de plus ¢ # 1, on peut alors calculer

d 1—c¢ ,
— | arctan = arctan
dc l1+ec

1—c¢ xi /1—c¢
1+ec dtV 1+c¢

B 1 Xlxg 2
n 22 dtl"‘C

1_|_ 1—c

T+e 1+C

ﬁi fait sens et appartient a ’ensemble R de

e. (puisque c+1>0)ssil—¢c>0,1i e ssic<1,ce

fait sens et appartient a

< fait sens et appartient & 'ensemble R

)

_ 1+¢c xl 14—(:><
T (+o+(1-0 2Vi-¢ (1

_ 1 /14+c¢ —1
~ 2Vi1cite

1 1
2 /-0 +¢

= i 1arccost
o dt\2 ’

1-1Id 1

I en résulte que la fonction arctan /3 Td 2

constamment sa valeur en 0, & savoir

/11— 1 1x
arctan 70 — —arccos() = arctanl — ——
1+0 2 ~——— 22

=71

On aurait également pu poser 6 :=

calculer
1-c 1 —cosf
arctan = arctan
1+¢ 1+cosf
2sin?
= arctan
2 cos2
= arctan 1/ tan? —
fant b e [0 r [
= arctan anf car — —
2 2 79
0 0 6] T 7T|:
= = car — B
2 2 272
_arccosc
B 2
(e) Soit m > 0.

. + . . +L
Le réel argch ™ 52 fait sens ssi 'argument s 5

. . . A~ , +
argch, ce qui est vrai en vertu de la comparaison m + % > 2. De méme, le réel % (argch -

fait sens ssi 'argument m;
d’égalité de la comparaison précédente) ssi m # 1.

— 5 arccos est de dérivée nulle sur |—

+ 0)2

1], donc y vaut

=0,c¢ q f d.

arccos ¢ (qui tombe dans [0, 7]) (d’ott I'on tire ¢ = cos @) et

appartient a I’ensemble [1, o[ de définition de

1
m

1
m appartient & Pensemble |1, 0o[ de dérivabilité de argch, 4. e. (vu le cas



En supposons m # 1, on peut alors écrire

d + +a d +
am <afg6h mZ> = argeh’ (m2> < <m2m>

Il est raisonnable d’évaluer & part

1 H(m+;> 1 1
— argc = -
2 2 2 77;—‘,—# 2 1
s _
1 1
2 m2+2+ -1y —4
1
B 1
= - -
B 1
(m- %)’
_ 1
m=
m
= 2 = 1] car m > 0.
On a ainsi
d hm+% 1 W m+ =+ » d L 1
— | ar = —ar — —
dm aree 2 2agc 2 dm mn m
1
= m 1— —
|m?2 — 1| m?
_ m m?-1
 m2—1] m?2
. 9 1
= 51gne(m —1)><—
m

= signe (Inm) x % (Inm)

-4 [Inm|
~ dm '

. . Id + & e, .
Par conséquent, la fonction argch % —In |-| est de dérivée nulle sur chacun des intervalles ]0, 1] et
]1, 00|, donc est constante sur chacun de ces intervalles ; comme cette fonction est par ailleurs continue

sur R, elle vaut sur ]0,1[ sa limite en 17 et elle vaut sur ]1, 0o sa limite en 17. Finalement, cette
fonction vaut constammant sa valeur en 1, a savoir

1
1

h
argch —

—In|l|=argchl —In1=0-0=0, c. ¢ f. d..

On aurait également pu poser [ := Inm (d’ott 'on tire m = €) et calculer

1 _
argch m 5 mo = argch#
= argchchl
= argchch|l|  car ch est paire
= |l] car|l|>0
= |lnm|.
() Soit t € ]—1,1[. Le réel argth f:j?jt; fait sens ssi I’argument ff?)i; fait sens et appartient a

I'ensemble |—1,1[ de définition de argth, i. e. ssi le dénominateur 1 + 3t? est non nul et si —1 <



B —3t24+3t—-1<0
B +3t24+3t+1>0"

1. €.

ffjgg < 1, ce qui équivaut & —1 — 3% < 3t +3 < 1+ 32, ou encore & {

a { Ei _T_ Bz i 8 , ou encore (par stricte croissance de Id3) a { i; 1 i 8 , ce qui est vrai.
Regardons alors la dérivée :
o) 3t + 3 3t+1¢3 9 3t+t?
ot (argth 1+ 3t2> = argthf (1 ++3t2) * o1 ++3t2
_ 1 (34 3t2) (1+3t2) — (3t +¢*) 6t
T () . (1+362)°
1+3¢2
_ (1+1%) (14 3¢%) — 2% (£* 4 3)
B (1+3t2)° — 12 (3 +12)°
B 1+ 4% 4 3t* — 2t* — 617
1+ 6t2 + 9t4 — 9¢2 — 612 — ¢6
1—2t2+¢4
T T3 43t — 40
(1)
-y
3
T i
= % (3argtht).
La fonction argth 311i;'13%3 — 3argth est par conséquent de dérivée nulle sur |—1,1[, donc y vaut

constamment sa valeur en 0, & savoir

. 3
argth if% —3argthO = argthO0 — 3argth0 =0, c. ¢. f. d..

On aurait pu également poser a := argtht (d’ou l'on tire ¢t = tha) et calculer

3 3
e e
= argthth (3a)
= 3a
= 3Jargtha.

Soit s € [—%, %]

Le réel arcsin (33 — 453) fait sens ssi I'argument 3s — 4s> fait sens et appartient & 1’ensemble
[-1,1] de définition de arcsin, . e. ssi —1 < f(s) < 1 ou l'on a posé f := 31Id —41d3. Puisque
f/=3—121d* est du signe de 1 —Id*> = (§ —1Id) (3 +1d), la fonction f croit sur [—3, 3]. Au vu
des valeurs f (—%) =—let f (%) =1, on peut conclure que f|[7%,%] prend ses valeurs dans [—1, 1],
ce qui montre que arcsin (33 - 453) fait sens.

De méme, le réel 2 arcsin (3s — 4s%) fait sens ssi I'argument 3s — 4s> appartient a I'ensemble

]—1, 1] de dérivabilité de arcsin, i. e. ssi s € ]f%, % [

Ainsi, en supposant de plus |s| < %, on peut calculer la dérivée

% arcsin (35 — 453) = arcsin’ (35 — 453) X % (33 — 453)
- 1 x 3 (1—4s%)
1— (35 — 4s3)?
3(1—4s%)

V1 — (952 — 245 +16s5)

10



Puisque la somme des coefficient de s au dénominateur fait 1 — 9 4+ 24 — 16 = 0, on peut factoriser
par s2 — 1, ce qui donne

1—95% + 245" —165° = (1 — 52) (165" — 85> + 1) = (1 — %) (452 — 1)°.

On peut alors poursuivre le calcul de dérivée :

1 — 452
82 arcsin (33 — 453) = 3 ( > )
s V- 52) (42 — 1)?

B 3 1—4s?
o V1 — g2 |482—1|
3 ||<1
= —_— I —
1_82 ca S B

- (3arcsin ).

Os

Il en résulte que la fonction arcsin (3 Id -4 Id3) — Jarcsin est de dérivée nulle sur ]—%, % [, elle y est

donc constante et y vaut sa valeur en 0, & savoir arcsin (3 0—4- 03) — Jarcsin(0 = 0, ce qui permet
de conclure aprés vérification de 'identité voulue en :I:% :

. 3\ 7 . L7 ? . .
arcsin (3% —4 (%) ) = 3arcsm% < arcsinl = 3% <= § = 7, ce qui est vrai;

arcsin (3 (—3)—4 (—1)3) < 3arcsin (—3) <= arcsin (—1) 3 (%

o
r? x . .
5 5 —5 = —3, ce qul est vral.

D

1

L 2 L - . . N 1 171 T
On pourrait également poser a := arcsins (qui appartient a [f arcsin 3, arcsin 5] = [fg,

(d’ott lon tire s = sina) et calculer

=3E

arcsin (35 — 453) arcsin (3 sina — 4sin® a)

= arcsin (sin 3a)

T
= 3a car3a€[f§,§]

= Jarcsins.

(h) Soit z € R.

Le réel arctan sh z fait sens ssi Pargument sh z fait sens et appartient a ’ensemble R de définition
de arctan, ce qui est vrai. De méme, le réel % (arctan sh ) fait sens car arctan et sh sont dérivable
sur R.

Le réel arcsintha fait sens ssi Pargument thaz fait sens et appartient a l’ensemble [—1,1] de
définition de arcsin, ce qui est vrai. De méme, le réel a% (arcsin th z) fait sens car th est dérivable sur
R et prend ses valeurs dans |—1, 1] ou arcsin est dérivable.

On a alors

d
— (arctanshz) = arctan’ (shz) x —shz

ox ox

1
1+sh“x

1
= Txch:r
ch”x

1

chzx
et

0
—arcsinthz = arcsin’ (thz) x — tha
x ox
1 1
V1 —thpch’a
1 1

1 ch’x
ch?z

1
= — car chz > 0,
chz
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(i)

donc la fonction arctan sh — arcsin th est de dérivée nulle sur tout R ; elle y est donc constante égale
& sa valeur en 0, & savoir

arctansh (0) — arcsinth (0) =0—-0, c. ¢. f. d..

On aurait également pu poser 6 := arctansh z (qui appartient a ] -5 5 [) (d’ott 'on tire tan 6 =
shx puis = argsh tan #) et calculer

arcsinthz = arcsinthargshtan
) tan 6
= arcsin ————
V1+tan© 6
sin 0
= arcsin —¢_

1
cos? 6

= arcsinsinf car cosf >0
T
= 6 car |0 < 3

= arctanshux.

Soit A €]0, 1].
Le réel Qarctan,/% + arcsin (2)\ — 1) fait sens ssi 'argument % fait sens et appartient a

I’ensemble R de définition de /- et si 'argument 2X\ — 1 appartient & celui [—1, 1] de arcsin, ce qui
est vrai. De méme, le réel 2 <2 arctan /152 + arcsin (2\ — 1)) fait sens si largument 152 fait sens

et appartient a I'ensemble R de dérivabilité de /- et si 'argument 2\ — 1 appartient a celui |—1,1]
de arcsin, i. e. ssi A € ]0, 1[.
En supposant de plus A < 1, on peut ainsi dériver

0 1-—X .
a>\<2ar0tan\/)\—&—arcsm(2A—1)>
B =X 8 [i-x oy o ..
= 2arctan( — X(?)\ — + arcsin’ (2 1)X8)\ (2A—1)

1
= 2 5 X A 4 ! X2
144/ 25 yi-@-1)?

1
I S v S
TVI=X Var—an?
1 1

N VRV ST
0.

La fonction 2 arctan % + arcsin (2Id —1) est donc constante sur |0, 1[ et y vaut sa valeur en %, a
savoir
1-1 . 1 . T T
2 arctan T + arcsin 25 — 1) =2arctanl + arcsin0 = 21 +0= T
2
ce qui permet de conclure & condition de vérifier ’égalité voulue en 1 :
1-1 . ) T T
2 arctan — +arcsin(2-1—1) =2arctan0+ arcsinl =0+ 5= 73

On aurait également pu poser § := arccos VA (qui appartient a [O, g}) (d’ott 'on tire A := cos? )
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et calculer

1—-A 1— cos2 6
2arctan \/T +arcsin (2A —1) = 2arctan/ % + arcsin (2 cos® 6 — 1)
[ ain2
0
= 2arctan 2)1;729 + arcsin (cos 26)

= 2arctantan@ + arcsin (sin <g — 29)) car tanf >0

= 294—(5—29) car@etg—%sont dans}—z,ﬁ[

2 272
™
= 3
() Soit v € ]-1,0[.
Le réel arctan 7;1 — arctan —7 + arctan— fait sens ssi les trois arguments de arctan font
sens, 7. e. ssi les dénommateurs f)/, 'y + 1 et 27 sont non nuls, ce qui est vrai. De méme, le réel
a% arctan 7;1 — arctan — + arctan 55 'v fait sens dés que les trois arguments font sens et appar-

tient & ’ensemble R de derlvablhte de arctan, ce qui est vrai. Ce réel dérivé vaut alors

-1 0 v— 0 1 0 1
arctan’ [ 1— ) x 9y=1_ arctan’ [ —— | x —L +arctan’ [ — | x ——
gl O v v+1) Oyv+ 22) Oy 2y

1 1 1 vy+1—7 1 -2
T (R NCRETE )
) ) e )
_ 1 1 4y
T 22— 2y+1 22+ 2941 4yt 41
(P24 - (2 -2+ 1) 4y
T @D+ B
_ 4ry 4y
22414y 1
_ M 4y
T4t 4yt
= 0
La fonction arctan IdT — arctan g d +1 + arctan d2 est ainsi de dérivée nulle sur |]—1, 0], donc y est

constante ; en prenant sa limite en 07, on trouve que cette constante vaut

t — t 1d + arct L Tio+ X
arctan — arctan —— arctan ——s —— — — =T
Id +1 21d? 2 2
N——
—00 —0 —00
—3 —0 —Z

On aurait également pu passer par les complexes en se souvenant que Arg (a + ib) = arctang
pour tous réels a > 0 et b :

Y- 8l 1
arctan — arctan + arctan —
1 22
— 1
= arctan -+ arctan + arctan —

-
-y vy+1 22
= Arg(—y+i(l—7)) +Arg(y+1—iy) + Arg (27* +1)
Arg [(—y+i(1=7)) (v +1—iv) (29* +4)] [2n]
= Arg[-4y* —1]
= T ;
la réponse ne tenant que modulo 27, il manque quelque information, par exemple le fait que la bomme

cherchée, en tant que somme de trois arctangentes positives arctan 1 7 + arctan 'Y T +arctan 272, est

une somme de trois réels de [ , 2] donc doit rester dans [O 5”] Pulsque T est le seul réel de cette
intervalle valant m modulo 27, c’est la somme cherchée.
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