Equations différentielles
(T. G. 5)

Solution proposée.

2. Pour chacune des questions suivantes, on cherchera des solutions & valeurs dans K.

(a) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 1.

Soit f: R% — K. La fonction f est solution ssi f" + %f = 2. Une primitive de % étant 21n,

le facteur intégrant vaut e2'™ = Id?. On a alors les équivalences
2
!
Zr—9
P!
Id? ' +21d f = 21d?
2 !/
[1d° /] = [31013]

f solution

/
[Id“‘f — §Id3} =0

2
2 3 *
Id* f — 3 Id” est constante (sur RY})

[ S A

2
3C €K, 1d2f—§1d=”zc

(on peut diviser car Id?

c 2
WeK, f= 142 + 3 ne s’annule pas sur RY)

!

(b) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 1.
Soit f :]1,00[ — K. La fonction f est solution ssi (Id2 —1) f'+21Id f = 1. Ici, pas besoin du
facteur intégrant, le premier membre est déja sous la forme de la dérivée d’un produit. On a ainsi les

équivalences :
fsolution < (Id*-1)f +2Idf=1

— [1a®-1)xf] =1

= [(a*-1)f-1] =0

< (Id®-1) f —Id est constante sur ]1, o0

< 3CeK, (Id°-1)f-ld=C
C+1d ivi 2_

e JCEK, f= + (on ’peut diviser car Id° —1 .
1d2 -1 ne s’annule pas sur |1, 00[)

(c) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 1 soumise & une condition initiale : il s’agit

d’un probléme de Cauchy.

[+ ftan = sin (2/)

Soit f : }—%, ’T[ — K. La fonction f est solution ssi { . Une primitive

2 f0)=1
de tan = S = —%SS, = —[Inocos] étant —Inocos, le facteur intégrant vaut e~ °< = L d’ou les



équivalences

sin .
§ R —sin(2)

1 i 1
—f’—i—LnQ = 2sincos x —
cos cos cos

I 5 cosl’

o f| =[-2cos]

1 !/
{f + 2 cos} =0
cos

1
— f + 2cos est constante (sur } —z, T {)
oS 2

C e K, Lf—|—2(:os:C
cos

[ A

3C €K, f=Ccos—2cos?.

On en déduit les équivalences

f solution

{ f1+ fE =sin (2)
f(0)=1
3C € K, f = C cos —2cos?
{ f0)=1
f = Ccos —2cos?
f0)=1
f = C cos —2 cos?
Ccos0—2cos?0=1
f = Ccos —2cos?
Cc=3

HCEK,{
HCeK,{

EICEK,{

[N S

f = 3cos —2cos?.

(d) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 1 soumise & une condition initiale : il s’agit
d’un probléme de Cauchy.
fftan—f =0
F3)=1 .
pas sur |0, Z[, on a I'équivalence f'tan—f =0 <= f’ — fcot = 0. Puisque — cot = —£2 = 3l —

sin sin

Soit f: ]0, g[ — K. La fonction f est solution ssi { . Puisque tan ne s’annule

[~ Inosin]’, le facteur intégrant vaut e~ ™°si» = ﬁ, d’out les équivalences
fltan—f =0
& f'—cotf=0
f’_i _y c'os2 —0 (07n peut diviser car si7171
sin sin ne s’annule pas sur 0, %)
1 !/
= |f—]| =0
sin
f 0
<= —— est constante (sur }0, — [)
sin 2
— dC €K, i =C
sin
<— 3dJCeK, f=Csin.



Par conséquent, on a les équivalences

/ — =
f solution <= { / tanﬁ f_ 0
F(§)=1
{ dC e K, f=Csin
— T\
f(g)=1
~ 3JC €K, { ! :,r sin
f(g)=
— 3JCeK { f= fs
C 6 ==
f=X
— 3dC <K, { B 2n
<~ f=2sin.
(e) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 1 soumise & une condition initiale : il s’agit
d’un probléme de Cauchy.
. . . o —2f =147 L
Soit f : R — K. La fonction f est solution ssi FO) =1 Une primitive de —2 étant

—21d, le facteur intégrant vaut e 214, Par ailleurs, pour primitiver le second membre multiplié par

le facteur intégrant, on peut intégrer par parties Id? e =219 plusieurs fois de suite :
1d* 21d 2 . -
e-2ld 1,21 1,-21d _leo_ﬂd (la fleche indique le sens de dérivation).
2 1 8

On trouve comme primitive (Id* x le™214)—(21d x Le=219) (2 x e ) = — —H

On en déduit les équivalences

e — (21d* +21d +1).

fr=2f =1d?
e e 2lpr 92y g2 ,-21d
, e—21d !
= [e?1f] :[_ 7 (2Id2+21d+1)}
e—21d !
= [—QMH (21d2+21d+1)] =0
672Id
= e 2lfy I (2 Id* +21d +1) est constante (sur R)
—21d
— 3CeK, eyt 1 (21d* +21d +1) = C
Id*> 1d 1
= EICGK,f—CeNd—T—E—f
Par conséquent, on a les équivalences
. f—2f =1d?
solution <=
/ { fO)=1
J0eK, f=Ce?ld - 1& _1_1
<~ ’ 2 2 4
{ fine
Ce2ld _1d _1d _ 1
— JCeK f 2 4
- { fo)=1
_(p2ld _1d® _1d_ 1
— HCGK,{f_Q(,/;e e 3 204
Cerm =3 —3—1=1
_ 21d _ Id? _ 1d 1
@HCGK,{JF_OG 3 2 1
O:Z



() On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. Son polynome
caractéristique vaut y := X2 — 5X + 6, son discriminant vaut (—5)2 —4 x 6 =1, donc les racines de
X sont Siz‘ﬁ, a savoir 2 et 3. On en déduit le plan affine des solutions, qui est ici un plan vectoriel

puisque I’équation est linéaire :

Ke?!d 4 Ke?ld,

En d’autres termes, si I un intervalle et f une fonction de I dans K, on a les équivalences

f solution <= f" —5f +6f=0

JAeK _ 4,21d 31d
HBEK’f_Ae + Be” ™.
;Ilgillé LVt eI, f(t) = Ae* 4+ Be'.
(g) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 2 & coeflicients constants. Son polynéme

caractéristique vaut y := X2 + 4 = (X + 2i) (X — 2i), les racines de x sont 0 + 2i. On en déduit le
plan vectoriel des solutions linéaires :

siK=C: Ce¥ld 4 Ce2Md
siK=R: Rcos(2)+Rsin(2) °

Cherchons a présent une solution. Le second membre est de la forme e* 4P o1 le scalaire A := 1
n’est pas racine de x et ol le polynéme P := 10 est de degré nul, donc on peut chercher une solution
sous la forme e x Q ot Q est un polynéme constant. Soit a € K ; posons u := aexp. On a alors

u” + 4u = (aexp)” + daexp = Saexp,
d’ott les implications
u solution <= u” + 4u = 10 exp <= baexp = 10exp <= a = 2.

Conclusion : le plan affine des solutions est

siK=C: 2exp +Ce?1d 4 Ce~2ild
siK=R: 2exp+Recos(2)+Rsin(2)

En d’autres termes, si I un intervalle et f une fonction de I dans' R, on a les équivalences

f solution <= f” +4f =10exp
JAeR

= JBeR’ f=2exp+Acos(2:)+ Bsin(2)
JAeR .
— 3BeR,VtGI,f(t):QetJrAcos(2t)+Bs1n(2t).
(h) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 2 & coefficients constants, soumise & deux

conditions initiales (c’est donc un probléme de Cauchy). Son polynéme caractéristique vaut y :=
X2+ X+1=(X—9) (X —j2) ol j := e’5", les racines de y sont —% + ?z On en déduit le plan
vectoriel des solutions linéaires (sans conditions initiales) dans le cas réel> (K = R) :

Re_% cos (?) + Re_% sin (?) .

Cherchons a présent une solution. Le second membre est de la forme e* P o1l le scalaire A := 0
n’est pas racine de x et ot le polynéme P := X? est de degré 3. On peut donc chercher une solution
sous la forme exp®™ x@Q ot Q est un polynome de degré au plus 3.

Soient a, b, c,d € R ; posons u := aId® +b1d? +¢Id +d. On a successivement

v =3ald?4+2bId+¢ et " = 6ald+2b,

e cas complexe s’écrirait de méme
Zpour le cas complexe, on procédera comme dans les équations des deux questions précédentes



d'ot v 4+ v +u = ald® + (b + 3a) Id® + (¢ + 2b + 6a) Id + (d + ¢ + 2b). 1l en résulte les implications

u solution (sans conditions initiales) <<= u" + v/ +u = Id®
< ald®+ (b+3a)Id® + (c + 2b+ 6a) Id + (d + c + 2b) = Id®

a=1
b+3a=0
= Y ct2+6a=0
d+c+2b=0

— (aa b7 C, d) = (L _37 07 6)
— u=1Id>-31d%+6.

Conclusion (partielle) : le plan affine des solution (sans conditions initiales) est

3 3
1d® —31d% 46 + Re™ # cos ({) +Re™ % sin ({) )

Soit I un intervalle et f: I — R. On a les équivalences

f”-i-f/-l-f:Id?’
f solution <= f0)=1 \
F(3)=c ™t g w4
JAeR

aBeR : f_Id3—3Id2+6+Ae #cos () + Be ¥ sin ()
=

Cr() = g

JA R f—Id3 —31d% 46 + Ae~ % cos(Tg)—&—B _%SiH(TS-)
7 3BeR’ ot f(i):e1 ETCRRE S L
V3 3V/3
f=1d*>-31d% +6 + Ae~ 5 cos (L ) e~ sin (73>
JA € R —3-02+6+ Ae” 2cos(‘f0) + Be %sm(§0):1
<7 3BeR’ . . G (B A (i
ﬁ — ﬁ) +6+Ae 2 COS (TE) +B€ 2 S1n (Tﬁ)
=W+ I 16
JAER f=1d% —31d2 46 + Ae=% cos (@ ) + Be % sin (73)
<~ s P x
dBER 6+A=1 et Be 2i=¢ 23
., FAeR [ j=10° 31046+ Ae” #cos () + Be~ ¥ sin ()
dBeR A=5 e B=e
= f:Id3—31d2+6+5e*% cos (?) + e % sin (?) .
(i) On reconnait une équation différentielle affine d’ordre 2 & coefficients constants. Son polynome

caractéristique vaut y := X? —2X +1 = (X — 1)2, il posséde donc une racine double 1, d’otl le plan
vectoriel des solutions linéaires
Kexp+KId xexp.

Cherchons une solution. Le second membre n’est pas de la forme du cours; écoutons I'indication



et prions pour que la fonction donnée u := f_’:—lpd soit solution. On a
, expX (14+1d) —expxl expxId .
u = 5 = 5 buis
(1+1d) (1+1d)
S - exp X (14 1Id) x (1 +1d)* — exp x Id x2 (1 +1d)
(1+1d)*
. 1414 .
= Xp ————=,
pﬂ+i®3
w =2 by = ——2 | (141d?) — 21d (1 + Id) + (1 + Id)*
(1+1d)
=2
2 exp

= m, donc u est solution.
+

Conclusion : le plan affine des solutions est

exp
1+1d

+ Kexp+KId xexp.

En d’autres termes, si I est un intervalle et si f est une fonction de I dans K, on a les équivalences

. 2 exp
solution <= f’'—2f +f=—""—
f f fri (1+1d)°
JAeK ,  exp
— EIBEK’f_1+Id+AeXp+BIdxeXp
JAeK i ¢ ¢
= 3BeK,Vte[,f—H_tJrAe + Bte".



