
Comparaison locale
(T. G. 22)

Solution proposée.

1. On étudie systématiquement le rapport des deux quantités à comparer.

(a) Soit x > 0. On a (lorsque x! 0)

ln

0@1 + �!0z}|{
2x

1A
x lnx

� 2x

x lnx
=

2

lnx
�! 0,

ce qui montre la comparaison
ln (1 + 2x) = o (x lnx) .

(b) Soit t > 0. On a (lorsque t!1) t2+3t � t2, donc (puisque lim�!1

p
� = 1)

p
t2 + 3t �

p
t2 =

jtj = t, d�où p
t2 + 3t ln

�
t2
�
sin t

t ln t
� t 2 ln t sin t

t ln t
= 2 sin t = O (1) ,

ce qui montre la comparaison p
t2 + 3t ln

�
t2
�
sin t = O (t ln t) .

(c) Soit a 6= �1 réel. Posons " := �1� a. On a (lorsque a! �1�, i. e. lorsque "! 0+)

ln
�
1 + 1

a

�
1
1+a

= �" ln
�

�"
�1� "

�
= " ln "| {z }

�!0

� "ln (1 + ")| {z }
�!0

�! 0,

d�où la comparaison

ln

�
1 +

1

a

�
= o

�
1

1 + a

�
.

(d) Soit s > 0. Posons L := � ln s. On a (lorsque s! 0, i. e. lorsque L!1)���� ln ss�
1
s

���� = ���(ln s) e ln ss ��� = Le�Le
L

� Le�L �! 0,

d�où la comparaison

ln s = o
�
s�

1
s

�
.

2.

(a) Soit a 2
�
0; �2

�
. On a les équivalences (lorsque a! 0)

a(a+ 3)| {z }
�!3

�!
p
3z }| {p

a+ 3p
a sin

p
a| {z }

�
p
a

� a3

p
3p

a
p
a
= 3

p
3.

(b) Soit � 6= 0 dans
�
��
2 ;

�
2

�
. On a les équivalences et tendances (lorsque � ! 0)

(1� cos �) arctan �
� tan �

�
�2

2 �

� �
=
�

2
�! 0.
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(c) Soit q 6= 0 dans ]�1; 1[. On a les équivalences (lorsque q ! 0)

q ln (1 + q)

(arcsin q)
2 �

q q

(q)
2 = 1.

(d) Soit x 2 R autre que 0 et � 2
3 . On a les équivalences (lorsque x! 0)

(1� ex) (1� cosx)
3x3 + 2x4

�
�x x2

2

x3 (3 + 2x)| {z }
�3

� �1
6
.

(e) Soit  > 0. On a les égalités et tendance (lorsque  ! 0)

 
p
1 + sin = exp

ln (1 + sin )

 
= exp

ln

0@1 + �!0z }| {
 + o ( )

1A
 

= exp
 + o ( )

 
= e1+o(1) �! e.

(f) Soit u 2 ]0; �[. On a les égalités (lorsque u! 0)

ln
sinu

u
= ln

0BBB@1
�!0z }| {

�u
2

6
+ o

�
u2
�
1CCCA = �u

2

6
+ o

�
u2
�
, d�où

u2

r
sinu

u
= exp

ln sinuu
u2

= exp
�u2

6 + o
�
u2
�

u2
= e�

1
6+o(1) �! 1

6
p
e
.

(g) Soit z > 0. On a (lorsque z !1)

th z =
ez � e�z
ez + e�z

=
1� e�2z
1 + e�2z

= 1� 2e�2z

1 + e�2z| {z }
�!0

, d�où

ln z � ln th z = ln z ln

�
1� 2e�2z

1 + e�2z

�
� ln z

�
� 2e�2z

1 + e�2z

�
=
�2 ln z
e2z| {z }
�!0

1

1 + e�2z| {z }
�!1

�! 0,

d�où l�on déduit (th z)ln z = eln z�ln th z �! e0 = 1.

3. Soit n 2 N.
(a) On a les égalités et équivalence�

n+ s

n

�
=
1

s!

sY
k=1

(n+ k)| {z }
�n

� 1

s!

sY
k=1

n =
ns

s!
.

(b) On a les égalités et équivalence

n

q
ln
�
1 + e�n2

�
= exp

ln

0B@ln
0B@1 +

�!0z}|{
e�n

2

1CA
1CA

n
= exp

ln
�
e�n

2

+ o
�
e�n

2
��

n

= exp
ln e�n

2

+ ln (1 + o (1))

n
= exp

�
�n+ o

�
1

n

��
= e�neo(1) � e�n.

(c) On a

n ln
�
1 + e�n

�
� ne�n �! 0, donc

�
1 + e�n

�n
= en ln(1+e

�n) �! 1,

d�où
�

en

1 + e�n

�n
=

en
2

(1 + e�n)
n � en

2

.
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(d) On rappelle les équivalences arccos c c!1� sin arccos c =
p
1� c2 �

p
2 (1� c). Puisque n3+1

2+n3 �!
1, on en déduit

arccos
n3 + 1

2 + n3
�

s
2

�
1� n3 + 1

2 + n3

�
=

r
2

2 + n3
�
r
2

n3
=
p
2n�

3
2 .

(e) On a

ln (1� thn) = ln

�
1� 1� e

�2n

1 + e�2n

�
= ln

2e�2n

1 + e�2n
= ln 2|{z}

=o(n)

� 2n� ln
�
1 + e�2n

�| {z }
=O(1)=o(n)

� �2n, d�où

th
1

n
� ln (1� thn) � 1

n
� (�2n) = �2, ce qui montre (1� thn)th

1
n = eth

1
n�ln(1�thn) �! 1

e2
.

4.

(a) Soit t � �1. On a (lorsque t! 0)

p
1 + t = (1 + t)

1
2

= 1 +
1

2
t+

1
2

�
1
2 � 1

�
2!

t2 +
1
2

�
1
2 � 1

� �
1
2 � 2

�
3!

t3 +
1
2

�
1
2 � 1

� �
1
2 � 2

� �
1
2 � 3

�
4!

t4 + o
�
t4
�

= 1 +
t

2
� t2

8
+
t3

16
� 5t4

128
+ o

�
t4
�
, d�où (on peut composer puisque � t �! 0)

p
1� t+

p
1 + t =

 
1 +

(�t)
2

� (�t)
2

8
+
(�t)3

16
� 5 (�t)

4

128

!
+

�
1 +

t

2
� t2

8
+
t3

16
� 5t4

128

�
+ o

�
t4
�

= 2� t2

4
� 5t

4

64
+ o

�
t4
�
.

(b) Soit t > �1. On a (lorsque t! 0)

(ln (1 + t))
2
=

�
t� t2

2
+
t3

3
+ o

�
t3
��2

= t2
�
1� t

2
+
t2

3
+ o

�
t2
��2

= t2

 
1 + 2

�
� t
2
+
t2

3

�
+

�
t

2

�2
+ o

�
t2
�!

= t2 � t3 + 11
12
t4 + o

�
t4
�
.

(c) Soit t 2 R. On a (lorsque t! 0)

1

t2 + 2t+ 2
=

1

2

1

1 +

�
t+

t2

2

�
| {z }

�!0

=
1

2

 
1�

�
t+

t2

2

�
+

�
t+

t2

2

�2
� (t)3 + o

�
t3
�!

=
1

2
� t

2
� t2

4
+
t2

2

�
1 +

t

2

�2
� t3

2
+ o

�
t3
�

=
1

2
� t

2
� t2

4
+
t2

2
(1 + t)� t3

2
+ o

�
t3
�

=
1

2
� t

2
+
t2

4
+ o

�
t3
�
, d�où

t2 + 1

t2 + 2t+ 2
=

�
1 + t2

��1
2
� t

2
+
t2

4
+ o

�
t3
��

=
1

2
� t

2
+
3

4
t2 � t3

2
+ o

�
t2
�
.
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(d) Soit t 2
�
��
2 ;

�
2

�
. On a (lorsque t! 0)

ln
1

cos t
= � ln cos t = � ln

0BB@1� t22 + t4

24
+ o

�
t4
�

| {z }
�!0

1CCA
= �

 �
� t

2

2
+
t4

24

�
� 1
2

�
� t

2

2

�2
+ o

�
t4
�!

=
t2

2
� t4

24
+
t4

8
+ o

�
t4
�

=
t2

2
+
t4

12
+ o

�
t4
�
.

(e) Soit t 2 ]�1; 2[. On a (lorsque t! 0)

1

(t+ 1) (t� 2) =
1

1 + t

1

�2
1

1� t
2|{z}

�!0

= �1
2

�
1� t+ t2 � t3 + o

�
t3
�� 

1 +
t

2
+

�
t

2

�2
+

�
t

2

�3
+ o

�
t3
�!

= �1
2

�
1� t

2
+
3t2

4
� 5t

3

8
+ o

�
t3
��

= �1
2
+
t

4
� 3t

2

8
+
5t3

16
+ o

�
t3
�

(f) Soit t > 0. On a (lorsque t!1)

argsh t� ln t = ln
�
t+
p
1 + t2

�
� ln t = ln

0BBB@1 +
vuuut1 + 1

t2|{z}
�!0

1CCCA
= ln

 
1 + 1 +

1

2

1

t2
� 1
8

�
1

t2

�2
+ o

�
1

t4

�!

= ln 2 + ln

0BB@1 + 1

4t2
� 1

16t4
+ o

�
t4
�

| {z }
�!0

1CCA
= ln 2 +

�
1

4t2
� 1

16t4

�
� 1
2

�
1

4t2

�2
+ o

�
1

t4

�
= ln 2 +

1

4t2
� 3

32t4
+ o

�
1

t4

�
.
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(g) Soit t > �2. On a 1+t
t+2 = 1�

1
t+2 , donc

@

@t

�
arccos

1 + t

t+ 2

�
= � 1r

1�
�
1� 1

t+2

�2 1

(t+ 2)
2

= � 1q
(t+ 2)

2 � ((t+ 2)� 1)2
1

t+ 2

= � 1p
2t+ 3

1

t+ 2

= � 1

2
p
3

1q
1 + 2t

3

1

1 + t
2

= � 1

2
p
3

�
1� 1

2

2t

3
+ o (t)

��
1� t

2
+ o (t)

�
= � 1

2
p
3

�
1� 5t

6
+ o (t)

�
, d�où en intégrant

arccos
1 + t

t+ 2
= arccos

1 + 0

0 + 2
� 1

2
p
3

�
t� 5t

2

12
+ o

�
t2
��

=
�

3
� t

2
p
3
+

5t2

24
p
3
+ o

�
t2
�
.

5. Donner sens et calculer les limites des quantités suivantes :

(a) Soit x 2 R�. On a (lorsque x! 0)

ax � bx = ex ln a � ex ln b = (1 + x ln a+ o (x))� (1 + x ln b+ o (x)) = x ln
a

b
+ o (x) ,

d�où
ax � bx

x
= ln

a

b
+ o (1) �! ln

a

b
.

(b) Soit t 2
�
0; �2

�
. Posons � := tan t. On a (lorsque t! �

4 , i. e. lorsque � ! 1)

tan 2t� ln tan t =
2�

1� �2 ln

0@1 + � � 1| {z }
�!0

1A � 2�

1� �2 (� � 1) =
�2�
1 + �

� �1, d�où

(tan t)
tan 2t

= etan 2t�ln tan t �! 1

e
.

(c) Soit t 2 R�. On a (lorsque t! 0)

�t + �t

2
=

et ln� + et ln �

2
=
(1 + t ln�+ o (t)) + (1 + t ln� + o (t))

2
= 1 + t ln

p
�� + o (t) , d�où

t

s
�t + �t

2
= e

1
t ln

�t+�t

2 = e

1
t ln

0BB@1+t lnp�� + o (t)| {z }
�!0

1CCA
= e

1
t (t ln

p
��+o(t)) = eln

p
��+o(1) �!

p
��.

(d) Soit s > �1 non nul. On a (lorsque s! 0)

1

s
� 1

ln (1 + s)
=
1

s
� 1

s� s2

2 + o (s
2)
=
s� s2

2 + o
�
s2
�
� s

s
�
s� s2

2 + o (s
2)
� = � s2

2 + o
�
s2
�

s (s+ o (s))
�
� s2

2

s s
= �1

2
.

(e) Soit  > �1. On a (lorsque  ! 0)

(1 + )
1
 = e

ln(1+)
 = e

� 
2

2
+o(2)
 = e1�


2+o() = ee

�!0z }| {
�
2
+ o ()

= e
�
1� 

2
+ o ()

�
, d�où

(1 + )
1
 � e


=

�
e� e

2 + o ()
�
� e


= �e

2
+ o (1) �! �e

2
.
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