Récurrence
(T. G. 10)

Solution proposée.
1. Pour tout entier naturel n, on note P, I’égalité 1 +3 +5+ -+ + (2n — 1) = n%. Montrons ce dernier
par récurrence sur n.
Légalité Py s’écrit 0 = 0%, ce qui est vrai. (% la somme a lair de se terminer 4 2-0 —1 = —1

mais, comme elle est formée de zéro termes, elle ne commence ni ni finit, c’est la somme vide, égale par
convention® & 0).

Soit n > 0 un entier tel que P,. On a alors

14345+ +2Mn+1)—1) = [1+3+5++2n—1)]+(2n+1)
n?+2n+1 dapres P,
= (n+1)%, don Pyyq.

2. Pour tout entier naturel n on note F,, la comparaison u,, > n!. Montrons cette derniére par récurrence
sur n.

L’énoncé E; équivaut & uq > 1!, 4. e. & 1 > 1, ce qui est vrai.
Soit n € N* tel que E1, Fo, ..., Ey,. Alors

Un+1
— fr— u u ... u
n+1 1+ u2 + + un
> U424 +nl
> nl, dou
Upt1 > nl(n+1)=(n+1)], ce qui montre F, ;1.
3. Pour tout entier naturel n, on note B,, la comparaison (1 + z)" > 1 + nz. Montrons cette derniére

par récurrence sur n.
On a les équivalences By < (1 + x)o > 14 0x <=1 > 1, ce qui est vrai, d’ou By.
Soit n € N tel que B,,. On a alors
positif car z>—1

1+ = (14+2) (1+a)"

> (142)(1+nz)  dapres B,
_ 2
= 1l+(n+)z+ nx
>0 car neN
> 1+ (n+1), doit By,
4. Pour tout entier naturel n, on note F,, I'égalité 1!1 + 212+ --- + nln = (n+ 1)! — 1. Montrons cette

derniére par récurrence sur n.
L’égalité Fy équivaut & 0 = (0+ 1)! — 1, ce qui est vrai.
Soit n € N* tel que Fj,_1. On a alors

M+224+---+nln = M1+22+---+(n—-1!(n—-1)]+nln
= ((n=1)+1)!=1+nln dapres F,_;
= nl(n+1)—-1

= (n+1)!—1,don F,.

1est convention est plus que motivée : ajouter la somme vide, ¢’est ne rien ajouter, donc c’est ajouter un neutre pour ’addition,
donc c’est ajouter zéro.



Pour tout entier £ > 1, on note C} 1’énoncé
V(Ao M) €10,10%, (T=A) (1= Ag) - (T=X) > 1= A4+ Ao+ -+ ).
Soit A € [0, 1]. La comparaison & montrer équivaut & (1 — ) > 1 — (\), ce qui est vrai, d’ou Cj.
Soit k > 1 tel que Cy. Soient (ug,uy, ..., ux) € [0, 1}k+1
(1 —wup) (T—wup) - (1 —ug)
——
positif car up€[0,1]
> (1—wuy)(1—(ug+us+---+ux))  dapres C,
1—(up+ur+--+up)+ ug(ug+us+- - +ug)

. On a alors

>0 car tous les u; sont dans [0,1]

> 1—(up+u+-+ug), dot Cry.

On a donc montré Vp € N, C),, d’ot1 I'on infére C,.

(a) Pour tout entier n > 2, on note A,, 'énoncé D,, = nD,_1 + (—1)". Montrons ce dernier par
récurrence sur n.

On a les équivalences Ay <= Dy = 2D; + (71)2 <= 1=2-0+41, ce qui est vrai.
Soit k > 2 un entier tel que Ag. On a alors

Diy1 = k(Dyp+ Dy_1)
= kDy+kDp_4

= kDy+ (Dk — (—l)k) d’apres A

= (k+1)Dp+ (-1, don Apyy

(b) Pour tout entier n > 2, on note B, I'énoncé 2z = F-hta—+ (7;!)".
Puisque&—%:%—%zO:Dl,onaBl.
Soit r > 2 un entier tel que B,_1. On a alors
D D,_ -1)"
D, _ D+ (1) d'apres A,
d 7!
Dy N (—1)"
(r—1)! d
11 1 (G W G D
= o n e T o) T daeres B
111 "
= a—ﬁ—‘rg——f— 7’! 7dOllBT.
Pour tout entier n € N, on note P,, Q. et R, les égalités respectives
F+F+--+F, = Fyo—1,
Fi+Fs+ 5+ + Iy = Fy—1,
et F2 —F, 1Foyn = (=1)".
(a) Montrons P,, par récurrence sur n avec deux prédécesseurs.

L’égalité Py équivaut a 0 = Fyyio — 1, 2. e. & 1 = Fy, ce qui est vrai.
On a les équivalences P; <= F} = F149— 1 <= 1+41= F3,d’ou P;.
——

vrai

Soit n > 2 un entier tel que P,_o et P,_1. On a alors

F1+F2+"'+Fn - (Fl+F2+"'+F7L—2)+(FTL—1+F7L)
= F-2y42 =14+ Fyy1 dapreés P, et les hypotheses sur la suite (Fy)
= Fn + Fn+1 - ].

= Fn+2 — 1, d’ou Pn—l

(Remarquer que 'on a montré pour tout naturel k 'implication P, = Pi12 (pas besoin de Py41);
cependant, il faut bien str initialiser en deux valeurs successives (sinon on rate un entier sur deux).)



(b) Montrons @,, par récurrence (simple) sur n.

L’égalite Q1 équivaut a Fy = Fy.q, ce qui est vrai (puisque F} =1 = Fy).

Soit n > 1 un entier tel que @,,. On a alors

L+ F3+Fs+4 4+ Fopiny-1 = (Fi+Fs+Fs+-+Foypq) + Fonya

EFyp + Fonta d’apres Q,
= Iy
FQ(n+1)a d’ou Qn+1~

(Remarque : 1’égalité Qo équivaut 4 0 = Fr.g — 1, i. e. & Fy = 1, ce qui est faux; on ne pouvait donc
pas initialiser un rang "plus tot".)

(c) Montrons R,, par récurrence (simple) sur n.

On a les équivalences Ry <= F2 — FoFy = (—1)""' <= 12-0-1 =1, ce qui est vrai.
Soit n > 1 entier tel que R,,. On a alors

F3+1 _FnFn+2

Pour tout naturel n, on note P, I'énoncé {5 + 55 + -+ + -5 >
On a ’équivalence P5 <= 1% 4 2% >

F3+1_Fn(Fn+Fn+1)

Fl—F,Fop1 —F2
F3+1 — FyFop — (ananH + (—1)n+1) d’aprés R,

2
Fn+1

- Fn+1(Fn + anl) - (_1)n+1
—————

=Fn41

(=)™ d’on Rpy1.

Soit n € N* tel que P,_1. On a alors

1 1

122

Pour conclure a P,, il suffit de montrer que le réel ci-dessus est plus grand (au sens large) que

qui équivaut respectivement a

3n3 —3n2+2n—1

+

3n

1
n?

(2n —1)n? ~2n+1

\Y

3n
2n+1°

2,32'_% <:>g>g<:>5-5>4-6,cequiestvrai.

S — .
- 12 22 (n_1)2 n2

3(n—1) 1
2P 4 Qapres P,
- +1 a2 G

33 —3n2+2n—1

(2n —1)n?

3n
2n+1"

ce

— (3n®-3n*+2n—-1)(2n+1) >3n°(2n - 1)

<« 6n'—3n°+n”—1>6n"-3n
<= n?>1, ce qui est vrai puisque n € N*.

Pour tout entier naturel n > 1, on note P, l’énoncé(l + 2%) e (1 + ?12) < 2ntl

L’énoncé P; équivaut a 1 <

2-1+1
1+

2

— n+2°

ce qui est vrai. (On initialise un rang avant ce qui est demandé car
Iinitialisation est possible et plus facile.)

Soit n > 2 un entier tel que P,_1. On a alors

<1+212>...<1+

1
n?

)

()(()) (1)

2(n—1)+1 1

— |14+ — d’ s P,
(n— 1)+2 < + n2> apres 1
2n—1n2+1

n+1 n2 °



2n+1
n+2 7

Pour conclure & P,, il suffirait de montrer que le réel ci-dessus est inférieur ou égal a ce qui équivaut

respectivement a

2n—1n2+1<2n+1

2n—1)(n+2)(n®+1) < (2n+1)(n+1)n?

n+1l n?2 — n+2
<— (2n2 + 3n — 2) + (2714 +3n3 — 2n2) < on* + 3n3 4+ n?
— 0<n?>—3n+2
<— 0<(n—1)(n—2), ce qui est vrai puisque n > 2.
10. Pour tout entier £ € N*, on note Ji I’énoncé

V(Al,AQ, 7Ak) S Ik, A1+A2+ . +Ak =1 = f (A1a1 -+ A2a2 + -4 Akak) S Alf (a1)+A2f (a2)+~ . +Akf (ak) .

Soit (A) € [0,1]" tel que A=1: on a alors f (Aa1) = f (a1) < Af (a1), ce qui montre J;.
Soit k € N* un entier tel que Ji. Soient (pg,p1, ..., pr) € [0, 1]k+1 tel que pg+p1+---+pr=1.Ona

alors
a1 + paag + - - - + prag
f (poao +pray + -+ prag) = f(poao-i-(l—]?o)pl ;1f;22+._.+p§: > car po + (p1 +---+pr) =1
pia1 + paag + - - +Pkak>
< ap) + (1 —
pof (an) + (1= ) g (DO ER202 2
par hypothese sur f (les réels py et 1 — pg sont bien positifs et de somme 1)
= pof(ao)+ (1 —po) f< Lo S . L T ak>
—— 1 —po I —po 1 =po
positif car po<1
D1 D2 Pk
< 1— o 2
< g (o) + (=90 (2 () + 2 ) oo T2 (o)
d’aprés Ji ot 'on a remplacé A; «— T Pi pour tout ¢
— Po

pof (ao) +p1f(a1) + -+ + pef (ar), ce qui montre Jiiq.
On a donc montré Vm € N*, J,,,, d’ou Uon tire J,,, duquel on déduit, en y remplagant A; < A; pour tout
i €{1,2,...,n}, la comparaison souhaitée.
11. Pour tout entier k, notons ay := 9¥+3 — 2% et by, := 9¥+2 — 2% (A, (resp. By) signifient alors que ay,
(resp. by) est un multiple de 7).
Soit n > 0 un entier tel que A,,. On a alors

Uy = 9FDFS _gntl — (7L 9ygndS _g.on — 7. gnt3 | 2an, € 7Z, d’ott Ap 1.
€72 €7Z d’aprés Ay,

On montrerait exactement de méme que Vp € N, B, = Bp 1.
Soit m € N. Le calcul précédent (en remplagant n par m) peut se réécrire

2, = Qme1—9™T7, i e. (en multipliant par — 10)
(1-21)a, = 9™70—-10a,,41, ce quiéquivaut (isoler a,,) a
am = T(9"*?10 4 3am) — 10am1,

ce qui permet de montrer 'implication A,,+1 = A,,, d’ou ’équivalence A,, <= A,,+1. On procéderait
exactement de méme pour montrer B,+1 = Bj,.
Vu les équivalences montrées, on peut affirmer les deux équivalences

(YneN, A,) <= (IneN, A,) et VneN, B,)<= (IneN, B,).
Oron a

ap = 99 —20=93 1=81x(10—-1)—1="728=700+28=7x 104
etgo = 9972 -20=9%_-1=280¢7Z,

ce qui montre que A,, est vrai et B,, faux pour tout naturel n.
Morale de ’exercice :

une récurrence NE PEUT se passer d’une INITIALISATION.



12.

13.

L’identité est solution, montrons par récurrence forte que c’est la seule solution.

Soit f une solution. Observons tout d’abord que f est injective : si a et b sont deux entiers ayant
méme image par f, on aura

_SUU @D+ @) @) UGG TN +I0)
3 3 '

Pour tout entier n > 0, on note F,, 'énoncé f (n) = n.

On a0=3Id(0) = f(f(f(0)+ f(f(0))+ f(0), donc les trois entiers précédents sont nuls, d’ou
f (O) =0et F().

Soit n > 1 tel que Fy, Fi, ..., F,,—1. Puisque f est injective, f (n) ne vaut aucune des valeurs f (0), f (1), ...

donc (d’apres Fy, Fi, ..., F,,) appartient & N\{0, 1,...,n — 1}, donc est au moins égal a n. Puisque f (n) ¢
{0,1,...,n — 1}, son image ne vaut aucune des valeurs f (0), f(1),...,f(n—1), d'ou (par le méme rai-
sonnement) f(f(n)) > n et P'on en déduirait la méme comparaison pour f (f (f(n))). Par somme, on
obtient

3n=3Id(n) = f(n)+ f(f(n)+ f(f(f(n)) = 3n,
—_~ —-— ———
>n >n >n
ce qui force I’égalité partout, en particulier f (n) = n, d’ou F,.

Pour tout entier naturel v > 1, on note £, 'énoncé

v (I=s1)(I=s2)--(1=5y)=1—(s1+s2+ - +s,)
Vlsrns) €100 50 e 9] ny, Wi e 1,2, nb \fi}, 85 =0

Soit s € [0,1] tel que (1 —s) = 1 — (s). Puisqu’il n’y a d’autres s; que s1 := s, il est tautologique
d’affirmer Vj € 0, s; = 0, ce qui montre Ej.

Soit (s,t) € [0,1]” tels que (1 —s) (1 —t) = 1 — (s +t). En développant, 'égalité équivaut a st = 0,
i. e. & ce que 'un des réels s ou ¢ soit nul, ce qui montre Fs.

Soit ¢ > 2 un entier tel que By et soit (go, g1, ..., 9:) € [0,1]"" tels que (1 —go) (1 —g1)--- (1 —g4) =
1—(go+g1+---+gt). Sigo=1, hypothese se réécrit 0 = — (g1 + - - - + ¢+), ce qui force tous les g; pour
1 <4 <t a étre nuls. Sinon, on a gy # 1 et 'on peut se ramener au rang précédent en écrivant

1—-(pn+-+g9) < (I—¢1)---(1—gy)  d’apres la question 5
(1—go)(L—g1) - (1—gr)

1 -0
1l —(go+g1+-+g¢)
B 1—=go0
_ 1_91+"'+9t
1 -0

IN

1—(g1+--+g) cargoel0,1],

ce qui force la premiere égalité 1 — (g1 +---+g1) = (1 —¢g1) -+ (1 — g¢), ot Pon déduit par E; qu’au plus
un réel parmi gy, ..., g; est non nul, mettons g,.. Alors ’hypothése se réécrit (1 — go) (1 — g,) = 1—(g90 + gr),
d’ou l'on tire (d’apreés Es) que go ou g, est nul, ce qui conclut de montrer Fy1.

7f(n_1)7



