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Solution proposée.

Exercice 1. (7 pts) On abrégera � := ln 2.

1. (1 pt) On reparamètre x := 1 + t (d�où dx = dt), ce qui donne l�égalité JN =
R 1+1
1+0

(ln (x))
N
dx,

c. q. f. d..

2. (2 pts) On intègre par parties

????y (lnx)
N

dx
N
x (lnx)

N�1
dx x

x????, ce qui donne les égalités
JN =

h
(lnx)

N
x
i2
x=1

�N
Z 2

1

(lnx)
N�1

dx = 2�N �NJN�1,

d�où l�égalité demandé en isolant NJN�1.
3. (2 pts) La fonction ln étant positive sur [1; 2], ses puissances sont bien dé�nies sur [1; 2] et sont
positives, d�où la positivité de JN . On en déduit les comparaisons

JN�1 =
2�N � JN

N
� 2�N

N
= o

�
�N
�
, c. q. f. d..

4. (2 pts) La question précédente permet d�a¢ rmer la négligeabilité JN = o
�
�N+1

�
= o

�
2�N

�
, d�où

l�équivalence 2�N � JN � 2�N . En divisant par N , il vient JN�1 � 2�N

N , d�où les équivalences

JN �
2�N+1

N + 1
� 2�

N
�N , ce qui répond à la question en posant

�
A

B

�
:=

�
2 ln 2

ln 2

�
.

Exercice 2 (5 pts). Soit t 6= 0. Toutes les comparaisons locales et tendances seront considérées lorsque
t! 0.

1. (2 pts) On a les égalités ("polarisées")

NX
i=1

�ia
t
i =

NX
i=1

�ie
t ln ai =

NX
i=1

�i (1 + t ln ai + o (t))

=

 
NX
i=1

�i

!
+

 
NX
i=1

t�i ln ai

!
+

 
NX
i=1

o (t)

!

= 1 + t
NX
i=1

�i ln ai + o (t) .

2. et 3. (3 pts) On a les égalités ("polarisées")

ln

 
NX
i=1

�ia
t
i

!
= ln

 
1 + t

NX
i=1

�i ln ai + o (t)

!
= t

NX
i=1

�i ln ai + o (t) ,

d�où les égalités ("polarisées") et tendance 
NX
i=1

�ia
t
i

! 1
t

= exp

 
1

t
ln

 
NX
i=1

�ia
t
i

!!
= exp

 
NX
i=1

�i ln ai + o (1)

!
car exp�!

est continue
exp

 
NX
i=1

�i ln ai

!
=

NY
i=1

exp (�i ln ai) =
NY
i=1

a�ii , c. q. f. d :.
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Exercice 3. (10 pts)

1. (a) (1 pt) Soit b 2 N�. Il équivaut de dire b ! 1 ou 1
b ! 0, ce qui permet d�utiliser la dernière

question de l�exercice précédent en écrivant

S (a; b) =

0B@ aX
i=1

1

a

�
1 +

i

a

� 1
b

1CA
1
1
b
b!1�!

aY
i=1

�
1 +

i

a

� 1
a

= a

vuut aY
i=1

�
1 +

i

a

�
, c. q. f. d..

(b) (1 pt) On a les égalités et tendance

ln a

vuut aY
i=1

�
1 +

i

a

�
=

aX
i=1

1

a
ln

�
1 +

i

a

�
a!1�!

Z 1

0

ln (1 + t) dt
u:=t+1
=

Z 2

1

lnu du, c. q. f. d..

(c) (1 pt) L�intégrale ci-dessus vautZ 2

1

ln = [t ln t� t]2t=1 = (2 ln 2� 2)� (0� 1) = 2 ln 2� 1,

donc a

qQa
i=1

�
1 + i

a

�
= exp ln a

qQa
i=1

�
1 + i

a

�
tend (par continuité de exp) vers e2 ln 2�1 = 4

e ,
c. q. f. d..

(a) (1 pt) On a les égalités et tendance

S (a; b)
1
b =

aX
i=1

1

a

�
1 +

i

a

� 1
b
a!1�!

Z 1

0

(1 + t)
1
b dt

u:=t+1
=

Z 2

1

b
p
u du,

d�où (par continuité de Idb) la tendance S (a; b) a!1�!
�R 2

1
b
p
u du

�b
, c. q. f. d..

(b) (1 pt) Cf. cours.

(c) (1 pt) Soit n 2 N. On a lorsque n!1 les égalités ("polarisées")

2
n
p
2� 1 = 2e ln 2n � 1 = 2

�
1 +

ln 2

n
+ o

�
1

n

��
� 1 = 1 + 2 ln 2

n
+ o

�
1

n

�
.

(d) (1 pt) Soit n 2 N. On a lorsque n!1 les égalités ("polarisées") et tendance�
2

n
p
2� 1

�n
= en ln(2

np2�1) = en ln(1+
2 ln 2
n +o( 1n )) = en(

2 ln 2
n +o( 1n )) = e2 ln 2+o(1) �! e2 ln 2 = 4.

(e) (2 pts) L�intégrale
R 2
1

b
p
u du vaut

�
u1+

1
b

1+ 1
b

�2
u=1

= 2 bp2�1
1+ 1

b

, donc le réel lima!1 S (a; b) vaut

�Z 2

1

b
p
u du

�b
=

 
2 b
p
2� 1

1 + 1
b

!b
=

�
2 b
p
2� 1

�b�
1 + 1

b

�b b!1�! 4

e
, c. q. f. d..

2. (1 pt) Poser par exemple s : (x; y) 7! 1
1+ y

x+1
. On a alors pour tout (a; b) 2 N2 les tendances

d�une part s (a; b) =
1

1 + b
a+1

a!1�! 1

1 + 0

b!1�! 1,

d�autre part s (a; b) =
1

1 + b
a+1

b!1�! 0
a!1�! 0, ce qui conclut.

Exercice 3. (28.5 pts) Cf. cours & T. G.

1. 0,5 pt par question pour dire que l�intégrande est bien dé�nie et continue.
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(a) (1,5 pt)
R e
1
ln = 1.

(b) (1,5 pt)
R 2�
0
e42�id� = 0.

(c) (1,5 pt)
R �

4

0
sin
cos3 =

1
2 .

(d) (2,5 pts)
R 1
0

p
1� x2dx = �

4 .

(e) (2,5 pts)
R �

2

0
e2r cos r dr = e��2

5 .

(f) (2,5 pts)
R 0
�2

dt
t2+t+1 =

�p
3
.

(g) (3,5 pts)
R 45

8

0
dzp
9+z2

= 2 ln 2.

2. (1 pt) f (t) = f (0) + f 0 (0) t+ f 00(0)
2 t2 + f 000(0)

3! t3 + � � �+ f(n)(0)
n! tn + o (tn).

3. (a) (1 pt) et = 1 + t+ t2

2 +
t3

6 +
t4

24 +
t5

120 + o
�
t5
�
.

(b) (1 pt) sin t = t� t3

6 +
t5

120 + o
�
t5
�
.

(c) (2 pts)
p
1� t = 1� t

2 �
t2

8 �
t3

16 �
5t4

128 �
7t5

256 + o
�
t5
�
.

(d) (2 pts) � ln (1� t) = t+ t2

2 +
t3

3 +
t4

4 +
t5

5 +O
�
t5
�
.

(e) (2 pts) arcsin t = t+ 1
6 t
3 + 3

40 t
5 + o

�
t5
�
.

(f) (2 pts) argth t = t+ t3

3 +
t5

5 + o
�
t5
�
.

(g) (3 pts) tan t = t+ t3

3 +
2t5

15 + o
�
t5
�
.
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