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samedi 15 juin 2013

Solution proposée.

Exercice 1. (7 pts) On abrégera A :=In2.

1. (1 pt) On reparametre x := 1+t (d’on dz = dt), ce qui donne égalité Jy = 11++01 (In (x))N dz,
c. q. f d.

(Inz)™ dx

¥ (n )N da

2. (2 pts) On inteégre par parties [ w ce qui donne les égalités

2 2
In = {(m:’E)NﬂE} - N/ (Inz)¥ 'dz = 20N — NJy_y,
1

z=1

d’oul ’égalité demandé en isolant NJn_.
3. (2 pts) La fonction In étant positive sur [1,2], ses puissances sont bien définies sur [1,2] et sont
positives, d’ou la positivité de Jy. On en déduit les comparaisons

QAN—JN<2)\N
N = N

IN_1 =

=o(MNV), cq f d.
(). 0t

4. (2 pts) La question précédente permet d’affirmer la négligeabilité Jy = o ()\N‘H) =0 (2/\N), d’on

I’équivalence 2AN — Jy ~ 2AYN. En divisant par N, il vient Jy_q ~ %, d’ou les équivalences

AN 2 A 21n 2
JIN ~ N1 ~ ﬁ)\N, ce qui répond & la question en posant (B) = ( lnn2 )
Exercice 2 (5 pts). Soit t # 0. Toutes les comparaisons locales et tendances seront considérées lorsque

t— 0.
1. (2 pts) On a les égalités ("polarisées")

N N N
Z)\zaf = Z)\ietlnai :Z)\Z (1—|—tlnaz+o(t))
=1 z:lN z;l
= <Z A,-) + (Z tAi lna,7;> + (Zo(t))
=1 N =1 =1
= 1+tZ)\Z-lnai+0(t).
i=1

2. et 3. (3 pts) On a les égalités ("polarisées")

N N N
In (Z)\l-cﬁ) =In <1+tZ)\ilnai+o(t)> :tZAilnai—i—o(t),
i=1 i=1

=1

d’ou les égalités ("polarisées") et tendance

1
i)vat» t = exp 1ln i)\-at = exp i)vlna-—i—o(l)
i=1 o t i=1 o i=1 Y

N N N
car exp i
oo eXP (E 1 Ai lnai> = 1_[1€Xp (Milna;) = 1_[1‘%‘ , e q fod.
1= 1= 1=



Exercice 3. (10 pts)

1. (a) (1 pt) Soit b € N*. Il équivaut de dire b — oo ou % — 0, ce qui permet d’utiliser la derniére
question de I’exercice précédent en écrivant
)
<1+>, c. q f d.
a

a

sen=(S1(02) | =102 -

i=1

i=1

(b) (1 pt) On a les égalités et tendance

a i ‘1 i\ amoo [ w=tt1 [*
H(1+a>_zaln<1+a> —>/Oln(1+t)dt = /lnudu,c. q. f. d..

i=1 i=1 1

In

(¢) (1 pt) L’intégrale ci-dessus vaut

2
/ In= [tlnt—t]f:1 =(2mIn2-2)—(0—-1)=2In2-1,
1

donc {/TTi; (14 %) = expln {/[]7_, (1+ %) tend (par continuité de exp) vers e?™2-1 = 2,

c. q. f d.
(a) (1 pt) On a les égalités et tendance

a

1
1 1 1\ ? amoo ! 1 w:=t+1 2
S (a,b)? = - 1+> —»/ 1+H)edt = / vVu du,
@ =3 (141 Y v
b
d’on (par continuité de Id°) la tendance S (a,b) =3 (ff Yu du) , ¢ q f d.

(b) (1 pt) Cf. cours.

(c) (1 pt) Soit n € N. On a lorsque n — oo les égalités ("polarisées")

" n2 In2 1 21n2 1
22 -1=27% —1=2(1+—+4o0(=-])-1=1+ +o(=]).

n n n n

(d) (1 pt) Soit n € N. On a lorsque n — oo les égalités ("polarisées") et tendance

(2{’/5— 1>n — enn(2V2-1) _ nln(1422240(1)) _ on(Z2+o(F)) — p2In240(1) __, 2In2 _ 4

172
(e) (2 pts) L’intégrale ff Yu du vaut {“Hb} = 2%_1, donc le réel lim,—. S (a,b) vaut
u=1

1+4 1+
. bolava—1) (2¥3-1)" 4
/\%du S iy P e YR A
1 G Ty e
2. (1 pt) Poser par exemple s : (z,y) — ﬁ On a alors pour tout (a,b) € N? les tendances
x+1
1 a—00 1 b—o0
d’ t b) = 1
une part s (a,b) 1+ai1 - 1+0—> ,
]. — a— .
d’autre part s (a,b) = T bzop g =y 0, ce qui conclut.
a+1

Exercice 3. (28.5 pts) Cf. cours & T. G.

1. 0,5 pt par question pour dire que l'intégrande est bien définie et continue.



2. (1 pt)
3.

(a) (1,5 pt)
(b) (1,5 pt)
(c) (1,5 pt)
(d) (2,5 pts)
)
)
)

(2,5 pts)
(2a5 ptS)

e

(
(f

(8) (3,5 pts)

(a) (1 pt)
(b) (1 pt)
(c) (2 pts)
(d) (2 pts)
)
)
)

C

e) (2 pts)
(2 pts)

(3 pts)

(
(f
(g

f®)

[fln=1
f27f e420iqp —
0
f04 0501;13 = §'
S VI = aPde =%

jusy N w_
JoZ € cost dr = <2,

_ T

f— t2+t+1 -3
=2In2.

h® Fi=

" (TL)
= F(0)+ f1(0) b+ L2 SOy SO0

— t t 5
et*1+t+7+€+ﬂ+m+o(t).

SN t
smt—t—g

8
—1n(1—t):t+§+§+%+%+o(t5)
arcsint =t + 13+ 245 + o ()
argtht*t+—3+§+o(t5)

tant =t + &+ 22 4 o (7).

o (t™).



