Devoir surveillé 7

bis (deux heures)

lundi 3 juin 2013

Le sujet est sur 63 points.

La note sur 20 s’obtiendra en appliquant au nombre de points sur 63 la fonction 18, 6% (2 — %)

La calculatrice est interdite. Pour tout le sujet, on fixe un entier n € N*.

Polynoémes. (29 pts)
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(a) (1 pt) Définir K, [X] et définir sa base canonique (on admettra qu’il s’agit bien d’une base).

(b) (1 pt) Donner la dimension de K, [X].

(3 pts) Enoncer et prouver la formule de Leibniz donnant les dérivées successives d'un produit de deux
polynomes.

(a) (1 pt) Enoncer (sans preuve) le théoréme de la division euclidienne.

(b) (1 pt) Effectuer la division euclidienne de 7X° + 1 par X — 2X.

c) (2 pts) Soit 0 € R : trouver le reste de la division euclidienne de ((sinf) X + cos6)" par X2 + 1.
a) (1 pt) Soit A € K[X] : traduire (sans prewve) l’énoncé (Vi €{1,2,...,n}, ¥thi est racine de A)

en termes de divisiblité.

(b) (3 pts) Montrer NP € K [X], (degP <net (w €{0,1,...,n}, P < \/ﬁ) = In(i+ 1))).

(a) (1 pt) Soit (P,\) € K[X] x K. Donner (sans prewve) deuz caractérisations (non trivialement)
équivalentes de l’ordre de A comme racine de P.
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(b) (2 pt) Montrer que le polynome ", )f—, n’a pas de racine multiples.
(a) (1 pt) Donner (sans prewve) deux relations (non triviales) liant les racines d’un polynéme scindé a
ses coefficients.

(b) (1 pt) Trouver les somme et produit des racines n-iemes de l'unité.

(2 pts) Soit P un polynéme réel de degré 18 + 1. Montrer qu’il admet une racine réelle.

(a) (1 pt) Peut-on scinder X2+ 1 dans R [X] ? dans C[X] ?

(b) (2 pts) Décomposer dans R.[X] le polynome X* + 1 en produit de facteurs irréductibles.

(3 pts) Soit P un polynéme complexes dont les ordres des racines complexes sont distincts et tel que P (t)
est réel pour tout réel t. Montrer P € R[X].

(3 pts) Soit P un polynéome réel scindé dans R[X]. Montrer que P’ — 42P est scindé dans R[X].



Matrices. (32 pts) On fixe deux entiers naturels p et gq.

1.

[\

10.

. (2 pts) Notons z le polynome (1 + X)* et posons L : {

(a) (1 pt) Définir My, (K) et M, (K) et définir leurs bases canoniques (on admettra qu’il s’agit bien
de bases).

(b) (1 pt) Donner les dimensions de M, ,(K) et M, (K).
(a) (1 pt) Définir le produit de deux matrices.

(b) (1 pt) Montrer que la multiplication de Ms (K) n’est ni commutative ni intégre.

. Soient E et F' deux espaces vectoriels chacun de dimension finie.

(a) (1 pt) Donner (sans preuve) deux entiers n et m ainsi qu’un isomorphisme d’espaces vectoriels de
M, 4 (K) vers L (K", K™).

(b) (1 pt) Donner (sans prewve) deux entiers n et m ainsi qu’un isomorphisme d’espaces vectoriels de
L(E,F) vers M, , (K).

Soit A € M, , (K).

(a) (1 pt) Définir l’application linéaire canoniquement associée a A.

(b) (2 pt) Décrire la matrice de Uapplication linéaire canoniquement associée & A dans les bases cano-
niques (des espaces de départ et d’arrivée).

. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient B, B’ et B” trois bases de E.

(a) (1 pt) Définir la matrice de passage de B vers B', donner (sans preuve) une égalité (non triviale)
reliant Pass (B, B'), Pass (B, B") et Pass (B',B").

(b) (2 pts) Démontrer que Pass (B, B’) est inversible et donner son inverse.

(c) (3 pts) Soit 6 € R. Décrire la matrice Pass (B, B’) lorsque E est un plan et lorsque B’ est formée
des images des vecteurs de B par la rotation (vectorielle) de E d’angle 6.

. (2 pts) Donner (sans preuve) les TROIS formules de changement de bases (pour des vecteurs, des endo-

morphismes, des applications linéaires).

1 4
(a) (1 pt) Transposer la matrice | 2 5
3 6

(b) (1 pt) Définir les adjectifs "symétrique” et "anti-symétrique” (appliqués & une matrice).

(c¢) (2 pts) On admet que la transposition est un endomorphisme de M, (K). Montrer que les ma-
trices symétriques de M, (K) et les matrices anti-symétriques de M, (K) forment deuz sous-espaces
vectoriels de M, (K) suspplémentaires.

(1+X)>.

((1+X)3,(2+X2)2>.

a) (1 pt) Donner la matrice Mat,

( Xk)og)«gs
( P! )0§p§4
(c

(d) (2 pts) Préciser la matrice de Uapplication linéaire {

(2 pts) Décrire la matrice de ’endomorphisme "dérivation” de Kg [X] dans sa base canonique.

)

b) (2 pts) Trouwver la matrice Mat(Lp
)
) P o (X41)P"

dans les bases

canoniques (au départ comme o Uarrivée).

K3P[X] : (XKj [1))(]]3// . Calculer Mat L (z)

(dans la base canonique) de deux fagons différentes.

(2 pts) Notons A la dérivation de K3 [X] et L comme a la question précédente. Calculer Mat (L o A)
(dans les bases canoniques au départ et & larrivée) de deux fagons différentes.



