Devoir surveillé 5

samedi 23 février 2012

La calculatrice est interdite.

Cours

1. Que dénotent les symboles 0 et 1 ¢

2. Soit W un magma dont la loi est noté x. Définir l'associativité de X, la commutativité de x et l'inver-
sibilité d’un élément de W .

3. Définir un groupe, un sous-groupe, un morphisme de groupes. Donner un critére pour étre un sous-groupe
d’un groupe donné.

4. Enoncer l'aziome de récurrence, le théoréme de récurrence avec deuxr prédécesseurs ainsi que le théoréme
de récurrence forte.

5. Calculer 22:1 ¢? pour tout (¢,n) € C x N.

6. Soient A et B deux ensembles finis. On admet que AU B est fini. Montrer que Card (AU B) = Card A +
Card B — Card (AN B).

Exercice 1. Pour tout entier n > 0, on pose S,, := ZZ=1 n%_b.
1. Calculer Sy, S1, So et Ss.
2. Montrer Yw € N*, Sy, — Sy_1 = m

3. En déduire VN € N, —Sy = 212751 %'
Exercice 2.
1. Simplifier Y2, (42)18*.
2. Simplifier Yo%, a('F).
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3. Soient p < 6 deux entiers naturels. Montrer I’égalité szp (p) = (p+1)'
Exercice 3. Soit m un entier naturel non nul. On note f : 0.1 — 0.1 mo-
t — 1-— (1 - t)

1. Montrer que la fonction f est bien définie.

2. Soient a > 1 et b > 1 deux réels et vy un entier naturel. Montrer la comparaison (a+b—1)7 > a?+bY—17.
(Hint : raisonner par récurrence)

3. Montrer que f (zy) < f (z) f (y) pour tout (x,y) € ]0,1[>. (Hint : raisonner par équivalences, poser a := 1 —
et §:= 1 — y et utiliser la question précédente en remplagant a par é et b par %)

4. Soient X et p deu réels dans [0,1] de somme 1. Montrer la comparaison (1 — \™)" + (1- ué)m > 1 pour
tout entier £ > 1. (Hint : utiliser la question précédente et raisonner par récurrence sur £.)



