Devoir surveillé 3

samedi 8 décembre 2012

Solution proposée.

Probléme (dérivées).

1. arccos est définie sur [—1,1] et arccos’ sur |—1,1[ (le graphe de arccos posséde deux (demi-)tangentes
verticales en £1).
2. Montrons 1’égalité par double inclusion.

Par définition, chacune des parties 7, D ou 77 est incluse dans R?, donc leur réunion I’est aussi :
7-UDUTT C R

Réciproquement, soit (a,b) € R2. On a ou bien a + b < 0 (auquel cas (a,b) € 7~), ou bien a +b =0
(auquel cas (a,b) € D), ou bien a + b > 0 (auquel cas (a,b) € 7). Dans tous les cas, on a bien
(a,b) e T-UDUTH, d’ott l'inclusion R c T~ UDUT,

Graphiquement, 7~ est le "triangle" supérieur du plan, 7~ le "triangle" inférieur du plan et D la
diagaonale qui les sépare (c’est la seconde bissectrice). Les lettres 7 et D évoquent les mots "triangle" et
"diagonale" respectivement, le signe + en exposant rappelle le caractére supérieur/inférieur du triangle
considéré.

3. Soit (a,b) € R?. Le r¢el € (a,b) fait sens ssi le dénominateur |a + b| est non nul, 7. e. ssi (a,b) ¢ D.
La fonction ¢ est par conséquent définie sur R2\D =7 - U7 ™.

Soit (p,q) € R2. Le réel A (p,q) fait sens ssi argument ﬁ de l’arc cosinus fait sens et

appartient & [—1,1]. Cet argument fait sens ssi les dénominateurs font sens et ne s’annulent pas, 7. e. ssi

{ 1+p*>0

ce qui est vrai. Par ailleurs, on a les équivalences
1 + q2 >0 ) q ) q

1—pq

/1+p2 /1+q2

e[-1,1]

1

IN

2
1 —pq
(7s)
(1-pg)* < (1+9%) (1+62)
1= 2pg +p°¢* <1+p° +¢* +p°¢°
0 < p?+¢* + 2pq
0< (p+q)?, ce qui est vrai.

11ty 1

Finalement, la fonction A est définie sur tout le plan R2.
1—qlId
V1+1d?4/1+¢q2

. 1—pq . 5 N P . P N
sens ssi argument ———=".—— tombe dans |—1, 1|, ce qui (d’apres les équivalences ci-dessus) équivaut a
g o Jire ]—1,1[, ce qui (d’ap q ) éq

4. Soit p € R : d’apres la question 1, la dérivée de la fonction A (-, q) = arccos en p fait

0<(p+q) i e ap+#—q. Lafonction A (-, q) est donc dérivable sur |—oo, —q[ U]—gq, ccl.
5. Soit £t € R. On a

1—t(-t
A(t,—t) = arccos (%)
VIF /14 (—t)?
1+
= arccos ———;
V1412
= arccosl
= 0.
6. Rappelons la définition arccos = (COS|[07W])717 d’ont Pon tire sur [0, ] Pégalité arccosocos = Id = |+.

On en déduit pour t € [—m, 0] fixé 1’égalité arccos (cost) = [arccoso cos] (—t) = Id (—t) = —t = |t].



Soitﬁe}—%,g[. On a

1—-0tanf
V1 + tanZ 6v/1 + 02

1
_1
cos? 0

= arccos|cos 0|

A (tanf,0) = arccos

= arccos

= arccoscosf  (ona cosf >0 car |0] < g)
= |6].

Soit (:) € R2. Afin que I’égalité & montrer fasse sens, il s’agit tout d’abord d’observer les équivalences
suivantes :

arctanr
arctan s

> fait sens = arctanr + arctan s # 0

= arctanr # — arctan s
<= arctanr # arctan (—s)
injectivité r 7& s
de arctan
= r+s#0
T .
= €< ) fait sens.
s

Supposons & présent (:) € R?\D. En remplacant dans les équivalences ci-dessus respectivement "fait
sens" par "= 1", "#£" par ">" et "injectivité" par "stricte croissance", on obtient 1’équivalence

arctanr r
s( > =1« s( ) =1.
arctan s S

De méme, en remplacant respectivement "= 1" par "= —1" et ">" par "<", on obtient I’équivalence

arctanr r
5( )_—1<:>6<)——1.
arctan s S

Puisque € ne peut prendre que les deux valeurs 1, on peut conclure

(arctan r) (r)
€ =¢ )
arctan s s
Soit (7) e R*\D. On a

(’)A(a) — ﬁarccosl——ab
Oa \b T da V1+a2v1+ b2

1—ab 0 1—ab
arccos’ <> X ——
V1+a2v1 + b2 0a /1 + a2v/1 + b2

Puisque arccos’ = ———=—, il est utile de simplifier
Vi1-1a2’

1_( 1—ab )2 _ 4 (1 — ab)®
Vitavi+2) (1+0a?) (1+0%)

14+ a?+ 6%+ a?b? — 1 + 2ab — a?b?
(1+a?) (1+0b2)
a’® + b% + 2ab
(1+a2) (1+10?)
(a+b)°
(1+a2)(1+02)




Concernant le second facteur, il est utile de simplifier

9 1-ab (fb)\/l+a27(lfab)2\/317
da /1 + a2 1t a2

—b(1+a?)+ (ab—1)a
Vita®

—b—ba’+a%*b—a

On déduit de ces calculs I’égalité

1—ab 0 1—ab
arccos' <) X ——
V1+a2v1+ b2 da /1 + a2v/1+ b2

1 y 1 (_ 1 a+b>

\/% VIF2\ Vita2l+a?
(+a?) (1457

a+b 1

la+0| 1+ a?

e (a,b)

= .q f d.
11a2 € ¢ f

9. Soit (:) € T7. La question précédente affirme que %A(:}) = —|—% arctan A, ce qui montre que la fonc-
ti Jmpoel s — R t de dérivée nulle, d tant L tant
ion A . A(l,}) _arctan A €5t de dérivée nulle, donc constante sur ]—p, 00[. La constante

dépend a priori de p, mettons VA > —p, A<2) —arctan A = §1 (1), d’ott I'existence d’une fonction 6+
comme souhaité.

Soit (2) € 7. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que la fonction A — A(ﬁ) + arctan A est
constante sur |—oo, —u[, ce qui s’écrit VA < —p, A(ﬁ) +arctan u = 9§~ (u), d’ou lexistence d’une fonction
0~ comme souhaité.

10. Soit v € R.
La question précédente montre 1’égalité A(w) = arctan 46" () sur |—y, 0o[. En prenant la limite en

(—’y)Jr dans cette égalité, on obtient (par continuité de A et arctan)

A(_’y) = arctan (—v) + ot (7), d’ou ot (y) = arctan-y.
’Y \‘/_'/
=— arctan-y

=0 d’aprés la question 5

De méme, en prenant la limite en (—y)~ dans 1’égalité A(v) = —arctan 49~ () valide sur |—o0, —7],
on obtient

A <_7> = —arctan (=) + ¢~ (y), d’ou 6~ (y) = —arctan~.
Yy N————

=0

=— arctany

11. Soit (u,v) dans R2.
. . c c stion 7
Si (Z) € T, alors les questions 9 et 10 montrent que A(Z) = arctan u+arctanv. Or on a 5@?332) question
e(M) “t229 1 d’on l'on tire larctan u 4 arctan v| = arctanu + arctanv = A(%).
Si (¥) € T, alors les questions 9 et 10 montrent que A(Y) = —arctanu — arctanv. Or on a
Stion 7 .
(Brevan ) question e(¥) Y20 _1 d’oit I'on tire |arctanu + arctanv| = — (arctan u + arctanv) = A(Y).

Si (:j) € D, alors A(’;) = A(_“u) = 0 d’apres la question 1 et la somme arctan v + arctan v est nulle

par imparité de arctan, d’ot 'égalité |arctanu + arctanv| = A ().



12. Soit () € R2. On considére deux réels (g) €]-z2,z2 [2 tels que (’;Z:Zg g), par exemple (g) = (Zi‘;;ﬁﬁ)
On a alors

A(u) _ A (tan a)
v tan 8
1 —tanatan
V1 +tan2a\/1 + tan? 3

= arccos

= arccos

sin o sin 3 >

1 1
1—
/1 /1 cos a.cos 3
cos? o cos? 3

cosa cos f3 —sinozsinﬁ)

= arccos | cosacos 3
cos a cos 3

= arccoscos (o + 3)
= |a+p|
= |arctanw + arctanv|, c. q. f. d..



Exercices (équations différentielles).

1. ¢f. cours.

2. (a) On a les équivalences
f solution <= f' = 0 <= f constante «= 3C € C, f =C.
(b) On a les équivalences
f solution <= 2f' = 0 <= f' = 0 <= f constante <= 3C € C, f =C.

(c) On a les équivalences (on peut bien diviser par cos puisqu’on est sur l'intervalle [0, 1])

f solution 3f'=—
cos

(3f) = tan’

[3f —tan] =0

3f — tan constante
3C € C, 3f — tan = 3C

3C e, f:%n+c.

[

(d) On a les équivalences

f solution

Af'=f

e—%ldf/_ie—%ldfzo
“11a4)’

{e 1 f] =0

e_%ldf constante

ACeC, e ilf=C
AC € C, f=Ceild,

[N I

(e) On a les équivalences (on peut bien considérer tan puisqu’on est sur Uintervalle [0, 1])

5f' = tan

(5f) = [~ Incos|

[5f +Incos) =0

5f + Incos constante

3C € C, 5f 4+ Incos = 5C

1
ICeC, f=C- n;os

f solution

rerreey

f On a les équivalences (on peut bien considérer —4— puisque le dénominateur reste > 1 > 0
1+1d

Id
1+1d?

— (6f) = [;m(l +Id2)}l

f solution <= 6f =

[12f —In (1 +1d%)] =0

12f — In (1 + Id2) constante

3C € C, 12f —In (1 +1d%) = 12C
In (1 +1d?)

P ree



(g) On a les équivalences (on peut bien considérer /- puisqu’on est sur U'intervalle [0, 1])
f solution <= 7f =.+/-
2 3]
= an'= 3]

/
— {21 fe 2\/3} —0
— 21f-— 2/~ constante
— 3JCeC, 2f -2/ =21C
2
e HCEC,fZC-f—i\/?).
(h) On a les équivalences
f solution <«= 8f' = 1
S 1+1d?
«— (8f) = arctan’
< [8f — arctan] =0
<= [8f — arctan] constante
<~ dJC € C, 8f — arctan = 8C'
1
— HCEC,f:O+§arctan.
(i) L’équation équivaut a f/++ 5T +2f = 4. Une primitive du coefficient ;71— +2 en f vaut £ In (Id +2),

donc le facteur mtegrant vaut €3 (14+2) — ¥I7+2. On a ainsi les équivalences (on peut bien diviser
par m puisqu’on est sur U'intervalle [0, 1])

1
1 - —
f solution <= f’ +3Id+2f

— Yidt2f +f ——f=4¥1d 2
\/7

[vidvas| = [pviass’]
[\3/Id +2f — 3VId +24}I constante

3CecC, Ydi2f —3¥Mdf2 =C

C

() Pas besoin ici de facteur intégrant, le premier membre est déja de la bonne forme. On a les
équivalences (on peut bien diviser par ﬁ puisqu’on est sur I'intervalle [0, 1])

rrtv

fsolution <= (Id*-7) x f' +2Idxf =3

— [(1a*>-7)f]' =3
— [(1*-7)f-31d) =0
= (Id2 —7) f —3Id constante
< 3CeC, (1*-7)f-3ld=C
31d+C
— 3Jcec, f=2"7
Id? -7
(k) L’équation se réécrit f' + 3ftan = 4sin(2-). Une primitive du coefficient 3tan en f vaut
—31Inocos, d’ou le facteur intégrant 6’31“05 = cos3 On a donc les équivalences (on peut bien



diviser par cos puisqu’on est sur l'intervalle [0, 1])

[ solution <= f'+ 3ftan = 4sin(2)

1 8 sin cos
A cos3f cos4f ~ cos3
1 !/ !
= [asf] - [
cos cos
1 !
= [3f - 8} =0
cos cos
1 8
<= —3[— —— constante
S cos
1 8
<~ d0eC, —5f-—=C
cos cos
< 3CeC, f=Ccos®+8cos>.
(a) On a les équivalences
r_
f solution <= {ff 0 <:>{HC€Cf ¢
«— 3JCeC, { szO::C «— 3CeC, { é:: = f=1.
(b) On a les équivalences
A
f solution < { fQ(fO);Ol <= f solution du 3.(a) < f = 1.
(c) On a les équivalences
. 3f =L CeC, f=84+C f=84+C
f solution <= { 7(0) =7 <:>{ f(())fl +— 3C € C, F0) =1
f:tan+c f:taTn+C _ tan
— HC€C,{ta§O+C_1 — 3dC € C, ol <:>f—?+1.
(d) On a les équivalences
: Af = f {ECEC f=Ceild {fzceild
solution <= — ) <~ dC € C,
d Ui 70)=1 ) =1
/ Cetld fZCG%Id _ tid
= 3060,{010_1 — dC € C, C—1 — f=e
(e) On a les équivalences
s 5f" = tan ACeC, f=C- lngos f=C- lncos
f solution <= {f(())zl { Fl0)=1 <= 31C € C, f(O)—l
f_C lncos f:O_lngos B 1
= HCEC,{C ln(cosO) L4 <— 3C € C, C—1 <:)f—1—glncos.
() On a les équivalences
! In(1+1d?
f solution <= {6f e e el f=C- (12 )
f(0)= fO)=1
1n(1+Id2) _ 111(1+Id2>
<— dC eC, f=C~- 12 «— 3JC € C, f=C 12
f(O):l C,fln(lﬁLO):1
In(1+1d?)
— 3CcecC, { f=C-—"5 <:>f:1—%1n(1+1d2).



(g) On a les équivalences

g =V cec, f=C+2/> f=Cc+2/°
f solution <= {f(O)zl <:>{ F0) =1 21 <:>EIC’€C,{ f(O):211
3

<— dC € C, 5
C+5xv0 =1

(h) On a les équivalences

' 8 = o 3C € C, f=C+ Larctan
f solution <= { F(0)=1 = f)=1 =3 eC, f(0)=1

f=C+ %arctan

f = C + garctan <:>EIC€C,{f C + g arctan <:>f:1+§arctan.

= HCEC,{C+éarctan0:1 C=1
(i) On a les équivalences
3 = — C
f solution <= {9f'+1d+2f—12 <:>{ IC€C, [ = rgeg T6+31d
10)=1 f0)=1
¢ — C
= Vi O3 = <= +6+31d
< 3CeC, / mt + <~ 3C eC, fcm i
f0)=1 vors T6+3x0=1

f=35=+6+3Id \/T
— 3CeC, Vid +2 — f=31d4+6 - 5{/ ——.
{ C=-5¥2 / + Id +2

() On a les équivalences

. 10(Id2—7)xf/+201dxf:30 { 3C € C, f:31c21+C’
solution <= — 1Az -7
d { f(0)=1 F(0)=1
- s - g
<— dC e C, 27 «— 3C € C, . 2
{ F(0)=1 { s0+C" ]
f=34+C 31d -7
E| 1d2 —7 2=
= C’eC,{ oz = f T
(k) On a les équivalences
. 11f" 4 33f tan = 44 sin (21d) { 3C € C, f = Ccos® +8 cos?
solution <= —
! { f(0)=1 F(0)=1

f = C cos® +8 cos?

f = C cos® +8 cos?
3 eC, Ccos®0+8cos?0=1

S EIC’EC,{ F(0)=1

_ 3 2
<~ 3dC eC, { fﬁCCCO_S_Jr?SCOS <= f = (8~ Tcos)cos®.
4. (a) Le polynome caractéristique vaut X? — 4 = (X — 2) (X + 2), ses racines sont +2, d’o1 les équi-
valences
JA € R — Ae?ld | pe21d,

 solution <= JBeR P

Le polynome caractéristique vaut X2 — 6X +5 = (X — 1) (X — 5), ses racines sont 1 et 5, d’oul

les équivalences

(b)

© solution <= gg E g , = Aexp+Be*ld.,

(c) Le polynéme caractéristique vaut X2 —6X +9 = (X — 3)27 il posséde une racine double 3, d’ou

les équivalences
AeC A 4 BId P,

 solution <= JBeC $™



(d) Le polynéme caractéristique vaut X2 +4X +5 = (X + 2)2 + 1, ses racines sont —2 =% ¢, d’ou les

équivalences
 solution < gg E g , o= Ae 2 cos+Be 2 gin .
(e) cf. TD : on conclut les équivalences
 solution <= gg E i{{ , p=2exp+Acos(2)+ Bsin (2-).
() Le polynéme caractéristique vaut x := X2 — 13iX — 42 = (X — 6i) (X — 7i), ses racines sont 6i

et 71, d’otl le plan des solutions linéaires
Cebild | gerild

Puisque l'exposant 7¢ dans le second membre est racine simple de x, on peut chercher une
solution sous la forme e P1Id ott P est de degré au plus 0. Soit donc a un complexe et posons
w:=ae™Id. On a

v = ae™(7ild+1) et = ae™1(—491d +14i), d’on
u” —13iu' —42u = ae™((—491d +144) — 134 (7i1d +1) — 421d)
_ aie?ild.

On a donc les implications

wsolution <= o —13iu’ — 42u = ™1

7ild _ 671 Id

< aie

= a=—1i.
On en conclut les équivalences

 solution <— gg E g . @ = Aebd L BeTild _ jeTild g
JA , ) ,
= EIBES ,Vte I, o(t) = A% + (B —it) ™1,
(g) Le polynome caractéristique vaut x := X2 —4X +3 = (X — 1) (X — 3), ses racines sont 1 et 3,
d’out le plan des solutions linéaires
Rexp +Re?!,

Puisque l'exposant 3 dans le second membre est racine simple de x, on peut chercher une
solution sous la forme PId ou P est de degré au plus 3. Soient donc a,b,c,d des réels et posons
w:=ald® +b1d% +cId +d. On a

o 3ald®+2bId+¢ et  u” = 6ald+2b, dou
u" —4u +3u = 3ald®+ (3b— 12a)1d* + (3¢ — 8b + 6a) Id 4 (3d — 4c + 2b) .

On a donc les implications

u solution <= " —4u’ 4 3u=1d3
— 3ald®+ (3b—12a)1d* + (3¢ — 8b + 6a) Id + (3d — 4c¢ + 2b) = Id*

Ja=1 a = % a = %
— 3b—12a =0 b = 4a =1
3c—8b+6a =0 c:gb—Qa (::Zg—6
3d—4c+2b=0 dzgc_%b :ﬁ
On en conclut les équivalences
1 4 26 80 .
 solution <= gg Eg , o= <3 1d* —|—§ 1d? +91d—|—27) + Aexp +Be3d,



(h) Le polyndme caractéristique vaut y := X?+7X —8 = (X — 1) (X + 8), ses racines sont 1 et —8,
d’ott le plan des solutions linéaires
Rexp +Re 81,

Le principe de superposition nous dit que I’on obtiendra une solution en additionnant une solu-
tion o & I'équation o + 7o’ — 8a = exp et une solution 3 a 'équation 8’ + 73" — 88 = —161d%.

Regardons la premiére équation o + 7a’ — 8a = exp d’inconnue «. Puisque 1’exposant 1 dans le
second membre est racine simple de x, on peut chercher une solution sous la forme exp x Id x P ou
P est un polynome de degré au plus 0. Soit donc a € R et posons u := aexp x Id. On a

v = aexpx(Id+1) et v’ =aexpx (Id+2), dou
u'+ T —8u = aexpx (Id+2+7(Id+1) —81d)
= 8aexp,

d’ott les implications

1
u"+7u/—8u:exp<:8aexp:exp<:a:g.

Regardons a présent la seconde équation 3’ + 78" — 88 = Id? d’inconnue f. Puisque I'exposant
0 dans le second membre n’est pas racine de x, on peut cherche une solution sous la forme P ou P
est un polynome de degré au plus 2. Soient donc a, b, ¢ des réels et posons v := ald®?4+bId+c. On a

W+ 70 —8u = 2a+7(2ald+b) — 8 (ald® +bId +c)
= —8ald®+2(7a — 4b)Id + (2a + b — 8c¢),

d’ott les implications

u" + 7y —8u=—161d> <= —8ald*+2(7a — 4b)Id+ (2a + 7b — 8c) = —161d*

—8a = —16 a=2

— Ta—4b=0 — b:é

2a+7b—8c=0 c= 15

On en conclut les équivalences

: JAeR _ g1, 1 2 7 57
@ solution <= JBER p = Aexp+Be +8exp><Id—|— 21d +2Id—|—16
JAeR o2 T, 57 t\ . st
<= 3BeR’ Viel, o(t) =2t +2t+16+<A+8>e + Be™ ",

Tous les problémes de Cauchy font sens car Uintervalle I contient le point 0 ou l'on impose les
conditions intiales.

Au lieu, comme a la question 3, de garder 1’égalité " f = - - - " tout le long de la résolution de I’équation
donnée par les conditions initiales, nous allons cette fois (afin d’alléger la rédaction) traiter cette résolution
a part puis l'incorporer dans les équivalences. A cette fin, si & désigne une lettre de sous-question a la
question 4 (entre a et h) et si A et  dénotent des scalaires, on notera *5 ﬁ‘ la solution trouvée a la question
4.(&%) ou l'on a remplacé les "constantes" (A, B) par (A, ), de sorte & pouvoir disposer de I’équivalence

JAe K

_ &gA
HBEK’SO_ SB7

 solution de ’équation de la question 4.(&) <>

d’ou il résultera les équivalences

 solution de I’équation de la question 4.(&)

 solution de ’équation de la question 5.(&) <> { £(0) =1 et o (0) =0

_ &cA _ &qA
HAGK,QQ:*SQ Jack | = 7% JA€K | Jon g
= dBeK 1B e K p(0)=1 JBeK S£(0)=1
p(0)=1et ¢'(0)=0 ¢ (0)=0 *55(0)=0
o e . . *540)=1
Il ne restera ainsi plus qu’a résoudre, pour chaque question 5.(&), le systéme | o SA (0) = 0 d’inconnue
4 =

(A, B) € K? puis a remplacer ce dernier par les égalités trouvées { B .

10



(a) Soient A et B deux réels. On a "Sé = Ae? 4 Be=214 d’ou les équivalences

aSg(O):]_ A€2'O+B€72.0:1 A+B:1 - _1
{“SE}’(O)ZO = 2420 _9Be=20 = — A—B=0 < A=B=—

Il en résulte les équivalences

—_ asA
o JAer | F.o..08 JAER [ p=Ae?d 4 Be—21d

psolution <= Jp o aggl((%));t = JBcR A=B=1

B

21d | ,—21Id
= Y= % = Ch (2) .
(b) Soient A et B deux complexes. On a bSS = Aexp+Be®!d, d’ou les équivalences

PSA)=1 [ Ae*°+Be=1 _ f A+B=1 _ 5 ., 2
bSA (0) =0 24620 4 5B — 24+ 5B =0 BERSR

Il en résulte les équivalences

— bg4a
. JAec | 2. B JAecC ¢ = Aexp+Bedld
@ solution <= S5 (0)=1 , _5 2
dBeC bSA (0) = 0 dBeC A=3et B=—3
562Id _ 265 Id
= g=—"""
3
(c) Soient A et B deux complexes. On a ©S4 = 314 (A4 4+ B1d), d’ott les équivalences
°Sa(0)=1 e*V(A+ B0) =1 A=1 - B
{ cSA(0)=0 T\ M ((3A+B)+3B0)=0 T\ 34+B—0 T ATletB=-3
Il en résulte les équivalences
oltion . HAe€C ch(O;S—é1 . MeC [¢=¢1(4+B1)
¥ sofution IBeC | 25— IBeC’' | A=letB=-3
SE'(0)=0
= p=e11-31d).
(d) Soient A et B deux réels. On a 454 = Ae=2! cos +Be~214sin, d’ol les équivalences
184(0) =1 — Ae ?0cos0+ Be ?Vsin0 =1 — A+0=1 [ A=
4847(0) =0 (B—2A)cos0— (A+2B)sin0=0 (B—24)-0=0 B =
Il en résulte les équivalences
A Y= dsé A Ae—21d 21d
. JAeR daA /o JAeR p=Ae “*“cos+Be *“sin
¢ solution <= JBeR dSE/(O)_l — HBER’{ A—lot B—2
— p=-c 2" (cos+2sin).
(e) Soient A et B deux réels. On a ¢S3 = 2exp +A cos (2-) + Bsin (2-), d’oil les équivalences
eSAa0)=1 2e° + Acos(2-0) + Bsin(2-0) =1 2+A=1 L
{egf(O):o 2¢” — 2sin (2 0) + 2B cos (2-0) = 0 24— T A=TI=E

Il en résulte les équivalences

— eSA )
. JAeR ;’DA B JAeR ¢ = 2exp+Acos (2-) + Bsin (2:)
<psolut10n — IBeR egg/((%)):]b JBe R’ A=_-1=RB
4 =

< p=2exp—cos(2:)—sin(2-).
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() Soient A et B deux complexes. On a /S4 = Aef1d 4+ (B —i1d)e™!4, d’oit les équivalences

{ng‘(O)—l @{ Aeb0 4+ (B —i0)e™0 =1 @{ A+B=1

F847(0)=0 6iAe%0 + (7B —i — 7i0) ™0 =0 6A—T7iB =1
‘ 11 ' 11 ‘
1 1 A 1 1 -7 6 1
<:>(67i>(B)_(1><:>A_1 1 et B = T 1
6 —T7i 6 —7i
—1-7i _ 147 _ (1+79)(6—79) _ 55435 __ 11 4 7
A== i =557 = i s =17t aql
And B = 6_5_5(671)_(6*7i)_£_li
T —6-Ti ~ 6+Ti [6+7i> — 8 T 17 17
Il en résulte les équivalences
_ fQA _ A6i1d ; 7i 1d
® solution <= JAeC ng(O)Sfl — dA€C 7 AeA:—i_li_Fde)e
dBeC fSE’(O):O JBeC’ B—E—iz
B 7
M+ T ogqq 6 Ti—d1d 49
ST T A
(2) Soient A et B deux réels. On a 957 = (3 Id‘n’—i-%ld2 +21d+32) + Aexp+Bedd, dou les
équivalences
955 (0) =1 (103 4 202 + 260 4 80) 1 A0 4 Be30 = A+ B—_58
{gSg’(O)ZO — 02+§02+%)—|—A60—|—3B€30_0 A+3Bf—%
_53 1 1 353
11 A o ‘—%95 ‘ —%95‘
= = = A= t B =
<1 3)<B) (—%5) N 1
1 3 1 3
_ oY _2m 3
T T3-1 T 297 2
— B —3t3 _ —78453 _ _ 25
= T3S1 T T227 T b4
Il en résulte les équivalences
p=95; ¢ = Aexp +Be3ld
© solution <= ggig 958(0)=1 < ggig, —|—31d3 §Id2+2961d+§$
955" (0) =0 A=-2etB=-2
1 26 80 3 25
— o= (Ll o — Sexp——eld.
4 (3 3 +27> 2 P 5"

(h) Soient A et B deux réels. On a "S5 = Aexp +Be 814 + é exp x Id + (2 1d? —&—% 1d +%75), d’ou les

équivalences
hS4(0)=1 Ae® +Be—80+1e00+(2 02+70+§; =1 A+B=—‘f—2g
hS2/(0) =0 Ae® —8Be 80+ LeP (04+1)+ (4-0+5) =0 A-8B=-2
- 1 1 -4
1 _3 _ 38
= bl A7 | e= A= s 8 t B 8
1 -8 B ) \ -% h 1 ¢ 1
1 -8 1 -8
A= 2+ _ 164429 _ 193
— 775—91+ﬂ 98 72
B = 8 T16 — 58—41 __ 17
—8-1 9-16 144
Il en résulte les équivalences
= hg4 Aex JrBe*SId
B Y= b
® solution <= gg E g hsa(0)=1 +— gé i 11){ , +4exp x Id+ (2 1d + T1d+37)
hsg/ (O) =0 A= 193 et B = 11474
193 17 _g1q9 1 9 7 57
=—— — = 1d 21d 1d
— @ 7 exp+144e +8exp>< + + +16
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