
Devoir surveillé 3
samedi 8 décembre 2012

La calculatrice est interdite.
Les couples seront indi¤éremment notés horizontalement ou verticalement.

Problème (dérivées).

On dé�nit trois parties du plan R2 par

T + :=
�
(a; b) 2 R2 ; a+ b > 0

	
,

T � :=
�
(a; b) 2 R2 ; a+ b < 0

	
,

et D :=
�
(a; b) 2 R2 ; a+ b = 0

	
.

ainsi que deux fonctions

" :

�
R2 �! R�
a
b

�
7�! a+b

ja+bj
et � :

�
R2 �! R�
a
b

�
7�! arccos 1�abp

1+a2
p
1+b2

.

1. Rappeler les ensembles de dé�nition de arccos et arccos0.

2. Montrer que T � [ D [ T + = R2, représenter les trois parties T +, T + et D et imaginer pourquoi le
concepteur du sujet les a notées ainsi.

3. En quels points du plan R2 les fonctions " et � sont-elle dé�nies ?

4. Soit q 2 R : en quels points de la droite R la fonction �(�; q) est-elle dérivable ?
5. Calculer �(t;�t) pour tout réel t.
6. Montrer que arccos � cos et j�j coïncident sur [��; �] et en déduire �(tan �; 0) pour tout réel � 2

�
��
2 ;

�
2

�
.

7. Montrer l�égalité

8
�
r

s

�
2 R2 nD ; "

�
arctan r

arctan s

�
= "

�
r

s

�
.

8. Montrer que

8
�
a

b

�
2 T + [ T �; @

@a

�
�

�
a

b

��
=
" (a; b)

1 + a2
.

9. Déduire de la question 8 qu�il y a deux fonctions �+ et �� telles que

8
�
�

�

�
2 T +; �

�
�

�

�
= arctan�+ �+ (�) et

8
�
x

y

�
2 T �; �

�
x

y

�
= � arctanx+ �� (y) .

10. En utilisant la continuité de �, montrer que
�

�+ = arctan
�� = � arctan .

11. Conclure à l�aide des questions 7, 9 et 10 que

8
�
u

v

�
2 R2; �

�
u

v

�
= jarctanu+ arctan vj .

12. (bonus) Retrouver le résultat précédent à l�aide du paramétrage
� �

��
2 ;

�
2

�2 �! R2

(�; �) 7�! (tan�; tan�)
.
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Exercices (équations di¤érentielles).

1. Soit E : R �! C une fonction dérivable telle que
8a 2 R
8b 2 R ; E (a+ b) = E (a)E (b). Montrer qu�il y a

un complexe � tel que E = e� Id.

2. Soit f une application de [0; 1] vers C. Résoudre les équations suivantes (toutes d�inconnue f) :

(a) f 0 = 0 ;

(b) 2f 0 = 0 ;

(c) 3f 0 = 1
cos2 ;

(d) 4f 0 = f ;

(e) 5f 0 = tan ;

(f) 6f 0 = Id
1+Id2

;

(g) 7f 0 =
p
� ;

(h) 8f 0 = 1
1+Id2

;

(i) 9f 0 + 3
Id+2f = 12 ;

(j) 10
�
Id2�7

�
� f 0 + 20 Id�f = 30 ;

(k) 11f 0 + 33f tan = 44 sin (2 Id).

3. Résoudre chacune des équations de la questions 2 sous la condition supplémentaire f (0) = 1.

4. Soit K 2 fR;Cg, soit I un intervalle in�ni de R contenant 0, soit ' : I �! K. Résoudre les équations
suivantes (toutes d�inconnue ') :

(a) '00 = 4' et K = R ;

(b) '00 � 6'0 + 5' = 0 et K = C ;

(c) '00 � 6'0 + 9' = 0 et K = C ;

(d) '00 + 4'0 + 5' = 0 et K = R ;

(e) '00 + 4' = 10 exp et K = R ;

(f) '00 � 13i'0 � 42' = e7i Id et K = C ;

(g) '00 � 4'0 + 3' = Id3 et K = R ;

(h) '00 + 7'0 � 8' = exp�16 Id2 et K = R ;

5. Résoudre chacune des équations de la question 4 sous les conditions supplémentaires
�
' (0) = 1
'0 (0) = 0

.
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