Devoir maison &

(& rendre pour le lundi 10 juin 2013)

Exercice (angles d’Euler). Le but de cet exercice est d’exprimer la matrice de passage d’une base
orthonormeée directe de R? vers une autre a I’aide seulement de trois angles attribués a Leonhard EULER.
Soient B =: (a,b,c) et B’ =: (a’,b', ¢') deux bases orthonormées directes de R3. Soit A une droite orthogonale

-

acet ac. On appelle 9 la mesure dans [O, g] de l'angle (a, A) et 6 la mesure dans [0, 7] de 'angle Gc\’) Soit

© € ]—m,7]. On note P, N et R les rotations d’axes orientés dirigés respectivement par ¢, P (a) et ¢’ et d’angles
respectifs ¥, 6 et .
1. Pourquoi peut-on invoquer une telle droite A ?
Montrer Uappartenance ¢’ € Vect {c, P (b)}. (plus difficile)
En déduire ’égalité N (c) = c'.
FEzpliciter les matrices Matg P et Matpsy N.
Montrer que les vecteurs a', b', N (P (a)) et N (P (b)) sont coplanaires.
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Désormais, on désinvoque ¢ et on le définit comme 'unique solution a 1’équation ci-dessus.
7. Montrer I’égalité Pass (B, B') = Matg P x Matpzy N x Mat y(p(5)) R

AT B

6. Montrer que [’équation ( ) d’inconnue ¢ admet une unique solution.

costcosp —cosfsinysing —cospsiny —cosfcossing  sinfsinp
8. En déduire ’égalité Pass (B,B') = | costsing + cosfcospsinyy —sinysing + cosfcosipcosg —sinbcos
sin @ sin ¢ sin 0 cos ¢ cosf
Probléme. Le but du probléme est de montrer ’équivalent suivant, attribué & John STIRLING et appa-

raissant dans son ouvrage Methodus Differentialis publié en 1730 :

n! ~V2mn (E) .
e

On admettra que, pour toute suite (\,) € KN, la suite (Z;:o )\p) converge si la suite (ZZ:O |/\p|) converge.

Partie 1 (intégrales de Wallis). Pour tout entier ¢, on pose W, := fog sin? t dt.
Calculer Wy, Wy, Wy et Wi.

Montrer Ya € N, W, > 0.

Montrer Yk € N, Wy, = fog cos®.

Montrer que W,, — 0. (plus difficile)

Montrer que (W,,) décroit.

Montrer ¥d € {2,3,4,...}, Wy = d%‘lle_g.

Montrer ’équivalence Wy, ~ Wi 41.

W, — 200
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8. Montrer Ya € N, {

9. En déduire [’équivalence W,,Wp 11 ~ 5.
10. Conclure a l’équivalence Wy, ~ (/5.
Partie 2 (équivalent de Stirling). Pour tout n € N*, on pose g, := % et £, :==1In %
n 2 n

1. Montrer que la suite (Z;L:l p%) converge.



2. Soit (t,) € KN. Montrer que, si t, = O (3%), alors la suite (22:1 tp) converge.

G _ 1 1\nt+3
3. Montrer ¥Yn € N*, qZ+1 = (1—|— 5) 2,
4. Montrer £, = O (n—lz)
5. En déduire Uexistence et l'unicité d’un réel strictement positif, noté C, tel que n! ~ Cntze ™,
6. Conclure C'= /2.
Indications.
Exercice.

1. non-vacuité de ’ensemble de ces A

2. xz € Vect{¢,b} <=« L? ; P préserve L ; ¢ € Vect{P(c),P(b)} &l P (a)
3. deux vecteurs sont égaux ssi...

4. restreindre les rotations a des plans

5. N o P préserve L

6. les rotations de R3 préservent les bases orthonormées directes de R3

7. passer de Ba P(B)a NP(B) a RNP(B)=D8

8

. préciser Matypy R ; huile de coude

Probléme.

Partie 1.
linéariser
raisonner par I’absurde

reparameétrer

=L o

découper [O, g] en deux segments, I'un de longueur arbitrairement petite, 'autre ou l'intégrande est
arbitairement petite

croissance de f[o,g]
intégration par parties
utiliser les questions 5 et 6

récurrence

© ® N o o

distinguer n pair ou impair

10. Wy, X Wiso

Partie 2.

1. croissance & télescopage
2. rappel & question 1

3. huile de coude

4. DL

5. convergence de (¢,)

6

. équivalent de Wy,



