Devoir maison 4 (optionnel)

(a rendre le mercredi 9 janvier)

On définit pour tout couple (a,b) de réels positifs un réel U(Z) = a® + b®. Le but du probléme est de
déterminer les extrema de la fonction o sur le premier quadrant Ri.

1. Etudier la fonction a — a® (ensemble de définition, variations, tangentes aux bornes du domaine de

définition, extrema).
2. Décrire les valeurs de la fonction o sur le bord (R4 x {0}) U ({0} x R4) de son ensemble de définition.
3. Soient a >0 et b > 0 deux réels. Calculer J(‘f) et o(z),
4. Montrer que la fonction o n’admet pas de mazximum sur Ra_.
5. Soient a > 0 et b > 1 deux réels. Montrer que a(g) > 1. En déduire que, si o admet un minimum sur Ri,

alors on a l’énoncé suivant (dont on demande par ailleurs une interprétation en FRANCAIS ) :
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6. Posons m := (%) ¢. Etudier les variations de la fonction { 0.1 — . et donner son éventuel
t — mt+m

mintmum.
7. Soit (§) €10, 1]2. On pose T := %. En exprimant l'un des réels a ou b en fonction de lautre et

de T, montrer que o(3) > m7 +m’".
8. Conclure quant & un éventuel minimum de o sur Rﬁ_.
Indications
1. revenir a la définition de a® pour a > 0 et z € C.
2. revenir a la définition de 0f et t° pour t > 0.
3. revenir a la définition de 17 et ¢! pour t > 0.
4. raisonner par ’absurde : si 0 admet un maximum en (Z), construire un couple (Z:) tel que U(Z:) > O'(Z).
5. monotonie de 8 — "7
6. dériver deux fois.
7. expliquer pourquoi on peut supposer a < b puis utiliser la question 1 ainsi que les monotonie de Id” et 71,
8. utiliser les questions 5, 6 et 7.



