Devoir maison 3

Solution proposée.

Lemme préliminaire. (3pts)
Soit ¢ un réel. La fonction tangente a pour image R, plus précisément la restriction de tan a ]—g, g[ est
d’image R; on peut donc écrire ¢ comme la tangente d'un angle 0 tel que [0] < 5. On en déduit

1+t 1+itand 1cosf +isind et? i(20-3)
- = - = - —— = —i— =c z),
t+i i(1—tanf) icosf —isind e~
Lorsque ¢ décrit R, I'angle 6 décrit }—g, 3 [, donc I'argument 20 — 5 décrit ]—37”7 5 [, donc 1;’; — ¢i(26-3)
décrit tout U a I’exception de €2 =i, ¢. ¢. f. d..
La fonction h. (13pts)
1. (1pt) Soit z € C. Le complexe h (z) est bien défini si et seulement si le dénominateur z — ¢ est non

nul, ce qui montre que la fonction h est définie sur C\{i} et y prend des valeurs complexes. Puisque h
n’est pas définie en 7, ce n’est pas une application de C vers C.

(3pt) La relation h (a) = b n’ayant pas de sens pour a = ¢, on supposera a # i par la suite. La relation
h(a) = b sécrit alors b= —— i. e. (sib#0) a—i=1, i e. a =i+ 3. On déduit que 'image de h vaut

C\{0} (donc h n’est pas surjective sur tout C) et que h est injective de réciproque i + %.

1
a—1

—ag<=l1l=d’—ia<=a?—ia—1=

(1pt) Soit a € C\{i}. On a les équivalences h (a) = a <
0. Le discriminant du trinome X2 —¢X — 1 vaut (2)2 + 4 = 3, donc I’égalité précédente en a équivaut a
a= #, 1. e aac€ {el%,em%}.

. (2pts) Soit € un réel. On a

. 1 1 .
; 9y _ _ _ —if
Wit ) = Gram i~
Ainsi, lorsque 6 décrit R, Pargument —6 décrit lui aussi tout R, donc h (z + ew) décrit le cercle de centre
0 et de rayon 1. L’image cherchée h (i + U) est donc le cercle unité U.

. (2pts) Soit ¢ un réel non nul. On a

h(t+i)=—— =

1 1
(t+i)—i ¢

Lorsque t parcourt R*, 'image h (t 4 i) = % parcourt R*. L’image cherchée h (R* +4) est donc la droite
épointée R*.

. (2pts) Soit u € U\{i}. Le lemme préliminaire nous dit que u s’écrit 1):? pour un réel ¢, d’ou
1 t+1 t+1 i
h(u) =1 — = — = =4 -.
L — g (L+ti) —i(t+19) 2 2 2

Lorsque u décrit tout U \{i}, le réel ¢ décrit tout R, donc 'image h(u) = £ + £ décrit toute la droite
passant par & et dirigée par le vecteur 1. L’image cherchée h (U \{i}) est donc R + £.

. (2pts) [une jolie figure] (observer que les deux points fixes sont a 'intersection du cercle U + ¢ et de

son image U, ainsi qu’a D'intersection du "cercle" C\{i} et son image R + %)

La fonction H. (13pts)

1.

(1pt) Soit z € C. Le complexe H (z) est bien défini si et seulement si le dénominateur z — 4 est non
nul, ce qui montre que la fonction H est définie sur C\{i} et y prend des valeurs complexes. Puisque H
n’est pas définie en 4, ce n’est pas une application de C vers C.



. (3pt) La relation H (a) = b n’ayant pas de sens pour a = i, on supposera a # i par la suite. La
relation & (a ) = b s’6crit alors b= 220 — 94 542 4 o p 2 = 5“} Qe (sib#2)a—i=32 i e

—1 a—1i’ a—i’ 27
a =52 4 =30 On déduit que 11mage de H vaut C\{2} (donc H n’est pas surjective sur tout C)
et que H est injective de réciproque 3.

. (1pt) Soit @ € C\{i}. On a les équivalences H (a) = a <= 222 = g <= 5+ 2a = a® — ia <=

a—1i
a2 — (2+1i)a—5=0. Le discriminant du trinome X2 — (24 i) X — 5 vaut (2+14)> +4-5 = 23 + 44, donc
I’égalité précédente en a équivaut a a = 24ity253+4i VZQ‘BM"

. (2pts) Soit € un réel. On a

: 60 ; i0 163
5+ 2 (i+€?) _ 5+ 2i42e" a=arg(5+2) 9+ V52 + 22¢ o 3geiat)

H(i"f'eie) = (i+ef)—i 00 0

Ainsi, lorsque 0 décrit R, 'argument ov—6 décrit lui aussi tout R, donc H (z + eie) décrit le cercle /29U +2
de centre 2 et de rayon v/29.

. (2pts) Soit ¢ un réel non nul. On a

54+2(t+i)  5+2t+2i 5+ 2i

B+ == Tt

Lorsque t parcourt R*, I'image 2 + parcourt 2+ R* (5 + 2i), qui est la droite passant par 2 et dirigée
par le vecteur 5+ 2¢ dont on a "coupé" le point 2. L’image cherchée H (R* + ¢) est donc la droite épointée
24+ R* (5 + 2i).

. (2pts) Soit u € U\{i}. Le lemme préliminaire nous dit que u s’écrit

5424
t

1+tz

pour un réel ¢, d’ou

1+t2 . . . . .
SA2EE 5+ +2(1+it) _ (2450 +t(5+20) _ <1+52> H(g”)'

(W) = L g (+t) —i(t+4) 2 2

Lorsque u décrit tout U\{i}7 le réel ¢ décrit tout R, donc 'image (1+ 2) +¢ (2 +4) décrit toute la
droite passant par 1+ 3 et dirigée par le vecteur 3 + i. L’image cherchée H (U \{i}) est donc la droite
R(5+2i)+1+ 3.

. (2pts) [une jolie figure] (observer que les deux points fixes sont & I'intersection du cercle U + i et de
son image /29U + 2, ainsi qu’a l'intersection du "cercle" C\{i} et son image R (5+ 2i) + 1+ 2})

Les matrices. (15pts)

a
C

Qo

1. (1pt) Soit F' = ( > une matrice. On a par définition

b= () (4 )= (el ) - m
b 1
0

)
For = (4 0)<(na)= (g i) -

2. (2pts) Soient F' = ( CCL Z ) et & = < : ? ) deux matrices. Par définition, on a

(SRS
_ o = O
N —

|F'«®| =

aac+by af +bd
ca+dy cB+ds

= (aa+by)(cB+dd) — (af + bd) (ca + d)
= acaf + adad + befy + bdyd —acalS — adfy — bead —bdyd
N~~~ N——

= adad + bcfy — adfy — bead
(ad — be) (ad — )
= |F[|®].

En échangeant les roles de F' et ® et en utilisant la commutativité du produit dans C, on en déduit
@ F| = [®[ |[F| = [F|[®] = [F * ®|.



3. (2pts) Soient F' = (

o 2

[ a B (A B . . o
) , ¢ = < - > et F = ( c D > trois matrices. On a par définition

Fx(DxF)

aA+ pC aB+ D
yA+6C ~yB+6D

aA—i—ﬁC )+ b(yA+0C) a(aB+pD)+b(yB+6D)
c(aA+pC)+d(yA+0C) c(aB+pD)+d(yB+ D)

b
d
B aaA + aBC +byA+biC  aaB + aBD + byB + b6 D
=~ \ cad+cBCTdyA+dsC caB+cBD+dyB+déD ) ©

_ ac+ by af + bd A B
Ex®)xF = | cartdy cﬁ+d5>*(0 D>
(ac +by) A+ (aB +b6) C (aa—i—b'y)B—i-(aﬂ—f—b(i)D)

(ca+dy) A+ (¢f+dd)C (ca+dy)B+ (¢f+dd)D
acA +byA +aBC +b5C  aaB + byB + aBD + bdD
caA +dyA+cBC +ddC  caB+dyB +c¢8D +déD

d’ou 1égalité F * (&« F) = (F x ®) x F en réordonnant les deuxiéme et troisiéme termes (soulignés) de
chaque coordonnée.

Quelques essais suggerent que la matrice [ := ( (1) 1 > est neutre pour *, comme on le vérifie
aisément :
_ a b 1 0\ (al4+00 a0+b1\ (a b\ _
Fel = (c d>*(0 1)_(cl+d0 CO—i—dl)_(c d)_F’
I+ F — 10 N b\ ([ la+0c 1b+0d\ [ a b
o 0 1 c d ) \Oa+1lec 0b+1d ) \ ¢ d

4. (2pts) Il y a cinq matrices a considérer, appelons-les \ := ( (1) 8 ), = < 8

)~(33)

/= ( 00 ) et 0:= ( 00 ) On obtient aprés calculs la table de composition suivante :

10 0 0
P o[NIN[ZT/]
o |jo| O | O | O | O
N ENEIPAR
N o] o [N o [/]
/o] o [/ To X
/ol 7 ToNTo

On constate que le tableau n’est pas symétrique par rapport a sa diagonale principale (par exemple
Sk N= 0 #,/=_% /), ce qui traduit la non-commutativité de *, d’ou (a). Le tableau contient par
ailleurs d’autres o que sur les premiéres ligne et colonne (par exemple \_* \,= 0), d’ou (b). On voit enfin
que les matrices \_et \, sont chacune égale a leur carré, d’ou (c).

5. (3pts) Soit z un complexe. Dés lors que les quotients suivants font sens, on a
[he o hp](z) = he (hr(2))
az+b
= he <cz + d>
_ amtig
Ve
_a(az+b)+ B(cz+d)
 y(az+0b)+6(cz+d)
_ (aa+Bc)z+ (ab+ Bd)
(ya+d6¢) z 4+ (yb + dd)

= h aa+ Be ab+ Bd (2)
vya+dc b+ dd

= haowr (2),



d’ou I'égalité voulue.

A0

0 A
question 1 permet ainsi d’écrire h o hp = hi p = hpr = Id et de méme hp o hiz = Id, ce qui montre
que hr est inversible d’inverse hz.

Soit A € C:onahyy =h > = S‘Ilggig = Id¢. Soit F' une matrice. Lorsque |F| # 0, la

2 5 .
. (2pts) On a par exemple h = h 2 5 = h< 410 ) . En posant F' := < 1 >, on obtient
i

2 -2
~ —i =5 )
F_(—l 9 ),dou

-1 _ -1 _ o _
h _hF_JLF_h<i . )"m—z

(sanity check : c’est bien ce qu’on avait trouvé plus haut).

. (3pts) (On n’écrira plus les x pour alléger). Le calcul donne PQ = I = QP et PAQ = < _11 } ),
d’ot 'on déduit

ol8

()

Or les puissances de PAQ sont aisées & intuiter : en regardant le carré, on trouve

4

[h AQ]018 quest_ion 5
= [P

Id+17°"

1-1d

(PAQ)* = (PAQ) (PAQ) = PA(QP)AQ = PAAQ = PA*Q
~—~—

=I

et I'on montrerait, grace a la simplification QP = I, par récurrence que (PAQ)" = PA™Q pour tout
entier n > 0. On en déduit

(PAQ)™ = PA®Q

_ p V20 18@
o 0 \/ie’%

_op VR0
= P( 0 (\/Eei%)ls )Q

29— 1% 0
< 0 29! ) @
. —i 2% 0 1/ —i 1
1 0 2%i% Ja\ i 1
s i —i “1 0 i 1
22(1 1)(0 1>(i 1)
s~ —i —i 1
_2Z<—1 1><i 1>
0 —2

_ 8
_21(% 0 )

Finalement, on trouve hppgys = h

I
~—
—_

_ _0Id—1 _ -1 [N
o0 1\ Thro 21 T w0 T don
eI 10

[1d+1}“8M2): 1

1-1d 42



