Devoir maison n-2

Solution proposée.

Préliminaires.

1. Notons ¢ une fonction dont le graphe est la corde reliant ( fgla)) a ( fé’b)) : puisque (z((zg) = (];((’;;), la
fonction f — ¢ s’annule en a et b, d’on par le résultat admis un p € Ja, b[ annulant la dérivée f" — ¢’. Or la
fonction c est affine de pente W (celle de la corde), donc sa dérivée vaut constamment W,

qui montre que f’ (p) = (p) = W

2. Soit M € [ab]. On a envie de voir M comme le barycentre des points pondérés (,%,) et (a?%)’ ce

ce

qui s’écrit M = aﬂj’fbMa + a]v‘[l%M b. Le réel A := % est positif, plus petit que Oi% =1 et vérifie

1-A=1- a]é’fbM = GA;_%M, donc 1’égalité précédente se réécrit M L+ (1 = A)b, ce qui conclurait :

. A . 5, 2 7 bM alM s O AB
il suffit donc d’établir I'égalité M = “3-a + “3-b. Pour ce faire, en se plagant dans le repére (A, AB) de

a ab
la droite (AB), on constate que le point %a + %b a pour coordonnée %0 + %1 = aM, a savoir celle
du point M, c. q. f. d..
—
Soit A € [0,1]. Le point M :=Xa+ (1 —A)b=>b+ A(a—0b) = b+ A\ba appartient a la droite passant
—

par b et dirigée par le vecteur ba, ce qui est dire M € (AB). Pour conclure, il suffit de montrer que les
distances aM et bM sont plus petites que ab : on a d’une part

— —
bM = HbMH — M =] = |[ra— 20| = [A(@—b)| = [N HbaH < ab, dautre part
—~
<1
aM = ||M=af = [(A\=Da+ (1= Aol = |(1=X) - o)l = [1 = A | ab]| < ab.
——
<1

Description des fonctions convexes.
1. Supposons f convexe et soient a,b € I et A\, u > 0 tels que A+ p = 1. Alors le point /\(f(“a)) + ,u(ffb))

est (d’aprés le préliminaire 2) un point du segment reliant deux points de I’épigraphe de f, donc reste
dans I’épigraphe de f par hypothése de convexité, ce qui est dire que son ordonnée est supérieure ou égale
a image de son abscisse, ce qui s’écrit f (Aa + pb) < Af (a) + pf (D).

Supposons réciproquement la comparaison de I’énoncé. Soient (Z) et (g) deux points de I’épigraphe
de f (c’est dire a > f(a) et 8 > f (b)) et M un point du segment les reliant. D’apreés le préliminaire 2),
M est de la forme A(?) + (1 — A) (Z) pour un certain A € [0,1]. En posant p:=1— A, on bien g > 0 (car
A <1)et Au =1, donc la comparaison de I’hypothese s’applique : f (Aa + pub) < Af (a)+pf (b). Puisque
{ o ;Zf(()a) et { 5%2]0(()17) , le membre de droite est majoré par Ao + uf3, ce qui s’écrit "I'ordonnée de
M est plus grande que 'image par f de son abscisse", i. e. "M appartient & I’épigraphe de f".

2. Supposons f convexe. Soient a € I et b < ¢ dans I différents de a. Supposons par exemple que
a < b < c. Dans I'égalité b = %a + lc’:—gc (immédiate & vérifier), les poids E:Z et Z:—Z sont alors positifs

et de somme 1, donc hypothése s’applique (avec la question 1) : £ (b) < <=2 f (a) + 2=2f (c), ce qui se

c—a c—a
réécrit f(bg:ﬁ(“) < f(cz:i(“), i. e. T4 (b) <74 (c). Les deux autres cas b < a < c et b < ¢ < a se traitent de
maniére analogue.

Supposons réciproquement la croissance de I’énoncé. Soient a,b € I et A\, > 0 tels que A+ p = 1;
posons ¢ := Aa+ pb. Si ¢ vaut a ou b, alors (2) vaut ((1)) ou ((1)) et I’égalité & montrer est triviale. Sinon, vu
que a et b jouent un role symétrique, on peut toujours supposer a < b, d’ou par hypothese 7. (a) < 7. (),
ce qui équivaut (remonter les calculs déja faits) & f(c) < &=5f (a) + <=2 £ (b) = Af (a) + pf (b), dont
(d’apres la question 1) la convexité de f .

3. Supposons f convexe et soient a < b < ¢ dans I. D’une part, la croissance de 7, (c¢f. question 2)
permet d’écrire 7, (b) < 7, (¢), d’autre part, celle de 7. nous donne 7. (a) < 7. (), i. e. 74 (¢) < 74 (€).
Supposons réciproquement les comparaisons de 1’énoncé. Soient a € I et b < ¢ dans I\{a} : I'hy-
pothése s’applique et nous donne la comparaison 7, (b) < 7, (¢). La question 2 montre alors que f est
convexe.



Supposons f convexe. Soient a < b dans I. D’une part, pour ¢ € Ja,b], la question 3 nous donne
Ta (t) < 74 (), do0t [’ (a) < 74 (b) lorsque t — a; d’autre part pour ¢ € [a, b, la question 3 nous donne
Ta (b) < 74 (b) = 74 (t), Aot 74 (b) < f (b) lorsque t — b. Il en résulte f/ (a) < f'(b), c. q. f. d..

Supposons [’ croissante. Soit a < b dans I et A\, u > 0 tels que A + p = 1. Posons ¢ := Aa + ub. Par
le premier préliminaire, la pente 7, (¢) vaut f’ () pour un certain o < ¢ et la pente 74 (¢) vaut f/(5)
pour un certain 8 > c. La croissance de f’ permet alors d’affirmer % =f'(a) < f1(B) = W,
d’ott (remonter les calculs déja faits) la comparaison f (c) < 225 f (a) + £2f (b) = Af (a) + puf (b) et la
convexité de f (cf. question 1).

D’aprés la question 4, f est convexe si et seulement si f/ croit, ¢. e. ssi la dérivée de f’ est positive,
ce qui conclut.

Supposons que I soit un segment [a,b] et que f convexe. Fixons un point ¢ € I et notons M :=
max {f (a), f (b)}. Alors f (t) est en-dessous de la corde (f(aa)) (fé’b)), donc est inférieur ou égal a 'ordonnée

de tout point )\(féla)) Jr,u(f(bb)) de cette corde, en particulier pour A et p choisis tels que ¢ = Aa+ub (possible

Au>0 —
d’apres le préliminaire 1), ce qui s’écrit f (t) < Af (a) + pf (D) #g AM + pM Atp=l M,c q f d.

Supposons f convexe. Soient a < b dans I et A un réel. Alors la fonction f + AId est convexe (elle
satisfait la comparaison de la question 1), donc (par ce qui précéde) atteint sa plus grande valeur en a ou
b, laquelle vaut f + AId appliquée en a ou en b, c. q. f. d..

Supposons réciproquement f comme dans ’énoncé. Soient a < ¢ < b dans I. La fonction f — 7, (b) Id
est par hypothése maximale en a ou b, donc (lui rajouter une constante) également la fonction (f — f (a))—
Ta (b) (Id —a) ; or cette derniére est nulle en a et en b, donc sa valeur en t est négative, ce qui se réécrit
Ta (1) < 74 (b). On montrerait de méme que la fonction (f — f (b)) — 74 (b) (Id —b) est négative, ce qui se
réécrirait 7, (a) < 74 (). La question 3 montre alors que f est convexe.

Concavité.

1.

Soit f une fonction convexe et concave sur un intervalle I. Montrons que f est affine sur tout segment
de I. Soient a,b € I et t € [a,b] : on peut écrire t = Aa + (1 — A)b pour un A € [0, 1], ce qui revient
a X = L=b Tegalite f(Aa+ (1—A)b) = Af(a) + (1 — \) f(b) (donnée par I'hypotheése) se réécrit alors
f@) = =8F(a) + 2=Lf(b); il y a donc deux réels A et yu tels que f(t) = At + p pour tout ¢t € [a,b],
c. q. f d.

Montrons a présent que f est affine sur tout I. Fixons un segment infini [a,b] de I : sur ce segment,
on sait que fjjq,5) = Ald+p pour certains réels A, p. Soit ¢ € I : puisque I est un intervalle, le segment
S := [min {a,t} ,max {b, t}] est inclus dans I, donc il y a des réels A et M tels que fjg = AId +M. Puisque

les fonctions AId 4+ et AId+M coincident sur [a, b], qui est infini, on doit avoir ( ]AV[) = (2) Il en résulte
() = fis (t) = [ANd4p] (t) ; ceci tenant pour tout ¢ € I, on a montré que f = AId +p.

Soit a, b > 0. Par monotonie des pentes des cordes (cf. question 3), la corde (f(aa)) (f(bb)) est au-dessus

de la corde ( f?())) ( fé’b)) qui est au-dessus de la corde ( f?())) ( fﬁjfb)

a b a+b
L) < [atb)+/O) o g £,

), d’otl la comparaison des ordonnées des

milieux

On pensera par exemple aux fonctions /-, /-, atn ou In (1 + Id).

Propriétés.

1.

2.

Soit f et g convexes sur I. Soient a,b € I et A\, > 0 tels que A+ = 1. Alors

[f + 9l (Aa + pb) = f (Aa + pb)+g (Aa + pb) < Af (a)+uf (b)+Ag (a)+ng (b) = A[f + g] (a)+p[f + 9] (b).
En supposant g convexe et croissante sur 'image de f, on a

g croit

(g0 f](Aa+ ub) = g(fQatupb) < g(Af(a)+puf(b)

f convexe

g convexe

< Ag(f(@) +pg(f(0) =Algo fl(a) +plgo f1(b).

Soit f > 0 telle que lnof soit convexe. Puisque exp = In"' est convexe et croissante, la question
précédente montre que f = expo (Inof) est convexe.

Soit o un réel. La fonction Ide*+ est deux fois dérivable sur R* de dérivée seconde o (o — 1) 1d* ™2
qui est du signe de a (o — 1), d’ott le résultat annoncé (cf. question 5).



10.

On a exp” = exp > 0, donc exp est convexe. Onaln” = 1532 < 0 donc In est concave. Sur

[0, 7], on a sin” = —sin < 0, donc sin est concave sur [0, 7]. Sur [—%, %L on a cos” = —cos < 0, donc
cos est concave sur [—%, g] Sur ]—g, 5 [, on a tan” = 2tan (1 + tanz) qui du signe de Id, donc tan
est convexe sur [0, %[ et concave sur ]—g, 0].
/ li
On a [In (1 + exp)]” = [1?3(;)] = {1 - 1+1exp] = (1f:)l:p)2 > 0, donc In (1 4 exp) est convexe.
" "
On a [%} = [1 — ﬁ] = W qui est du signe opposé a (1 + Id), donc HI_% est convexe sur

]—o00, —1] et concave sur |—1, o[-

Soit f convexe sur un intervalle I et soit a intérieur a I. On aura 7, (t) < 7, (b) dés que t < a < b
dans I, de sorte que la fonction 7, restriente & gauche de a est majorée; or elle est croissante d’apres la
question 2, donc admet un limite en a, d’ou la dérivabilité a gauche (méme argument a droite).

La fonction nulle sur |0, 1] qui vaut 42 en 0 et en 1 est convexe sur [0, 1] mais pas dérivable en 0 ni
en 1.

Soit f convexe sur un intervalle I et soit a € I. On note f; (a) et f, (a) les dérivées respectivement a
droite et & gauche de f en a. Soit ¢t < a dans I : la question précédente montre que 7, () < f; (a), don

fo(a)<fa(a)
f(@t) = f(a)+ f;(a)(t—a) > ‘ f(a)+ fi(a) (t — a); méme argument lorsque ¢ > a dans I. Dans
t—a<0

tous les cas, on a montré que f est au-dessus de ses deux demi-tangentes en a, c. ¢q. f. d..

Considérons une droite passant le point (2£2, f (2£2)) : si Pon trace un droite horizontale passant
par ce méme point, alors 'aire entre les deux droites est nulle (le triangle d’un c6té est compensé par le
triangle de l'autre). Il en résulte que les aires sous les deux droites sont les mémes, ce qui montre que
I’aire sous la premiére droite ne dépend pas de sa pente : en choissant cette derniére égale a une dérivée
de f en a, cette droite sera (par la question précédente) toute entiére en-dessous du graphe de f, d’ou par
intégration la premiére comparaison.

"TH’, w> montre que laire sous

Le méme raisonnement pour une droite mobile autour du point (
cette droite vaut celle sous la corde ( féla)) ( ffb)) (choisir pour pente celle de la corde), d’on par intégration
la seconde comparaison.

Soit f convexe croissant strictement sur un segment /. Alors, pour tous points a = f (a) et § = f (b)
dans Im f et pour tous A, 4 > 0 de somme 1, on aura

£t croit

TP Qa+pB) =P f(a)+pf®) = FH(fa+pb) =Xa+pb=N""(a)+uf(B),

f convexe

. _ R . 2 s -
ce qui montre que f~! est concave (penser a la fonction convexe Id*“ et a sa réciproque concave 1/-). On
compléterait par le méme raisonnement le tableau suivant :

’ H f croit \ f décroit ‘
f convexe || f~T concave | f~T convexe |
f concave || f~! convexe | f~! concave

En remarquant que Aa + (1 —/\)% = Aa + pb + ve, on peut écrire
,Ufb + ve\ [ convexe 1 v
= o)) == < _
f(Aa+ pb+ ve) f(/\a+(1 A) M+V) < Af(a)+(1 )\)f(u+1/b+u+uc)
f convexe U v
< A +(1=X b) + b
S @ a-n (S o)
= M@+ pf®)+rf(O)

On raisonne par récurrence sur n (ce qui précéde pave la voie). Fixons f et I. Notons pour tout n > 1
entier P (n) la comparaison & montrer quantifiée universellement sur les a; et sur les A;.

Lorsque n = 1, on a forcément \; = 1 et la comparaison souhaitée est une égalité, ce qui montre
P(1).

Supposons a présent P (n) pour un entier n > 1. Soient ag, a1, ..., a, € I et Ao, A1, ..., A\p, > 0 tels que



> oA = 1. On alors

- Z?:l )\iai) f convexe n i
Aia; = A 1— X)) =&=5— < A 1-)\ A E—
! (2 ’ ) d < oo+ ) D1 A of o)+ 2 (2 D k=1 )‘ka

hypothese

of (a0) + (1= 20) Y 7257 (@) = NS (@), e 0 £ d.
i=1 1=0

de récurrence

Deux exemple fondamentaux.
Afin d’alléger I’écriture, on oubliera les indices de sommation (toujours de ¢ =1 & n) et des produits.

1. En notant a la valeur commune aux a;, on a

d’une part pour tout ¢ non nul {/Z Aial = \t/z Aat =

d’autre part Ha?i = Ha”\" =Xt =al =a

On en déduit que la fontion M est constamment égale a a.

2. Soient 0 < a < . On a les équivalences
M () ; M () — ‘\I/Z)\ia? ; [\3/2)\1'@?
= (Cna) L5 = (Sae)” £ n @)t

ce qui découle de la stricte convexité de a — as (en effet, g > 1).
Pour oo < B < 0, on veut

M(a);M( = \/Z)\a <\/Z)\a
= *‘*ZA o ‘\/ZA

— M((-pB) < M (—a) ou l'on a remplaceé les a; par leurs inverses,

comparaison qui est vraie d’aprés ce qui préceéde car 0 < —f < —au.

Il reste a comparer M (0) et M (t). Pour ¢ > 0, on veut

Haf"' 2 (/Z)\iaﬁ <— Z)\i Ina; ; %ln (Z /\iaﬁ) <— Z)\i In (aﬁ) iln (Z /\iaﬁ) ,

ce qui résulte de la stricte concavité du logarithme. Pour ¢ < 0, on veut

A —t

? 1 i ? B 1 ?
t ot i t ) _ NI
1/5 >\z‘1¢<||ai = ”(al) < § AZ(a,-) <= M (0) < M (—t) oulon a
remplacé les a; par leurs inverses, comparaison qui est vraie d’aprés ce qui précéde car 0 < —t.

3. Les trois comparaisons du milieu s’écrivent M (—1) < M (0) < M (1) < M (2) ou les poids sont pris

6 3 1
égaux a 3.

- M> .
En notant M := max {a, b}, il vient \/a2;b2 < \/M2'5M2 =V M? e M, d’ou la comparaison tout
a droite.

En notant m := min {a, b}, il vient a%% = ﬁ > = + — = m, d’ou la comparaison tout & gauche.
a b m m
4. La comparaison est inchangée si I’on multiplie tous les a; par un méme réel strictement positif : en

choisissant pour ce dernier Z% (si cela n’est pas possible, alors tous les a; sont nuls et la comparaison
k2

e 02 . . 5
souhaitée s’écrit 0 = 0), on se raméne au cas ou » . a; = 1. Le méme argument permet de supposer > b; = 1



6.

et > ¢; = 1. On invoque alors pour tout ¢ la comparaison M (0) < M (1) pour les trois réels a;, b;, ¢; > 0
ce qui permet d’écrire par sommation

Za;\bfl” < Z)\al—l—ub +1/cl—)\Zal+qu —|—1/ch
—,_/

M(O) M(1) 1 1

Hwy_l_(jai) (g) (Z) et

i=1

On raisonne comme ci-dessus : a j fixé, quite & multiplier les a; ; par un méme scalaire positif, on
peut supposer » . a; ; = 1. On invoque alors encore M (0) < M (1) pour écrire

ZH% < ZZA ai; = ;Ajzi:ai,j :zj:)\j —1= H (Za“j) ] e g f d.

1
R/—’ W =
=M(0) =M(1) =1

Appliquer M (1) > M (0) avec n = 2, ()\2) = (%Z) et (Z;) = (Z:) donne %ap + %bq > (ap)% (bq)%7
d’otl la premiére comparaison.

Appliquer la question 4 avec (A, u,v) = (1/p,1/q,0) en remplagant ('Z?) par (“2) donne >, (af)% (bY)

1
L A q
> a)r (X, bl) d’ou la deuxiéme comparaison. Spécialiser p = ¢ = 2 donne alors la troisiéme com-
paraison.

Applications de la convexité.

1.

M(0)=>M(1)
On écrit [[(24a;) =][(14+ 14+ a;) > [I¥T-1T-a; = JJai = V1 =1. On a égalité ssi on

a Dégalite M (0) = M (1), 4. e. ssi on a Vi, 1 = 1 = a;, autrement dit ssi tous les a; valent 1.

r_ _ . ) . L L .
Ona [4] = =% = =25 = L__ ou le dénominateur est négatif et décroit strictement sur
sin sin 1—cos COs — o5

[0, 7], donc 'inverse croit strictement sur [0, 7], ce qui montre la stricte convexité de i On peut donc
appliquer Jensen :

1 1 Jr1 1 S 1 1 1
2sina 2sinf Sin(%a—&-%ﬂ) " sin (”T_"’) - cos 3

En abregeant c:= cos , la conclusion découlerait de la comparaison 2 2 m, ce qui équivaut a

1+ 4¢? 2 4c¢ ou encore a (2¢ — 1) 2 0, ce qui est trivial.

On a égalité ssi on a égalité dans Jensen (i. e. ssi @ = 8) et si on a 2¢ =1 (i. e. cos T = 3, ou encore
3 = %), c’est-a-dire ssi ABC est isocele en C' avec C = 120°.

Une comparaison M (1) > M (0) donne .1 | Le;a; > [T cias = ([T0q &) (T ai) = 11—, ai et
on sait que I’égalité est atteinte (lorsque tous les a;e; sont égaux), d’ou la valeur minimal recherchée.

Le membre de gauche peut étre vu, a b et ¢ fixé, comme une somme de fonctions convexes de a, donc
comme une fonction convexe de a : sa valeur lorsque a varie est par conséquent maximale aux bornes de
I'intervalle ol a varie. Le méme argument répété aux deux autres lettres montre alors que le membre de
gauche est maximale lorsque (a, b, ¢) est 'un des huit sommets du cube {0, 1}3 : or, dans chacun de ces
huit cas, la valeur est plus petite que 1 et atteint 1 au point (0,0, 0).

La fonction — 7 est convexe, donc on peut appliquer Jensen :

1+1

n

3 _Z": 1 B 1 B 1 11
ai+ai+1_ — 1+al+1_1+2 ,i+1_1—|—E?:1ai+1_1+Z;L:1ai_l+1_2'

=1 a;

On a égalité ssi tous les *
k2

sont égaux : si c’est le cas, en notant ¢ la valeur commune de ce quotient,
on doit avoir ¢" = H% = % =1, d’out ¢ = 1 et tous les a; sont égaux (ce qui implique

réciproquement 1'égalité des ).
i

1
q



6. Divisant par {/aj - an, la comparaison voulue est équivalente & (poser ¢; := Z—’) 14+ p/er-c, <
i

YA +c1) - (1+cy), ouencore (en appliquant In) & In (1+ /c1---¢,) < 237 In(1+4¢;). Or la fonc-
tion In (1 + exp) est convexe (montré plus haut), donc on peut appliquer Jensen aux réels Inc; :

1 1
n(l+ \”/cl---cn):1n(1+62%1nc") gzgln(l—i-elnci) ZZEIDG‘FQ)’ c. q [ d.

On a égalité ssi tous les In¢; sont égaux, . e. ssi a; = b; pour tout 1.

7. Ecrivons (a,b,¢) = (e7®,e™#,e™7) pour des réels a, 3,7 > 0. La comparaison désirée se réécrit alors
(e*—e )+ (e —e )+ (7 —e7) < et — e~ (@),

Or la fonction exp — exp (— Id) est convexe sur Ry (sa dérivée seconde exp — exp (— Id) est positive sur R4
carony aexp > 1 > exp (—Id)) et envoie 0 sur 0, donc est sur-additive (¢f. question 2 sur la concavivté),
d’out la conclusion.

8. La comparaison de gauche a été prouvée a la question 7 des propriétés. Un calcul montre que la
comparaison de droite est inchangée lorsque 'on remplace f successivement par f + p (ou p € R), Af
(ot A > 0) ou f+ vId (o ¥ > 0). Cela signifie que 'on peut imposer successivement f(0) = 0 (en
prenant u := —f(0)), f/(0) =0 (en prenant v:=— f'(0)) puis f(1) = 1 (en prenant! ) := ﬁ) Alors
le réel £ OHf Q) f flx)de = 3% fo x) dx vaut D'aire comprise entre le graphe de f et la premiére
bissectrice, laquelle est maJorée par aire du triangle formés par les points A := ({), B := (}) et le point
C de rencontre de la tangente en (}) avec ’axe des abscisse. Pour trouver C, notons a := f (1) "'unique
parameétre restant : il vient alors

1
yp—yc=a(zp—20) = l=a(l—2.) = mczl—a.

Noter bien que o > 1 car la pente de la tangente en B doit dépasser celle de la corde AB. On veut donc

? / (0 1 ? 1 7 ?
A(ABC) < M@ <§<:>1——<%<:>a2—4a+4>0<:>(a—2)20
o
ce qui est clair (on a méme le cas d’ egahte =2).
9. La fonction ﬁ est convexe sur |0, 1] (sa dérivée \/%3 y croit), donc on peut appliquer Jensen :

1 1

Z\/l—xl \/1—2?:1xixxi:\/1—2w?

avec égalité ssi tous les x; sont égaux (par stricte concavité).

On a obtenu (a peu de choses prés) une moyenne d’ordre 2, que 'on veut minorer par une moyenne
d’ordre 1 (le terme Y7,

i), Ce ne devrait pas étre trop difficile vu la comparaison M (2) > M (1).

Pour le faire habllement, on peut essayer d’intercaler entre nos deux moyennes d’ordres 2 > % la
moyenne d’ordre 1, qui est triviale a calculer vue la condition > x; = 1.

Partons du terme de droite, et appliquons M (%) <M(1):

n n n
Z iz —n 1 Zi::l €T, Sn 1 Zi:l Z; _ n .
:1\/7171 Vn—1 n Vn—1V n \/nfl

Partons & présent du terme de gauche (déja minoré) et utilisons M (2) > M (1) (qui s’appelle aussi
Cauchy-Schwarz quand tous les coeflicients sont égaux) :

1 n
VAR A \/1_n \/1 n—1

Pour le cas d’égalité, on a utilisé une fois Jensen et M (1) < M (1) < M (2). On a donc égalité au
départ ssi on a égalité dans ces trois comparaisons, 7. e. ssi tous les z; sont égaux.

. La boule est bouclée.

] faut par soucis de rigueur regarder le cas o ﬁ n’est pas défini.
On sait que f est par convexité au-dessus de sa tangente au point (fPO))’ laquelle coincide avec l'axe des abscisses (on a supposé
f(0) =0et f/(0) =0), et que f est (toujours par convexité) en dessous de sa corde reliant les points (f?o)) et (f(11))‘
i on pouvait pas considérer —+~, autrement dit si était nul, la corde précédente coinciderait avec 'axe des abscisse, de
Si it idérer 4y, aut t dit si f (1) était nul, la corde précédente coinciderait l'axe des abscisse, d
sorte que le graphe de f devrait lui aussi coincider avec cet axe : mais alors f serait nulle et la comparaison triviale & montrer.



