
Calcul di¤érentiel multiple
(résumé)

droite R plan R2

courbe surface

fonction ' à UN argument réel
dé�nie au voisinge d�un point �

(fonction f à un argument PLAN = )
fonction f à DEUX arguments réels
dé�nie au voisinge d�un point a

dérivée '0 (�) gradient raf
produit '0 (�) t produit scalaire hraf j ui

application linéaire tangente '0 (�) Id di¤érentielle daf
DL1 de ' en � :

' (�+ t)� ' (�) ' '0 (�) t
DL1 de f en a :

f (a+ u)� f (a) ' daf (u) = hraf j ui

droite tangente d�équation
y � ' (�) = '0 (�) (x� �)

plan tangent d�équation

z � f (a) = daf

��
x

y

�
� a

�
' C1 : '0 dé�nie et continue, i. e.
la droite tangente varie continûement

f C1 : Duf dé�nie et continue 8u,
i. e. D1f et D2f dé�nies et continues,
i. e. le plan tangent varie continûement

Pour dériver :
UN SEUL argument
t 7! f (a+ t�!u ) () UNE direction u()

UNE droite a+Ru
()

"
une dérivée PARTIELLE
Duf (a) = lim

t!0

f(a+tu)�f(a)
t

.

Dérivées partielles premières et secondes :
[D1f ] (x; y) =

@f(x;y)
@x

[D2f ] (x; y) =
@f(x;y)
@y

.
FF
F Gare aux abus @f

@x et
@f
@y !

dérivable dans DEUX directions LIBRES
() dérivables dans TOUTES les directions

=) Duf = u1 �D1f + u2 �D2f .

Gradient
SI K = R

: raf =
�
D1f (a)

D2f (a)

�
. Donne la direction de PLUS FORTE VARIATION depuis a.

@
@tf
�
�(t)
�(t)

�
= D1f

�
�(t)
�(t)

�
� �0 (t) +D2f

�
�(t)
�(t)

�
� �0 (t).

�
@xf
@yf

�
=

�
@xX @xY
@yX @yY

��
@Xf
@Y f

�
pour f

�
X(x;y)
Y (x;y)

�
.

théorème de
FSchwarzF :

on peut dériver dans
n�importe quel ordre

: D1D2f = D2D1f si
�
D1D2f et D2D1f font sens
ET SONT CONTINUES.

être C1 =)
�

être di¤érentiable
() admet un DL1

� =)
�
être dérivable dans
tous les directions

=) être continue

F
F
F
F

Pas d�autres
implications !

f di¤érentiable
en a

�
=) daf (u)

= Duf (a) = hraf j ui
= u1D1f (a) + u2D2f (a)

.

f réelle di¤érentiable et
localement extrémale en a

�
=)

�
raf = 0 D1f (a) = 0 = D2f (a)
daf = 0 8u 2 R2; Duf (a)

F Réciproque fausse !

Sera FERMÉE toute partie dé�nies par des inégalités LARGES utilisant des fonctions CONTINUES.ZZ
D

est linéaire, positive, croissante, véri�e Chasles
ZZ

D

=

ZZ
D1

+

ZZ
D2

et les inégalités triangulaires.

FFubiniF
vertical : si D =

��
x
y

�
2 R2 ;

a � x � � et
' (x) � y � � (x)

�
, alors

ZZ
D

f =
R �
x=a

�R �(x)
y='(x)

f (x; y) dy
�
dx.

FFubiniF
horizontal : si D =

��
x
y

�
2 R2 ;

b � y � � et
 (y) � x � 	(y)

�
, alors

ZZ
D

f =
R �
y=b

�R 	(y)
x=�(y)

f (x; y) dx
�
dy.

centre de gravité :

RR
P2D

�(P )P dARR
P2D

�(P ) dA
; isobarycentre :

RR
P2D

P dARR
P2D

dA
;
moment d�inertie par
rapport à un axe �

:

RR
P2D

�(P )d(P;�)2 dARR
P2D

�(P ) dA
.
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