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Comme d�habitude, la lettre K désignera l�un des corps R ou C.
Dans tout le chapitre, S désignera un segment de R dont on notera ` (S) la longueur.

On renvoie à la correction du DM 0 pour donner l�idée de ce qu�est une intégrale.

1. Dans le cas particulier d�une fonction f à valeurs positives dé�nie sur S, on sait calculer l�aire située sous
le graphe lorsque f est constante : il su¢ t de multiplier la longueur de S (la "base" du rectangle) par la
valeur prise par f (la "hauteur" du rectangle).

2. En joignant bout à bout de telles fonctions, on pourra calculer l�aire sous le graphe de toute fonction
formée par "morceaux" de fonctions constantes.

3. En�n, si une fonction f s�"approche bien" par une suite (fn) de fonctions constantes par morceaux, il sera
naturel de dé�nir l�intégrale de f comme la limite de celles de fn:

Noter que, dans le procédé ci-dessus, on ne perd rien en remplaçant R+ par K, à condition de pondérer au
besoin l�aire par un signe �1 ou par un imaginaire i.
Ce qui précède décrit le cherminement naturel pour construire l�intégrale de fonctions "limites" sur un

segment de fonctions constantes (à valeurs dans K) par morceaux. Le programme se limite cependant aux
fonctions continues par morceaux, lesquelles tombent dans ce cadre.

1 Intégration sur un segment d�une fonction continue par morceaux

1.1 Intégration d�une fonction constante par morceaux

Dé�nition (subdivision). On appelle subdivision de S toute suite �nie strictement croissante com-
mençant par minS et �nissant par maxS.

Dé�nition (fonctions par morceaux, fonctions en escalier, subdivisions adaptées). On consi-
dère un adjectif Q quali�ant certaines applications de KS .
Soit f 2 KS. On dit que f est Q par morceaux (sur S) s�il existe une subdivision (a0; a1; :::; an) de S telle

que, pour tout entier i 2 [1; n], la restriction fj]ai�1;ai[ se prolonge sur le segment [ai�1; ai] en une application
Q. Une telle subdivision est dite adaptée à f .
Si l�on note C l�ensemble des applications de KS qui sont Q, il est alors usuel de noter Cp. m. (S;K) l�ensemble

des applications de S vers K qui sont Q par morceaux
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Lorsque Q est l�adjectif "constant", une application constante par morceaux est dite en escalier. On note
E (S;K) l�ensemble des fonctions en escalier sur S à valeurs dans K.

Exemples : la partie entière restreinte à S, [dessin : autres exemples génériques]
Contre-exemples : 1

Id (prolongée par n�importe quoi en 0) n�est pas continue par morceaux [dessin] car
n�admet pas de limite �nie en 0, même remarque pour sin � 1Id [dessin].

Proposition. Soit C un sous-espace vectoriel de KS stable par produit. Alors Cp. m. (S;K) est aussi un
sous-espace vectoriel de KS stable par produit.
Idée de démonstration. [dessin] Soient f et g dans C. Alors une subdivision adaptée à toute combi-

naison linéaire de f et g s�obtient en réunissant une subdivision adaptée à f avec une subdivision adaptée à
g.

Corollaire (structure de E (S;K)). Les fonctions en escalier sur S forment un sous-espace vectoriel
de KS stable par produit.

Dé�nition (intégrale sur E (S;K)). Soit E 2 E (S;K). Soit (a0; a1; :::; an) une subdivision adap-
tée à E. Pour tout entier i 2 [1; n], notons Ei la valeurs prises par E sur ]ai�1; a1[. Alors le scalairePn

i=1 (ai � ai�1)Ei ne dépend pas de la subdivision choisie : on le note
R
S
E et on l�appelle l�intégrale de

E sur S.

Interprétation : si E est à valeurs positives, l�intégrale
R
S
E modélise l�aire délimitée par le graphe de E,

l�axe des abscisses et les droites verticales d�abscisses minS et maxS. Si E est valeurs réelles, il faut compter
négativement les aires situées au-dessus de son graphe.

Remarque. [dessin] L�intégrale ne "voit" pas les valeurs prises par la fonction E en les points d�une
subdivision qui lui est adaptée.
Corollaire. Deux fonctions en escalier coïncidant sur S sauf peut-être en un nombre �ni de points ont

même intégrale (sur S)
À RETENIR : l�intégrale ne voit pas les singletons.

1.2 Vers la construction de l�intégrale des fonctions continues par morceaux

Question : comment prolonger l�intégrale sur S à d�autres fonctions que celles en escalier ?
Idée : pour dé�nir l�intégrale d�une fonction f , on va essayer de trouver une suite (En) de fonctions en

escalier qui "tend vers" f en un certain sens : on pourra alors dé�nir
R
S
f := lim

R
S
En.

Précisons tout d�abord ce "certain sens". On collera pour cela de très près aux notions d�approximation et
de convergence des suites de scalaires.

Dé�nition (approximation et convergence uniformes). Soit f 2 KS .
Soient " > 0 et � 2 KS . On dit que � approxime f uniformément à " près si jf � �j � ". [dessin cylindre

de largeur 2"].

Soit (�n) 2
�
KS
�N
. On dit que �n tend uniformément vers f (et on note alors �n

unif.�! f) si

8" > 0; 9N 2 N; n � N =) jf � �nj � ".

Remarques.
Lorsque les fonctions ci-dessus sont constantes, on retrouve exactement l�approximation et la convergence

de scalaires.
Comme pour les suites, on a l�équivalence �n

unif.�! f () j�n � f j
unif.�! 0.

Dans le cas général, on prendra garde à ce que les comparaisons ci-dessus ont lieu entre fonctions :

jf � �j| {z }
fonction

� "|{z}
fonction
constante

signi�e 8s 2 S; jf (s)� � (s)j � ".

La terminologie uniforme vient alors de ce que le même " fonctionne pour tous les s.
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Exemple 1. [dessin] Pour tout n 2 N�, on dé�nit une fonction �n sur [0; 1] comme valant i�1
n sur�

i�1
n ; in

�
pour tout entier i 2 [1; n] (et 1 en 1).

Montrons que �k
unif.�! Id. Soit n 2 N�. Sur chaque segment

�
i�1
n ; in

�
, la di¤érence Id��n est bornée par 1

n ,
d�où la comparaison jId��nj � 1

n sur la réunion de ces segments, à savoir sur tout [0; 1]. Puisque
1
n �! 0, on

peut conclure.

Étudions la suite
�R

[0;1]
�k

�
. Puisque �n est en escalier, on peut calculer

Z
[0;1]

�n =
nX
i=1

�
i

n
� i� 1

n

�
| {z }
base du rectangle

i� 1
n| {z }

hauteur

i j+1
=

n�1X
j=0

1

n

j

n
=
1

n2

n�1X
j=0

j =
1

n2
n (n� 1)

2
=
1� 1

n

2
�! 1

2
.

Cette valeur correspond à l�aire attendue, celle d�un triangle isocèle rectangle "moitié" du carré unité.
[dessin] On aurait pu procéder exactement de même en approchant Id "par au-dessus" à l�aide d�une fonction

�n valant
i
n sur

�
i�1
n ; in

�
: le calcul aurait donné

R
[0;1]

�n =
1+ 1

n

2 (donc une intégrale plus grande, ce qui est

normal) qui tend vers le même réel 12 .

Exemple 2. [dessin] On approche de même la fonction Id2 sur [0; 1] "par en-dessous" par une suite
(�n) et "par au-dessus" par une suite (�n). On montrerait comme précédemment que ces deux suites tendent
uniformément vers Id2. Les intégrales valent par ailleursZ

[0;1]

�n =
nX
i=1

1

n|{z}
base du rectangle

�
i� 1
n

�2
| {z }
hauteur

=
1

n3

n�1X
j=0

j2 =
1

n3
n (n� 1) (2n� 1)

6
=

�
1� 1

n

� �
2� 1

n

�
6

�! 1

3
,

ce qui est cohérent à la valeur attendue par le calcul "lycéen"
R 1
0
x2dx =

h
x3

3

i1
0
= 1

3 .

Ces deux exemples témoignent d�une généralité : on peut toujours "bien" approcher une fonction continue
(et même par morceaux) par des fonctions en escalier, "par au-dessus" comme "par en-dessous".

Théorème (approximation des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier).
Soit f 2 C0p. m. (S;K). Alors il existe deux suites (E+n ) et (E�n ) dans E (S;K)

N tendant uniformément vers f
telles que 8n 2 N; E�n � f � E+n . [dessin]

1.3 Dé�nition et propriétés de l�intégrale des fonctions continues par morceaux

Théorème - dé�nition (intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux).
Il existe sur C0p. m. (S;K) une unique forme linéaire, notée

R
S
, telle que

1.
R
S
coïncide sur E (S;K) avec

R
S
(d�où la même notation) ;

2. pour toute suite (fn) 2 C0p. m. (S;K)
N et pour toute fonction f 2 C0p. m. (S;K), on a l�implication

fn
unif.�! f =)

Z
S

fn �!
Z
S

f .

Vocabulaire (intégrale, intégrande). Un argument de
R
S
est appelé une intégrande (ce qu�on in-

tègre), une image par
R
S
est appelée une intégrale (le résultat de l�intégration).

Notations (ancien dt, relation de Chasles) Soit f 2 C0p. m. (S;K)
On pourra noter

R
S
f (t) dt ou

R
t2S f (t) dt l�intégrale

R
S
f , ces deux dernières notations rappelant l�inter-

prétation en termes d�aires (dt est la base du "rectangle", f (t) sa hauteur). Bien évidemment, le symbole t est
muet dans ces deux notations.
Soient � et � deux réels de S. On dé�nitZ �

�

f :=

( R
[�;�]

f si � � �

�
R
[�;�]

f si � > �
avec les mêmes deux variantes (avec
symbole muet) que précédemment .
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Ces notations permettent d�avoir la relation suivante (dite de Chasles) pour tous (a; b; c) 2 S3 :Z b

a

f +

Z c

b

f =

Z c

a

f .

Application. Calculer
R 7

4

� 1
2

btc dt. [dessin]
On découpe le segment

�
� 1
2 ;

7
4

�
en segment où l�intégrande se décrit facilement :Z 7

4

� 1
2

btc dt =

Z 0

� 1
2

btc dt+
Z 1

0

btc dt+
Z 7

4

1

btc dt

=

Z 0

� 1
2

(�1) +
Z 1

0

0 +

Z 7
4

1

1

=

�
0�

�
�1
2

��
(�1) + (1� 0) 0 +

�
7

4
� 1
�
1

= �1
2
+ 0 +

3

4

=
1

4
.

On aurait également pu utiliser la subdivision "naturellement" adaptée à l�intégrande (qui est en escalier). Le
résultat est conforme à l�interprétation en termes d�aire signée.

Propriété (linéarité et croissance). L�application
R
S
est linéaire.

Si K = R, on a de plus l�implication suivante pour tout (f; g) 2 C0p. m. (S;R)
2 :

f � g =)
Z
S

f �
Z
S

g.

Propriété (inégalité triangulaire). On a pour tout f 2 C0p. m. (S;R) la comparaison����Z
S

f

���� � Z
S

jf j .

F ATTENTION AUX SIGNES : il est faux d�écrire en général
���R ba f ��� � R ba jf j car il se pourrait que a > b.

Démonstration. Idée : la comparaison est véri�ée lorsque f est en escalier (elle devient alors l�inégalité
triangulaire classique entre scalaires) et va passer "à la limite". Précisons cela.
Soit (En) une suite de fonction en escalier tendant uniformément vers f . Soient n 2 N et (a0; a1; :::; ak) une

subdivision adaptée à En. On a alors (avec les notations évidentes) les comparaisons����Z
S

En

���� =
�����
kX
i=1

(ai � ai�1)En;i

����� inégalité
�

triangulaire

kX
i=1

jai � ai�1j jEn;ij
car les aj
=

croissent

kX
i=1

(ai � ai�1) jEn;ij =
Z
S

jEnj .

Puisque En
unif.�! f , le membre de gauche tend vers

��R
S
f
��. Puisque par ailleurs jjEnj � jf jj � jEn � f j

unif.�! 0,
l�intégrande du membre de droite tend uniformément vers jf j, donc son intégrale tend vers

R
jf j. Il reste à

rappeler que les inégalités larges entre suites réelles sont conservées par passage à la limite.

Corollaire. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur S. On a la comparaison����Z
S

fg

���� � �maxS jf j
�Z

S

jgj .

Intérêt : si l�intégrande contient un facteur dont la tête ne nous revient pas mais que l�on sait borner, on
peut sortir ce facteur embêtant de l�intégrale. Par exemple, l�intégrale

R 1
0
t2e� cos

42 tdt semble di¢ cile à calculer
à cause de l�exposant mais, vu que l�exponentielle est bornée par 1 (le cosinus reste positif sur [0; 1]), on pourra
toujours la borner par

R 1
0
t2dt = 1

3 .
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Sous-corollaire. On a pour tout f 2 C0p. m. (S;K) la comparaison����Z
S

f

���� � ` (S)
�
max
s
jf j
�
.

Interprétation : [dessin] si f � 0, l�aire en-dessous le graphe de f est plus petite que celle du grand
rectangle.

Dé�nition (valeur moyenne). Soit f 2 C0p. m. (S;K). On appelle valeur moyenne de f sur S le
scalaire 1

`(S)

R
S
f .

Interprétation cinématique : lorsque f modélise une vitesse, la valeur moyenne de f sur un intervalle de
temps modélise ce qu�on appelle usuellement la "vitesse moyenne".

Remarque. Lorsque f est en escalier, sa valeur moyenne est un barycentre des valeurs qu�elle prend.
En particulier, si f vaut constamment un scalaire �, alors sa valeur moyenne vaut �.

Question. Soit f 2 C0p. m. (S;K). La croissance de
R
S
permet d�a¢ rmer l�implication f � 0 =)

R
S
f �

0. Que dire du cas d�égalité ? Est-ce que, lorsque
� R

S
f = 0
f � 0 , on a f = 0 ? La réponse est NON : prendre

une fonction nulle sur S sauf en un point où elle vaut 42. Cependant, les discontinuités constituent les seules
obstructions à une réponse positive.

Proposition. Supposons S in�ni. Alors toute fonction continue, de signe constant et d�intégrale nulle
sur S est nécessairement nulle.

Application. Supposons S in�ni. Soient n 2 N et f 2 C0 (S;K) tels que 8k 2 f0; 1; :::; ng ;
R
S
f (t) tk =

0. Montrer que f s�annule au moins n+ 1 fois.
La fonction ' 7!

R
S
' (t) tk étant linéaire et nulle sur la partie

�
1; Id; Id2; :::; Idn

	
, elle est nulle sur le sous-

espace vectoriel engendré par cette partie, à savoir surRn [X], d�où la nullité de l�intégrale
R
S
f (t)

Qm
i=1 (t� si) dt

pour tout entier naturel m � n et pour toute famille (si) 2 Sm.
Supposons par l�absurde que f s�annule au plus n fois. Notons s1; s2; :::; sm les points où f change de signe

(f s�annulant en un tel point, on a m � n). Alors la fonction t 7!
Qm
i=1 (t� si) change de signe aux mêmes

points que f , donc leur produit t 7! f (t)
Qm
i=1 (t� si) garde un signe constant sur S ; puisqu�il est continu et

d�intégrale nulle (et que S est in�ni), il doit être nul, en particulier en tout point de S nfs1; s2; :::; smg| {z }
in�ni car S est in�ni

, ce qui

montre que f s�annule une in�nité de fois : contradiction.

2 Intégration et dérivation

2.1 Théorème fondamental de l�analyse

L�addition et la soustraction sont deux opérations "duales", en cela qu�additionner un nombre donné et
soustraire ce même nombre sont deux opérations réciproques de l�autre. De même, les opérateurs "somme"

� :

�
KN �! KN

a 7�! (
Pn

i=1 ai)
et "di¤érence" � :

�
KN �! KN

a 7�! (an � an�1)
véri�ent pour tout entier n 2 N

et pour toute suite u 2 KN les égalités

[� (� (u))]n = un et [� (� (u))]n = un � u0,

ce qui montre en quoi ces opérateur sont "duaux". La dérivation n�étant autre qu�une di¤érenciation in�nité-
simale et l�intégration qu�une sommation in�nitésimale, il n�est pas surprenant que dérivation et intégration
possèdent une certaine "dualité".

Heuristique. Donnons-nous une fonction continue f : S �! R+ et �xons un point a 2 S. [dessin]
Imaginons un tapis que l�on déroulerait à partir de a dans la direction des abscisses croissantes et qui, pour
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tout t 2 S, recouvrirait exactement l�aire A (t) :=
R t
a
f lorsque la base du tapis recouvre [a; t]. Comment

mesurer la variation de l�aire du tapis en fonction de l�abscisse ? Plaçons-nous en une abscisse t. Lorsque t varie
d�un tout petit �t, la valeur de fonction f (qui est continue en t) varie très peu autour de f (t), donc l�aire
supplémentaire vaut environ celle du rectangle de base �t et de hauteur f (t), ce qui s�écrit �A (t) ' f (t)�t,
d�où le taux d�accroissement �A(t)

�t ' f (t), approximation d�autant meilleure que �t est petit et qui devient

égalité dA(t)
dt = f (t) lorsque �t tend vers 0. Cela éclaire le théorème suivant qui ramènera (en corollaire) le

calcul d�intégrales à celui de primitives.

Théorème (fondamental de l�analyse). Soient f 2 C0 (S;K) et (a; t) 2 S2. On a alors l�égalité

@

@t

Z t

a

f = f (t) .

F Cela est faux si f est supposée continue seulement par morceaux. Pour s�en souvenir, observer dans
l�heuristique ci-dessus que l�approximation f (t+�t) ' f (t) devient fausse si t est un point de discontinuité
de f .

Corollaire (calcul intégral et primitives). Soient f 2 C0 (S;K) et (a; b) 2 S2. On a alors l�égalitéZ b

a

f = F (b)� F (a) pour tout primitive F de f .

Démonstration. Les fonctions t 7!
R t
a
f et F�F (a) sont dérivables, ont même dérivée (f) et coïncident

en un point (a), donc sont égales partout, en particulier en b.
Notation. La di¤érence F (b)� F (a) est également notée à l�aide de crochets et d�un symbole muet :

[F (x)]
b
x=a := [F (x)]

b
a := [F ]

b
a := F (b)� F (a) .

Remarque. Les théorème et corollaire ci-dessus sont les analogues "continus" des égalités "discrètes"
[� (� (u))]n = un et [� (� (u))]n = un � u0.

Exemple. Soit n 2 Z. Montrer l�égalité
R �
�� e

int dt
2� = �0n.

Si n = 0, on a
R �
�� e

int dt
2� =

1
2�

R �
�� dt =

1
2� [t]

�
t=�� = 1. Sinon, on aZ �

��
eint

dt

2�
=
1

2�

�
eint

in

��
t=��

=
ein� � e�in�

2ni�
=
(�1)n � (�1)�n

2ni�

car n et �n ont
=

même parité
0.

Suite de l�exemple. Soient n 2 N et P 2 Kn [X], mettons P =:
Pn

i=0 aiX
i. Montrer que

8d 2 f0; 1; :::; ng ; ad =
Z �

��

P
�
ei�
�

edi�
dt

2�
.

Soit d 2 [0; n] entier. On a alorsZ �

��

P
�
ei�
�

edi�
dt

2�
=

Z �

��

 
nX
k=0

ake
ki�

!
e�di�

dt

2�

linéarité de
=

l�intégration

nX
k=0

ak

Z �

��
e(k�d)i�

dt

2�| {z }
=�0k�d=�

d
k

= ad.

Application de l�exemple. Soient n 2 N et (�1; �2; :::; �n) 2 Cn. Montrer qu�il y a un point du cercle
unité dont le produit des distances aux �i est plus grand que 1.
Posons P :=

Qn
i=1 (X � �i). On veut trouver un complexe unitaire u tel que jP (u)j � 1, ce qui revient à

montrer la comparaison M := maxz2U jP (z)j � 1 (on admet pour l�instant que le maximum fait sens). Or le

coe¢ cient dominant de P vaut d�une part 1, d�autre part
R �
��

P(ei�)
eni�

dt
2� , d�où l�on tire les comparaisons

1 = j1j =
�����
Z �

��

P
�
ei�
�

eni�
dt

2�

����� �
Z �

��

������P
0@ ei�|{z}
2U

1A������| {z }
�M

���� 1eni�
����| {z }

=1

dt

2�
� M

2�

Z �

��
dt =M , c. q. f. d..
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Montrons en�n que M fait sens. Les ensembles fjP (u)j ; u 2 Ug et
���P �eit��� ; t 2 ���

2 ;
�
2

�	
étant égaux par

surjectivité de l�application
� �

��
2 ;

�
2

�
�! U

t 7�! eit
, M fait sens ssi l�ensemble

���P �eit��� ; t 2 ���
2 ;

�
2

�	
admet

un maximum, i. e. ssi la fonction
� �

��
2 ;

�
2

�
�! R

t 7�!
��P �eit��� atteint son supremum ; or cette fonction est

continue sur un segment, ce qui conclut.

2.2 Reparamétrage

Heuristique. Reprenons notre heuristique du tapis mais déroulons cette fois le tapis selon une abs-
cisse non uniforme ', notre intégrande f étant alors continue sur un segment [' (a) ; ' (b)] (dans l�heuristique
précédente, on avait ' = Id). Lorsque t parcourt [a; b], l�argument de f parcourt [' (a) ; ' (b)] : il est alors

raisonnable d�espérer que l�aire intégrale
R '(b)
'(a)

f recouverte par le tapis vaille
R b
a
f (' (t)) dt. Cependant, si l�on

imagine à présent que notre tapis reste enroulé tout en "marquant" de peinture le domaine sous le graphe de
f , l�intégrale

R '(b)
'(a)

f devenant alors la "quantité" de peinture utilisée, il est clair que le domaine sera d�autant
moins "imprimé" que le tapis roulera vite. Il faudra donc pondérer l�aire marquée entre une abscisse ' (t) et
' (t)+�t par la vitesse du rouleau en ' (t), à savoir '0 (t), a�n que l�intégrale

R b
a
f (' (t)) dt soit aussi "chargée

de peinture" que l�intégrale
R '(b)
'(a)

f . Cela éclaire le théorème suivant.

Proposition (reparamétrage). Soient (a; b) 2 R, ' 2 C1 ([a; b] ;C) et f 2 C0p. m. ([' (a) ; ' (b)] ;K)
telles que f � ' soit dé�nie sur [a; b]. On a alors l�égalitéZ b

a

(f � ')� '0 =
Z '(b)

'(a)

f .

MNEMO 1 : toutes les hypothèses ne font qu�assurer que les intégrandes sont continues par morceaux sur
leurs segments d�intégration.
MNEMO 2 : avec la très pratique notation d (� (t)) := �0 (t) dt pour tout fonction � dérivable, on peut écrire

les égalités

Z b

a

(f � ')� '0 =
Z b

a

f (' (t))
d' (t)

dt
dt =

Z b

t=a

f
�
' (t)

�
d' (t) =

Z ' (b)
u=' (a)

f (u) du =

Z '(b)

'(a)

f .

Exemple 1 (reparamétrage a¢ ne). Soit (�; �) 2 K� �K. On aZ b

a

f (�t+ �) dt =

Z b

t=a

f (�t+ �)
d (�t+ �)

�

u:=�t+�
=

1
�

Z �b+�

�a+�

f (u) du.

Exemple 2. Calculer l�aire du demi-disque unité. On veut la valeur deZ 1

0

p
1� x2dx �:=arccosx

=
x=cos x

Z 0

�
2

p
1� cos2 � (� sin �) d� =

Z �
2

0

sin2 �d� =

Z �
2

0

1� cos 2�
2

d�

=

"
� � sin 2�

2

2

#�
2

�=0

=

�
�
2 �

0
2

�
�
�
0� 0

2

�
2

=
�

4
.

Exemple 2 bis. Pour calculer l�intégrale I :=
R �

2

0
sin2 �d� ci-dessus, on aurait pu la reparamétrer selon

 := �
2 � �, ce qui aurait donné

I =

Z �
2�

�
2

�
2�0

sin2
��
2
�  

�
(�d ) = �

Z 0

�
2

cos2  d =

Z �
2

0

�
1� sin2

�
=

Z �
2

0

1�
Z �

2

0

sin2

=
�

2
� I, d�où l�on aurait tiré I = 1

2

�

2
=
�

4
.
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Exemple 3. Calculer
R 0
�2

dx
x2+x+1 . On a les égalités

Z 0

�2

dx

x2 + x+ 1
=

Z 0

�2

d x+ 1
2

x+ 1
2

2

+ 3
4

y:=x+ 1
2=

Z 0 + 1
2

�2 + 1
2

dy

y2 + 3
4

=

Z 1
2

� 3
2

dy

3
4

��
2yp
3

�2
+ 1

�
z= 2yp

3
=

Z 2p
3
1
2

� 2p
3
3
2

dz
p
3
2

3
4 (z

2 + 1)
=

2p
3

Z 1p
3

�
p
3

dz

z2 + 1
=

2p
3
[arctan z]

1p
3

z=�
p
3
=

2p
3

��
6
�
�
��
3

��
=

�p
3
.

Exemple 4. Soit P 2 R [X]. Montrer que
R �
0
P
�
eit
�
eitdt est imaginaire pur.

On a les égalités et appartenance
R �
0
P
�
eit
�
eitdt

u:=eit
=

R ei�
ei0

P (u) dui = �i
R �1
1

P = i
R 1
�1 P 2 iR.

2.3 Intégration par parties

La règle de Leibniz permet de dériver un produit. En intégrant l�égalité obtenue, on aboutit à la proposition
suivante.

Proposition (intégration par parties). Soient (a; b) 2 R, f 2 C1 ([a; b] ;K) et g 2 C0 ([a; b] ;K).
On a alors l�égalité Z b

a

fg = [fG]
b
a �

Z b

a

f 0G pour tout primitive G de g.

En pratique. On pourra représenter cela par le dessin?????y
f g

�+

f 0 � � �� G

x????? ou

?????y
f (t) g (t) dt

�+

f 0 (t) dt � � �� G (t)

x?????
où les �èches indiquent le sens de dérivation, les pointillés que l�on prend l�intégrale du produit et les barres
obliques que l�on prend le crochet du produit. Cela permet éventuellement de représenter plusieurs IPP à la
suite (attention aux signes qui s�alternent) :?????????????y

f '000

�+

f 0 '00

��
f 00 '0

�+

f 000 � � �� '

x?????????????
traduit

R
S
f'000 = [f'00]S � [f 0'0]S + [f 00']S �

R
S
f 000'

pour tout (f; ') 2 C3 (S;K)2 .

F Cette présentation n�a rien de conventionnelle, si vous l�utilisez autre part que sur votre brouillon, il faut
absolument, en plus d�annoncer que vous e¤ectuez une intégration par parties, au minimum rappeler que

"les �èches indiquent le sens de dérivation".

Exemple 1. Calculer
R e
1
ln. Une IPP

?????y
ln t dt

�+

dt
t � � �� t

x????? donneZ e

1

ln t dt = [t ln t]
e
t=1 �

Z e

1

dt

t
t = (e� 0)� (e� 1) = 1.
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Exemple 2. Calculer l�aire du quart de disque unité. On veut la valeur de I :=
R 1
0

p
1� x2dx. Une

IPP

?????y
p
1� x2 dx

�+

�x dxp
1�x2 � � �� x

x????? donne les égalités
I =

Z 1

0

p
1� x2dx =

h
x
p
1� x2

i1
0
+

Z 1

0

x2 dxp
1� x2

= (0� 0) +
Z 1

0

1�
�
1� x2

�
p
1� x2

dx

=

Z 1

0

dxp
1� x2

�
Z 1

0

p
1� x2dx

= [arcsin]
1
0 � I, d�où I =

arcsin 1

2
=
�

4
.

Exemple 3. Soit f 2 C1 (S;K). Montrer que
R
S
f (t) eintdt �! 0. Posons S =: [a; b]. Une IPP?????y

f (t) eintdt
�+

f 0 (t) dt � � �� eint

in

x????? donne
Z
S

f (t) eintdt =

�
f (t) eint

in

�b
t=a

�
Z b

a

f 0 (t)

in
eintdt =

1

n

�
f (t)

eint

i

�b
t=a

� 1

n

Z b

a

f (t)
eint

i
dt.

Or f est continue sur le segment S, donc y est bornée, tout comme t 7! eint

i , donc le crochet est borné ; puisque
1
n �! 0, le premier terme tend vers 0. Quant au second, on montrerait de même que l�intégrande est bornée
(puisque f 0 est continue) (mettons par un M), donc l�intégrale est borné par (b� a)M , donc le second terme
tend aussi vers 0.
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