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1 Introduction

Les deux opérations fondamentales de 1’algébre (addition et multiplication) engendrent toute une classe de
fonctions d’arguments complexes, a Iinstar de Id, 31d* —i1d -5, Id"® —1, (%) — v/2a® — b* — mab + €'5 a2p°,
(u,v,w) — (cos 1) uv?w?®, appelées fonctions polynomiales. Sans I'addition, on obtient les fonctions mo-
nomiales, comme t — '8, a — \/5a, ou (A, 1) — 5X\*p*?). Un polynéme est ainsi une somme de mondmes.

Lorsque l'on s’amuse & mettre dans un polynéme des arguments en exposant, & l'instar de x — 2% ou
t — t', 'exposant peut alors dépasser tout degré fizé, ce qui est une des acceptions de la transcendance. C’est
pourquoi les fonctions rencontrées dans ce cours, toutes fondées sur ’exponentielle ¢ — €€, seront qualifiées de
transcendantes.

Quelques rappels fonctionnels.
Vpe P, —pe P
VieR, f(-t)=f() °
Vpe P, —pe P
VieR, f(—t)=—f(t)
Vac A, f~1(f(a))=a
VoeImf, f (f_1 (b)) =
e Une application strictement monotone est injective et sa réciproque est monotone de méme sens.
e Si f est une application strictement monotone dérivable, alors f~! est dérivable en les points ot f’ ne
s’annule pas et on a en un tel point f~! (¢)

e Si P est une partie de C, une application P I, C est dite paire si {
e Si P est une partie de C, une application P ., C est dite impaire si {

e Une injection f : A < B posséde une réciproque f~! : Im f — A telle que { b
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2 Exponentielles, logarithmes, puissances, racines

2.1 Exponentielle complexe

Caractére transcendant de ’exponentielle.
Si ’exponentielle était un polynome a, Id" +a,_1 A" '+ 4 aq Id +aq (o1t les a; sont des complexes avec

an # 0) dériver donnerait na, Id" ' +--- 4+ a; = exp’ = exp = a,Id"+--- + ag, d’oit en divisant par Id"
Iégalitée 3 + % + o+ 13321 + i = an + “7{(}1 + - {3 et un passage & la limite en oo donnerait

0=an, ce qu1 est absurde (on a supposé a,, # 0).
Osons alors écrire I'exponentielle sous forme d’un polynéme "infini", mettons exp = ag 4 a1 Id +as Id* +
On a envie d’écrire exp’ = aq + 2a2 Id +3a3 d%+--- puis d’identifier les coefficients, d’otl un systéme infini

ag = 1
a1 = Qo a1 = 1
2(12 = aj . . ag 1
. Puisque ag = exp0 = 1, on obtient ?
3az = as as = ?
4 = 337
douVn € N, a, = & (oun!:=1x2x -+ xn se lit "factorielle n" (attention & 0! = 1)). Cette heuristique'
motive la définition suivante.
Définition. Soit ¢ un complexe. On appelle exponentielle de c le complexe
ec-—1+c+i+§+é+...— lim 3 ﬂ
o 2 30 4l T Neoco 4~ nl’
n=0
cC — C
, o . , o )
L’application exponentielle est ’application exp : { 0 s el
Théoréme (admis).
e La définition précédente fait sens pour tout complexe c.
e L’exponentielle est un morphisme de (C,+) sur (C*, x), au sens ot
Ya € C, Vb € C, el = el
Ve € C, e #£0,
Vee C*, INeC, ¢ =c.
e L’exponentielle est dérivable en tout complexe et
exp’ =exp.
MNEMO (pour la dérivée). Pour ¢ € C, on a envie d’écrire?
oxv ¢ Oe’
X =
P Oc
O (14 +02+c3+c4+
= c J— —
dc 3!
B
- 2 3 4
2 3
= 1+c + = + 37 + -
= e

LArt de trouver, de découvrir, souvent opposé a un exposé doctrinal — bien que ces deux aspects soient complémentaires.
2Malgré son aspect convainquant, ce qui suit n’est pas une démonstration : il faudrait pour cela d’une part donner du sens a la
somme infinie et d’autre part justifier que la dérivation est "infiniment" additive, ce qui ne sera pas fait dans ce cours.



Corollaire. On a les identités

Ve e C, e ‘= —,
C

VaeC, VbeC, b=,
Ve e C, e = e°,
Vo € R, |ei9| =1,
VeeC, VkeZ,  ()F=¢eke,

Ve e C, le¢| = eftee.
Démonstration.
e On spécialise I'égalité Va € C, Vb € C, e*t? = e%e? selon { Z:g , ce qui donne %10 = €90, . e. ¥ =
(60)2, i. e. ¥ € {0,1}; or 'exponentielle évite 0, donc il ne reste que e® = 1.
e Soit ¢ € C. On spécialise I'égalité e?T* = e®e® selon { ba:_cc , ce qui donne e“~¢ = e % 0. e. 1 = ee™°,
1. e.e ¢ = e%
e Soient a et b dans C. On a e?~b = a+(=b) = cag—b dongome el =9
point € €
e SoitceC:ona
_ 2 3 A
&€ = l4ct 4o+t
2 34!
— Tied f n é n é " (en admettant que le conjugué d’une somme "infinie"
N 2 3 4 soit la somme (infinie) des conjugués de ses termes)
14+ 24T, 0
_ o R RN R N R
2 3l 4l

= 66.

e Soit # € R. On a }ei“)|2 = el = ¢ifi SR (il —i0 — gi0—i0 — 0 — 1
k termes
e Soit de plus k € Z. Si k est positif, on a (e¢) = % ... e¢ = ¢ T €T "+ C = ke on en deduit lorsque

k facteurs
k est négatif
k k<0 —|k| deuxiéme 1 troisiéme 1 deuxiéme _ k<0
()" P20 (eo)TIM demi s xitme |kl K20 ke

point (ec)‘k‘ p(;nt elkle p(:nt

e Soit ¢ € C. Puisque e = gRectilme — gRecpilme nrendre le module donne |e¢| = |eRe® |ei Imc} = eftec,
——
>0 ]
2.2 Exponentielle & logarithmes réels
N 0
Soit a un réel. Vu la définition de e* = limpy_ Z —7 comme une limite de réels, il raisonnable de
= nl
——
€R

croire que e restera dans R, ce que 'on admettra®. On peut alors affirmer que exp stabilise R (au sens ot
Va € R, expa € R). Par ailleurs, puisque exp transforme sommes en produits, on peut écrire

a a 2
Va€ R, exp'a=e"=¢€?2 = (e2)” >0,

3Lorsqu’une partie de R est stable par passage a la limite, on dira qu’elle est fermée. On vient donc d’admettre que R est
fermeé.



ce qui montre que exp croit strictement sur R. L’exponentielle induit donc une bijection de R sur son image
Jim_ o, exp, lim, expl.

Définition. On appelle logarithme* (naturel ou népérien’ ) la réciproque de eXpYR- On la note®

In:= {exp‘R} B .

Propriétés.
e La fonction In est un morphisme strictement croissant de (Ri, ><) sur (R,+), au sens ot :
In:R} — R,
Ya >0, Vb >0, a<b=—Ina<Inb,
Ya > 0, Vb > 0, In (ab) =Ina+Inb,
VA eR, Je >0, A=1Ine.

e On a les identités

Inl1=0,
1
Ya > 0, In— =—Ina,
a
Ya >0, Vb > 0, ln% —Ina—Inb,

Va>0,VkeZ, Ind=kha.

Démonstration. Toutes ces propriétés découlent de celles de 'exponentielle.
e L’ensemble but de In est ’ensemble source de la fonction eXp|g dont elle est la réciproque, a savoir R.
e L’ensemble de définition de In est I'image Jlim_ o exp, lim exp| de exp|g : montrons qu’elle vaut R . En

3

vertu de la définition de exp, on peut écrire Va > 0, e* =1+ a + — —l— 37 4+ .-+ > 14 a, ce qui montre que
>0

exp > Id+1 sur R4, d’ott en prenant la limite en oo 1'égalité lim, exp = co. Passant & l'inverse, on en déduit

0 = lim, % = limy e~ 14 = lim_, e,

e L’exponentielle croit strictement sur R, donc sa réciproque In également.
e Soient a > 0et b > 0. Ona e atint = gnaghnb — g — eIn(ed) " q’on (par injectivité de exp) In a+Inb = In ab.

e Soit A € R. Posons ¢ := e*. Alors Ine = In (exp \) = [lnoexpm] (A =Idr (X)) = A
eOnalnl=Ine’ =In(exp(0)) =1d (0) = 0.

e Soit @ > 0. On e~ " = 61}.@ = % —ene, dou (par injectivité de exp) —lna = 111%.
e Soient a > 0 et b > 0. Onaln(%): ( %) lna—|—ln =Ina—Inb.

e Soient a > 0 et k € Z. On a eFln® = (e )k = (a)k = (a¥) = eln(ak), d’ou (par injectivité de exp)
klna = Ina®.

Exercice. Simplifier pour a > 0 réel
42
In aiﬁ =1In [a42 (1+ a)lg} =In (a42) +In ((1 + a)18> =42Ina+ 18ln(a+1).
(1+a)
Définition.

4Du grec logos (rapport) et arithmos (nombre). Le logarithme désignait historiquement le rapport des vitesses parcourues par
deux mobiles dont 'un avance & vitesse constante et ’autre & une vitesse proportionnelle & la vitesse lui restant & parcourir.

5du nom de son inventeur John NAPIER (francisé en NEPER) qui publia ses recherches sur le logarithme en 1614 dans la Mirifici
logarithmorum canonis descriptio

60n trouvera la notation Log dans des ouvrages moins récents.



On appelle base des logarithmes népériens le nombre
e:=-expl.
Soit a > 0 différent de 1. On appelle logarithme de base a lapplication

1
lg, = o log,, .
Ina

Les applications lgy et 1g,o s appellent respectivement le logarithme binaire et le logarithme décimal.

Remarques.
La derniére propriété ci-dessus spécialisée selon a < e s’écrit
VkeZ, lne* =k.

Il convient également de remarquer que le logarithme de base e est le logarithme naturel :

lg,=1In.

Propriétés. Soit a > 0.
L’application 1g, vérifie les mémes propriétés que celle de In énoncées ci-dessus (juste apreés la définition de
In).
On a de plus
Vk € Z, lg, a* = k.

(pour une démonstration, diviser par a les identités connues’” pour In).
Exercice. Simplifier

low 4 — 1 1_Ind ﬁ_lni —lnd _Ind4 Ind
BT TS i W5 —Ins s Wb

Application. Soit a € N. Ezprimer le nombre de chiffres de a en fonction de a.
1l convient de préciser la base ou s’écrit a. Appelons-la b (c’est un entier supérieur ou égal a 2). On peut
donc écrire

a=co+crb 4 cob® 4 -+ ¢, b"
ou n désigne le nombre (plus 1) de chiffres de a en base b et ou chaque ¢; est un entier dans [0, b[ avec ¢, # 0.
En majorant tous les chiffres par b — 1, on peut majorer
a < b=-1)+0G-1Db+b-1)b+---+(b-1)"
= (b—1)(L4+b+b>+ - +b")
b+b%+b%+- b

o ~1-b—-0%—-- ="
= "t -1
< bn+17

d’ou par stricte croissance des logarithmes lg, a < n + 1.
Par ailleurs, en minorant tous les chiffres par 0 (& 'exception de ¢, que 'on minore par 1), on peut minorer

a>0+0b40b%+ -+ 0" 4 10" = b",

d’ou (par croissance de lg;) lg, a > n.
Finalement, on a obtenu ’encadrement n < lg, a < n+1, ce qui équivaut (par définition de la partie entiére)
an = |lgya]. On en conclut que le nombre de chiffres de a écrit en base b vaut

|lg,a] + 1.

"% dans cette démonstration, on ne pourra pas réécrire ces identités en quantifiant sur a puisque ce dernier a été fixé avant la
démonstration



2.3 Puissances & racines entiéres

Définition. Soit n > 1 un entier et z un complexe. Une racine n-iéme de z est un complexe r tel que

= z.

r
On regarde dans cette partie le cas ot le z de la définition ci-dessus est un réel.

Proposition / définition (racines) (admise). Soit n € N*.

1. La fonction Id™" := == est définie sur R* et décroit strictement sur R*. |
Id +

(a) si m est pair, alors Id™" est paire et croit sur R* ;
(b) si n est impair, alors Id™" est impaire et décrott sur R* .
2. La fonction 1d™ est définie sur tout R ;

(a) si n est impair, alors Id" est impaire et croit strictement sur tout R ; la réciproque de 1d" est notée
R — R
a — Ya

b Stn Est paﬂ a/l07 S Id est paZ1 € déC? Oit 5t7 ZCte”Lent Surn Il,_ et C1 Oi\t 5t7 thement sSurn It la 7éCZp7 Oque
) K +
‘n / {

— Y

et est appelée "racine n-iéme” ;

et est appelée "racine n-iéme’.

[dessin : graphes de % et Id%]
[dessin :graphes de Id®, 1d°, ¢/~ et &/~ avec Id = /]
[dessin : graphes de Id?, Id*, /- et /- avec Id]

A RETENIR : si r et ¢ sont deux réels POSITIFS et si n > 1 est un entier, on a alors les équivalences
r est la racine n-iéme de t <= r" = t.

En particulier, on a toujours
Ya >0, Vne N*, {/a" =a= Va~

Illustrons cela en démontrant les propriétés suivantes.

Propriétés. Soient a > 0 et b > 0 des réels, soient p > 0 et ¢ > 0 des entiers. On a les égalités
sutvantes :
. n 0 — 0 ;

° (’/I:l;

va=a;

(a)" = a1 = (@)
Vab = yayl;
Var = /a”;

YT wa= YT

Démonstration.

e Puisque I* =0, la racine a-iéme de 0 vaut 0.

e Puisque [I* =1, la racine a-iéme de 1 vaut .

e Puisque @' =aq, la racine 1-iéme de a vaut @.

e On revient & la définition d’un exposant entier :

q facteurs aP

(a”)? = a’ xaP x- - xa?
q colonnes
a a a
X q X a X a
= X X X X X X p lignes
X X X
a a a
_ anombrc de facteurs a dans le tableau ci-dessus

ali.



On montrerait de méme que (a?)” = a?, d’out le résultat puisque les exposants pq et gp sont égaux.
e On veut montrer que la racine p-iéme de ab vaut {/&%, ce qui revient & montrer que la puissance p-iéme

de ce dernier vaut ab. Or cela est immédiat : ({7/5 \%)p = ¢/a" v’ = ab.

e On veut montrer que la racine ¢g-iéme de aP vaut {I/ZLP , ce qui revient & montrer que la puissance g-iéme
. . o . . a p
de ce dernier vaut a?. Or cela est aisé en utilisant les points précédents : ( o/a’ ) = ( d aq) =aP.

e On veut montrer que la racine pg-iéme de a vaut ¢/ ¥/a, ce qui revient & montrer que la puissance pg-ieme
pa a\ P

de ce dernier vaut a. Or cela est aisé en utilisant les points précédents : ( { {/E) = (( { {/&) ) = ({/a)’ = a.
Puisque p et ¢ commutent, on en déduit autre égalité souhaitée : {/¢/a = *a = ¥/a = {/¥a.

Application. On peut simplifier

\3/a4\/a3 a%a% 4,3 _(_1 84941 18
3+2 ( 6) =qQ 3.

= = Qa

ol
Q
o=

a

2.4 Le nombre 7 et les racines de 1’unité

Cette partie s’intéresse aux antécédents de 1 par l’exponentielle. En un certain sens, le nombre 2im les
engendre tous — et ce fait peut étre pris comme une définition du nombre 7. Ce dernier permettra de décrire
aisément les racines de 'unité.

Théoréme (définition de 7) (admis). Il existe un unique réel ™ > 0 tel que
VteR, [(e" =1) < (t €2rZ)].
Corollaire 1. Pour tout complexe ¢, on a l’'équivalence
(e¢=1) < (Fk € Z, c =2mik).

Démonstration. On écrit ¢ = a + ib avec a et b réels.

Soit k € Z tel que ¢ = 27wik. On a alors e¢ = €2 = 1 par le théoréme précédent.

Supposons e = 1. Alors 1 = [1] = [¢¢| = ef¢¢ = ¢, d’ott @ = 0; on en déduit 1 = e® = e?, d’on
par le théoréme précédent b € 27Z.

Corollaire 2. On a les égalités

B

e’ =-1 et e

I
~.

Démonstration.

Puisque le complexe €™ a pour carré (e”)2 = e%™ =1, il vaut £1; s’il valait 1, le théoréme précédent nous
donnerait un entier k tel que im = 2kim, d’ou 1 = 2k, ce qui est impossible.

De la méme facon, le complexe e'> a pour carré e?> = —1 (d’aprés ce qui précéde), donc vaut +i. Nous
verrons plus loin comment trancher le signe (que nous admettons pour 'instant étre +).

Corollaire 3 (racines de I'unité). Pour tout entier n > 1, léquation z" =1 (d’inconnue z) posséde
n solutions : les puissances de e, Autrement dit, les racines n-iémes de 1 sont les e2miz pour k décrivant
NNJ[0o,n[.

En d’autres termes, on a les équivalences a ¢ € C et n € N* fixés :

=1 < 3FkeNNO,n[, c= e2min
¢ est un sommet du n-gone régulier inscrit dans
le cercle unité et dont 1 est I'un des sommets.



Démonstration. Soient n € N* et ¢ € C. On a les équivalences

(ean)n =1
enan =1

c"=1

nlnc € 2mZ
dk € Z, nln|c| + in Argc = 2mik
nlnlc| =0
k€ Z, { nArgc = 2mik
el =1

Ik € Z, { Arge = 2m'%

(A N

-k
k€ Z, c=e"n,

Corollaire (racines d’un complexe). Soit n > 1 un entier.

Si ¢ est un complere non nul, alors les racines n-iémes de ¢ sont les pyw ot p dénote une racine n-iéme
de c et ot p parcourt l’ensemble des racines n-iémes de 1.

Sir >0 et 0 sont des réels, alors une racine n-iéme de re'? est {’/?ei%.

Démonstration. N "
Soient 7 > 0 et 6 deux réels. On a ({’/?ei%> = " (ei%) =re? ¢ q f d.
Soient ¢ € C* et p un complexe. En notant U,, ’ensemble des racines n-iéme de 1, on a les équivalences

p est une racine n-iéme de c

— pl=c
= p'=pn
n o . .
(p) _q (on peut diviser par p, sinon
Po 0=0"=p5 =c#0)
= L U,
Po
S

p € poUp, c. ¢ f d.

Exemple. Trouver les racines quatriémes de i — 1.
On commence par chercher une telle racine. Pour cela, on prend la racine quatriéme du module et le quart

) - 4/ a2 3\ 4 . . .
de Vargument : ¢ — 1 = V26T = 2 (eziT) = (\8/561%> . Puisque les racines quatriémes de 1 sont les
puissances de i = i, on en déduit que les racines cherchées sont les %ei%ik pour k décrivant {0,1,2,3}, a
savoir les complexes de modules /2 et d’arguments respectifs3t, Llr 197 _ _ 137 of 2177? = —i’—g. Observer que

t 16> 16 ' 16 16
ces quatre racines forment un carré.
Plus généralement, si n > 1 est un entier on retiendra que

les racines n-iéme d’un complexe donné forment un n-gone régulier centré en 0.

2.5 Logarithme et argument complexes

Définitions (logarithmes et arguments). Soit ¢ un complexe.
On appelle logarithme de c tout compleze A tel que ¢ = e’.

On appelle argument de c tout compleze « tel que ¢ = |c| €.

Le programme exige la maitrise des arguments mais n’aborde pas les logarithmes complexes. Pourtant, le
premier point qui suit montre que les deux objets sont intimement reliés.



Proposition.
e Si ¢ est un complexe non nul, alors a est un argument de c ssi i« est un logarithme de ﬁ
e Tout complexe est argument de 0 et 0 n’a pas de logarithme.

Démonstration.
e Soit ¢ € C* : on a les équivalences a « € C fixé

définition i ¢c#£0 C ; deéfinition . . c
o argument de ¢ <= =lcle &= — =€ ia logarithme de —.
d’un argument ‘C| d’un logarithme |C|

e Soit o un complexe : on a |0] €' = 0e’® = 0, donc « est un argument de 0. Puisque exp évite 0, ce dernier
ne peut avoir de logarithme.

Proposition / définition (argument et logarithme principaux) (admise).

Tout complexe non nul ¢ admet un unique argument dans |—n, |, appelé argument principal de ¢ et noté
Arge.

Tout complexe non nul ¢ admet un unique logarithme dont la partie imaginaire tombe dans |—m,m|, appelé
logarithme principal de c et noté Lnc.

Propriétés. Soit ¢ un complexe non nul.
e On a l’éqgalité
Lnec=1In|c|+iArgec.

e Pour tout réel non nul t, on a

Int— Int sit>0
BETY Wt +in sit<O

e Les arguments de ¢ sont les Argc + 2wk pour k décrivant Z.
e Les logarithmes de ¢ sont les Linc 4+ 2mwik pour k décrivant Z.
e Pour tous complexes a et b non nuls, on a les égalités modulaires

Argab = Arga+ Argb modulo 277Z,
ILnab = Lna+ Lnb modulo 2miZ.

% Chez les complexes, les logarithmes ne transforment produits en sommes SEULEMENT modulo 27iZ
(tout comme les arguments ne le font seulement modulo 27Z).

Démonstration.

e Posons \ := In |c|+i Argc. D’une part on a 7 < Im A < 7, d’autre part on e* = elnleltiArge — elnlefgiArge
|c| e?A8¢ = ¢, ce qui montre que A est un logarithme de ¢ dont la partie imaginaire tombe dans |-, 7] : d’aprés
P'unicité dans la définition ci-dessus, le complexe A est le logarithme principal Ln c.

e Soit ¢ un réel non nul. Son argument principal vaut 0 si ¢t > 0 et vaut 7 si t < 0, d’ou le résultat en
appliquant le point précédent.

e Soit @ un complexe. On a les équivalences

o argument de ¢ <= ¢ = |c| €' <= |¢| '8¢ = |¢| €' = 1 = (¥ A8 0 v Argc € 217 < o € Arg c+21Z.

e Soit A un complexe. En écrivant A = a + ib avec a et b réels, on a les équivalences

A—Lne

A logarithme de ¢ <= c=et «= "=t = 1=¢ <= A—Lnce€2mZ <= ) € Lnc+ 2miZ.

e D’aprés le deuxiéme point, il suffit de vérifier que Arg a+Arg b est un argument de ab, ce qui est immédiat
vu que ez(Arg a+Argb) _ zArg a+iArgb _ zArga iArgb _ \Z\ ‘Z| |Zb\
e D’apreés le troisiéme point, il suffit de vérifier que Ln a 4+ Ln b est un logarithme de ab, ce qui est immédiat

vu que eLn a+Lnb _ eLn aeLnb = ab.

Convention. Si t dénote un réel strictement positif, le logarithme de ¢ désignera son logarithme naturel
Int, lequel vaut aussi son logarithme principal Lnt d’aprés ce qui précede.



Exemples.

Déterminer les logarithmes principaux de 1414, iv/3 —1 et e

—3im

Vu le premier point, il est pertinent d’écrire ces complexes sont forme polaire, ce qui donne

Ln (\/ﬁe"%) =Inv2+ i%

Ln(1+14)
Ln (z\/§ - 1)
Lo e—3im
% Attention & ne pas écrire Lne 3" = —3ir,

argument principal doit rester dans |—m, 7]).

BIG WARNING : lorsque a et b désignent des réels, on bien a les égalités {

= Ln(le™) =Inl+ir = ir.

ce serait exactement aussi faux qu’écrire Arge~

Ln(

lorsque a et b dénotent des complexes, les égalités {

modulo 2miZ.

2e

27

3')

2T
=In2+i1—
n —|—7,3,

?

Lne® =a

Lnab;Lna—i—Lnb

3im = —3r (un

Ine* =a

Inab=Ina+1Inb ° MAIS

ne sont vraies SEULEMENT

Y% % On prendra par conséquent garde & ne pas appliquer "le" logarithme sur des complexes. k% %

Application 1.

Soit A € C. Puisque 14 i = eln(1+) = "% on a les équivalences

A est solution de ’équation proposée

L’ensemble des solutions est donc 2 +In2 + 75 + 2miZ.

Application 2.

<= e%_ =141

<— 6%71:€¥+i%
A

— dkeZ, 5—1

—

Soit # € C. En posant B := ¢?#13 on a les équivalences

[ est solution de 1’équation proposée
44 (e2ﬂ+3)2 — 2643 n2

*keZ, )\:2+1n2+ig+47rik;.

—

< 4+ B?*=2B

— (B-1°=-3

< B=1+iV3

s 2843 _ eLn(ui\/E)

— JkeZ, 2B+3:In2ii%+2m‘k
In2—

— JkeZ f=2 : 3j:i%+m’k:.

L’ensemble des solutions est donc (ln 22_3 +i75 + m’Z) U (ln 22_3 — 75 + m’Z).

A RETENIR

Va € C
Vbe C’

10

Résoudre ’équation e3~1 =1+1i en linconnue \ € C.

Résoudre l'équation 4 + e*P+6 = e2B+3+I02 on inconnue complexe f5.

Deux complexes ont méme exponentielle ssi ils difféerent d’un multiple entier de 27 :

(" =e") <= (Ik € Z, a=b+2rmik).



2.6 Puissances complexes (dont réelles)

Définition (puissances).
Soit z un complexe et a > 0 un réel. On définit un compleze (lu "a puissance z") par

af = ezlna.
Sanity checks.

. . z . ,
Lorsque z est entier, on a bien e?™® = (eln“) = (a)®, ce qui est cohérent.

Lorsque a = e, on obtient e*® = e*"¢ = ¢ = ¢*  ce qui est cohérent.

Remarque. Lorsque z est réel, le complexe a* reste dans R. Il est naturel d’étudier cette quantité vue
comme fonction de la base a ou comme fonction de ’exposant z.

. R — R
Graphes des fonctions + i selon le réel ¢ :
a +— a
[dessin : deux cas t < 0,1le cast =0, deux cas 0 < ¢ < 1,le cas t = 1, deux cas t > 1]

On voit que, lorsque t > 0, le graphe se prolonge "contintiiment" en 0, ce qui donne envie d’écrire
0°=1 et Vt>0, 0°'=0.

On introduit pour cela une notation commode.

Notation (symbole de Kronecker). Pour tous symboles S et 3, on définit un entier dg . ou Jg par
s J 0siS#X )
05 = { 1si§=Y% (appelé un symbole de Kronecker).

Convention : on pose pour tout réel ¢t POSITIF

t . ot 0sit>0
0 '_60_{ 1sit=0

*

—
af selon le réel @ > 0 :

t —

Graphes des fonctions { R

[dessin : deux cas 0 < a < 1, le cas @ = 1, deux cas a > 1]

Propriétés. Soient a > 0 et b > 0 deux réels et z un complexe. On a les identités suivantes :
° aO — 1’.
e 17=1;
— 1 .
e g * = e

o (ab)® = a*b*;
2 p
o (3) =%
Démonstration. On revient systématiquement & la définition.

eOnaa’=e"me=¢0 =1,
eOnal?=¢*nl =¢0=¢0 =1,

eOnaag?= e(fz)lna _ ef(zlna) _ ezllna — a%.

e On a (ab)z _ ezln(ab) _ ez(lna+1nb) _ ezlnaJrzlnb _ ezlnaezlnb = a?b?.

e On a (%)Z — ezln% — ez(lna—lnb) — ezlnae—zlnb — azbiz — Z;.

Propriétés (puissances réelles). Soit a > 0 un réel. On a les égalités

o (a)" = a'™ = (a*)" pour tous réels t et u;

e In(a') = tlna pour tout réel t;

e aw = {/a pour tout entier n ;

0 qi = VaP = y/a” pour tous entiers p € Z et q € N*.

Démonstration

11



. L . , L, wina
e Soient u et v deux réels. Puisque a* = €™ est réel, on peut considérer (a*)”, lequel vaut e’ ®
evulna = g% = g

. , In o exp=Id
e Soit t réel : on aIn(a’) =In (e'™) 7 =" ¢tIna.
. . P —1
e Découle du point suivant en spécialisant { f]) -
r\ 4 2y . P . s . P .
e Ona (a7) =ad? = aP, ce qui montre que a< est une racine ¢g-iéme de aP ; puisque a¢ est par ailleurs

un réel positif, c’est la racine g-iéme /aP.

Exercice. Montrer que exp(In1 —In2+1In3 —In4+--- —In18) = 18

218 912 -
On commence par exprimer la parenthése comme un seul logarithme :

Inl—-In2+In3—-In4+---—1n18
= Inl+mn3+Ind5+---+1n1l7

—In2—-In4—---—1n18
= In(3-5----- 17)—In(2-4----- 18)
7 ln3'5””.17.
2.4....-18

3.5.....17 2.3.4-5.....17-18

2~4~---~18_(2'4 ..... 18)(2-4----- 18)

Le numérateur vaut 18! et le dénominateur vaut le carré de (2-1)(2-2)(2-3)---(2:9) =2%(1-2----- 9) =

29 91, ce qui permet de conclure :
3:5----- 17 18! 18!

24 18 (29917 218 912

. 2z z . 2 2— - z
Exercice. Résoudre Uéquation 2% 1 = 3% ~1 en Uinconnue réelle x.
Soit x € R. On a les équivalences

x est solution — 9a*+1 _ 32”1
n aleguve (2“"2+1) =1In (395271)
— (z°+1)In2= (2> -1)In3
— In2+41In3 =2?(In3 —In2)

In3+1n2 In6
- 7 m3-m2  \/n(3)

Exercice. Résoudre ’équation 4* + 3 - 16* =7 en linconnue réelle a.
Soit a € R. Puisque 16% = (42)a = (4“)2, on a les équivalences

a est solution <+—= 4°+3.16°=7

= 34’ +4°-7=0
<= 4% est racine du trinome 3X> +4X — 7= (3X +7) (X — 1)

o o 7 (la seconde égalité est absurde car
— 4*=1loud"=—- . . o

3 une puissance est toujours positive)

—= 4°=1
<= alnd=1Inl
— a=

12



2.7 Croissances comparées

On sait facilement comparer la "croissance" des fonctions polynomiales vers l'infini : c¢’est le polynome de
plus haut degré qui croitra le plus vite, au sens ou

VaeR 1%, | OSt@</
— == lsia=p
T 4B

VBER ¢ ocosia>f

L’introduction des fonctions transcendantes permet de créer de nouveaux ordres de "croissance".

Proposition (croissances comparées). Soient o > 0 et B > 0 deux réels On a les tendances®
suivantes : e
nt N t* i —ot
(In?) ) s B (In u)ﬂ u=0" ),
B (et)ﬁ

On pourra retenir les deux premiéres tendances de cette proposition sous la forme

logarithmes << puissances << exponentielles.

Démonstration. Soit ¢ > 0 un réel. ,
Montrons tout d’abord la tendance f—t =% 0. Puisque et =1+t + % + .-+ ot tous les termes sont positifs,
2 —
on a la comparaison ' > L., d’oit 'on tire £ < 2 e
«
o o s
Vu l'égalité (;7 = (%) (‘;ft) , il alors est judicieux de composer les limites : on a les implications
m == &
t—o0 B aT t—o0 « ot
Q — X — eal — . e —
g D—oo . - Z%0 et o ; Qo = (%) ot =% 0, ce qui permet de conclure (:tﬁ =g
= —= 0 d (%) e 50
0.

Int =% oo
(Int)® t—o0 x

On en déduit la tendance = 7— — 0 en composant les limites go O-x =

ey 0 ()

=
EH

i
I3

—

EFIEN , . P n .. o

Soit & présent u > 0 un réel. En écrivant ulnu = —, on peut composer les limites Obee . =
m In0 “ 7 0

]

3

o+ ot
IHE “=9"0, d’ott la tendance u (Inw) =9 0.

3 Trigonométrie

L’exponentielle complexe permet de définir convenablement les fonctions trigonométriques usuelles, lesquelles
permettent de paramétrer les cercles et les branches d’hyperboles?. Dans cette démarche, et contrairement a
Iintuition, il est plus naturel de commencer par les fonctions hyperboliques.

Avant cela, nous allons montrer que toute fonction s’écrit d’une unique maniére comme somme d’une fonction

paire et d’une fonction impaire'?.

Propriété. Une fonction paire et impaire est nulle.

Démonstration. Soit f : A — C une telle fonction. Soit a € A : le complexe f (—a) vaut d’une part
f (a) par parité de f, d’autre part —f (a) par imparité de f, d’ou l'égalité f(a) = —f (a), i. e. f(a) = 0,
c. q. f d.

81e fait de tendre vers
9qui seront traitées dans le prochain cours sur les coniques
10]es techniques mises en ceuvre nous resservirons plus tard en algébre linéaire
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Définition. Soit A une partie de C symétrique, au sens ot Ya € A, —a € A, et soit f: A — C.
N C

A
On appelle partie paire de f application { a fla)+f(—a) -
2

—

. . — A — C
On appelle partie impaire de f Uapplication Fla)—f(—a)
a > S
Proposition. Soit f: A— C ou A est une partie symétrique de C.

e La partie paire f* (resp. impaire f%) de f est une application paire (resp. impaire).

e On a légalité f = f%+ ft.

e Si f s’écrit p+1 ou P est une applzca'twn. pasre
1 est une application impaire

, alors (?) = (f:)

Démonstration.
e Tout d’abord, les ensembles source de f7 et f* sont bien symétriques. Soit ensuite a € A : on a

f(=a)+f(=(=a) [f(za)+f(a) [fla)+[f(=a)

d’une part, f(—a) = 5 = 3 = 5 = f*(a),
dantre part, f* (—a) = f(=a) —g(—(—@)) _ f(—a)Q— fla) _ f(a) _2f(_a) — _ft(a).

e Soita e A: ona[fh+fﬁ]() F2(a) + fH(a) = L@ e J@fCa) _ py),

e Supposons f = p + i avec p paire et i impaire. Puisque f = f* + f% on en déduit p — ff = ff —i;
or l'application de droite est paire (comme somme de fonctions paires) et 'application de gauche est impaire
(comme somme de fonctions impaires), donc ces deux applications sont nulles (d’aprés la propriété ci-dessus),

-
ce qui s’écrit { ];cﬂ —fi ;8 , 1. e. (’Z’) = (}c:)

3.1 Fonctions hyperboliques

Définition. Les parties paire et impaire de l’exponentielle sont appelées respectivement cosinus hyper-

bolique (noté cosh ou ch) et sinus hyperbolique (noté sinh ou sh). Les tangente hyperbolique (notée tanh

ou th) et cotangente hyperbolique (notée coth) sont définies respectivement par les fonctions th := shopy

) ch
__ cosh
coth := sinh *

On pourra donc écrire

C C C C
ch: 7 chec sh : 7 c_ —c et exp = ch +sh.
c — e 26 c — e 26

Propriétés.
e ch est paire, sh est impaire, th est impaire.
e On a les égalités suivantes des dérivées :

1
ch’=sh, sh'=ch et th'=1-—th®=—;.
ch
e On a l'identité
ch? —sh? = 1.
MNEMO : on fera le paralléle avec les formules cos’ = —sin, sin’ = cos, tan? = 1 + tan? = ColsQ et

cos? +sin? = 1.

Démonstration.
e ch est une partie paire et sh est une partie impaire. Leur quotient th est donc impair.
e Soit c€ C : on a

de+e ¢ e —e ¢

h' = — = —sh

¢ dc 2 2 G
a c __ ,—cC c —c

sh'c = &e 26 = ¢ +26 =she,

14



. . / ' ¢h — sh b/ 2 _gp2 . . . .
d’oti I'on tire th' = [$2]’ = shchoshch _ ch-=sh — 3 _ th? Le point suivant montre que ce dernier quotient

vaut aussi Ch%
e Soit ce C. On a

[ch2 — sh2] (¢) = ch?®c—sh®c
(che—she)(che+she)

B e“+e ¢ e —e ¢ e +e ¢ n e —e ¢
B 2 2 2 2

On s’intéresse a présent aux restrictions réelles de ch, sh et th (observer que th est définie sur tout R puisque
son dénominateur ch est toujours strictement positif comme somme d’exponentielles).

Lemme. On a la comparaison

1
Va >0, a+ - >2
a

2
Démonstration. Soit a > 0. La comparaison ci-dessus se réécrit (f — ﬁ) > 0, ce qui est vrai.

ty 1
On en déduit, si 'on fixe un réel ¢, que cht = < ;et > % = 1. En particulier, on a sh’ = ch > 1 > 0, donc sh

croit strictement sur R, donc y est injective, donc induit une bijection de R sur son image. Or, lorsque t — oo,

et — o

on a donc sht — oo, d’ou (par imparité¢) Imsh = R. La réciproque de sh est donc définie sur

et — 0"
tout R ; on 'appelle argument sinus hyperbolique et on la note argsh.
De méme, on a ch’ = sh > sh (0) = 0 sur R7, donc ch croit strictement sur R et induit une bijection de R
sur son image. Puisque { ch (?l; ! , sa réciproque est définie sur [1,00[; on Pappelle argument cosinus
cht — oo
hyperbolique et on la note argch.
Enfin, si ¢ est un réel, on observera

€]0,2]
t —t
sht £=£ et —et -1 2
d’ t tht = — =2 = = =1—- ———¢€]|-1,1],
une par Cht et fe—t et 4 e,t th + 1 th + 1 ] [
2 ~—~
>0
d’autre part th't = 1—th%te ]0,1], donc th croit strictement sur R.
. lim_, th = — L L. Lo ,
Puisque Hm. th—1 onen déduit que la réciproque de th est définie sur |]—1, 1[; on 'appelle argument
woth =

tangente hyperbolique et on la note argth.

[graphes de ch, sh, argch, argsh]
[graphes de th, argth]

MNEMO : le graphe de ch est une chainette suspendue par deux points de méme altitude.
On retiendra une ressemblance entre les graphes d’une part de atn et 5 th, d’autre part de tan et argth (g Id).

Proposition. On a les égalités des dérivées suivantes :
, 1
Ve>1, argch ¢ = ——,
-1
VseR h' !
S , argsh's = ——,
& V1+s?
1
Vt € ]—1,1[, argth’t = )
|-11[, arg —

15



MNEMO : retenir les ensembles de définition ainsi que les signes a Paide des graphes.

Démonstration.

e Soit ¢ > 1. On a argch’ ¢ = [chfl]l (c) = S - =1

. 12 2 g R
axgchc) = shargohc: Puisque 1 = ch® —sh”, évaluer cette égalité

argch > 0
sh >0 sur Ry

en argch ¢ donne 1 = ¢ — sh? argch ¢, d’on shargche = +v/¢2 — 1; or { , donc le signe est un

+.
. _ /

e Soit s € R. On a argsh’s = [sh 1] (s) = Sh,(arlgshs) = Charlgchc

égalité en argsh s donne 1 = ch? argsh s — s2, d’out chargsh s = +v/1 + ¢2; or ch > 0, donc le signe est un +.

e On a argth’ = [th_l]/ =

. Puisque 1 = ch? —sh?, évaluer cette

1 _ 1 1
th’ oargth = [1—th2]Joargth ~ 1-—Id2?°

3.2 Fonctions circulaires

Définitions. Soit ¢ un complexe. On définit ses cosinus, sinus, tangente et cotangente respective-
ment par

67,(1 + e—lC

cosc = ———,
eic _ efic

sinc = ———

2

sinc , .

tanc = (si cosc #0),
cosc
cosc , .

cotc = —— (si sinc#0).
sin ¢

ch (i-) = cos
Ces définitions (a l’exception de la cotangente) équivalent aux égalités sh (i) =isin , ce qui explicite le
th (i) = itan
lien étroit reliant fonctions trigonométriques circulaires et hyperboliques.
Ainsi, puisque I'on connait ses formules de trigonométrie circulaire, on peut connaitre celles de trigonométrie

cos < ch
hyperboliques en substituant'! { sin < 4ish (MNEMO : mettre un i devant les fonctions impaires).
tan < i th
Exemples.
L’identité de Pythagore cos? +sin? = 1 devient (ch)® + (i sh2) =1, i e ch?—sh? = 1.
cos? — sin? (ch)? — (ish)?
L’identité de duplication cos (2-) = 2cos? —1  devient ch (2-) = 2(ch)> =1 i e ch(2) =
1 — 2sin? 1—2(ish)’
ch? + sh?
2¢h? -1
1+ 2sh?

La formule d’addition (& a et b complexes fixés) sin (@ = b) = sinacosb + cosasinb devient [ish] (a +b) =
ishachb+chaishb, i. e. sh(a£b) =shachb+chashb.

Conformément & notre intuition du cercle trigonométriques, on retrouve les lieux d’annulation des fonctions
trigonométriques circulaires.

Proposition. Soit ¢ un complere. On a les équivalences suivantes :
sine = 0<=c¢=0 [n],
T
cosc = 0<:>c=§ [7],
(si cosc#0) tanc = 0<=c=0 [n].
Démonstration.

11Ce qui précede montre qu’il faut en réalité substituer sin «+— —ish mais la pratique montre que ’on peut oublier le signe —.
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Pour sin, on les équivalences

sinc=0 <— —=0

GQiC — 1
2ic € il
c e nd,

1ot

pour cos, on les équivalences

cosc=0

[N

pour tan on a l’équivalence (si cosc # 0) tanc =0 <= sinc <= c € 7Z.

Les formules d’addition se retrouveraient par un calcul direct, d’otl 'on tirerait les formules de linéarisation
puis celle de factorisation. De ces derniéres, on retrouverait comment "simplifier" par sin, cos ou tan dans une
équation, ce qui s’énonce comme suit (a et b sont deux complexes fixés) :

sihna = sinb <= a="b [27]
N Ta=7m—0b [2n]
B b s a="b [27]
cosa = cos o= b [2n]
tana = tanb<=a =" [r]

Rappelons enfin quelques propriétés qu’il serait facile de déduire de celles de ch, sh et th :
e Pour tout complexe ¢ € C, on a l’égalité €' = cosc + isinc.

e La fonction sin est 2w-périodique, impaire et dérivable avec sin’ = cos.

e La fonction cos est 2m-périodique, paire et dérivable avec cos’ = — sin.

e La fonction tan est w-périodique, impaire, définie sur C \(% + 7TZ) et dérivable avec tan’ = 1+tan? = -1

cos? *

% En général, 'écriture cosc + isinc N'EST PAS Décriture rectangulaire de e (il faudrait pour cela que
cos ¢ et sin ¢ soient réels).
% En général, il est FAUX d’écrire |e’c| =1 (il faudrait pour cela que cos ¢ et sin ¢ soient réels)

Regardons & présent le cas réel.
On dira qu’une application f stabilise un ensemble A si ce dernier est stable par f, au sens ou Va €

A, f(a) € A.

Proposition / Définitions. (admise!?)
La fonction sin stabilise R, sa restriction a [—g, g] croit strictement, la réciproque associée est appelé arc
stnus et notée

-1
arcsin := [sin|[7%7%]] .

La fonction cos stabilise R, sa restriction & [0, 7] décroit strictement, la réciproque associée est appelé arc
cosinus et notée )
arccos := [cosuoﬂr]} .

12hjen sar, seule la proposition est admise puisque les définitions n’auraient aucun sens a I’étre
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La fonction tan envoie R\(g +7rZ) dans R, sa restriction a ]—g,g[ croit strictement, la réciproque
associée est appelé arc tangente et notée

-1
arctan := {tan”71 1[] .
272

La fonction cot envoie R\wZ dans R, sa restriction & |0, [ décroit strictement, la réciproque associée est

appelé arc cotangente et notée
arccot 1= [cotuo,,r[]fl

[graphes de arcsin et arccos, symétrie arccos + arcsin = 7]

[graphes de arctan et arccot, symétrie arctan + arctan = ]

Comme pour les fonctions argch, argsh et argth, il convient de connaitre les dérivées des fonctions ci-dessus
et ne pas les confondre toutes.
MNEMO : retenir les ensembles de définition ainsi que les signes & ’aide des graphes.

Proposition (admise).
Les fonctions arcsin et arccos sont dérivables sur |—1,1[ et l'on a

Vs € ]—-1,1], arcsin’s =
Ve € ]-1,1[, arccos’ ¢ = ——.
-1.1] =

Les fonctions arctan et arccot sont dérivables sur R et l'on a

vVt € R, arctan’t = ——,
1+¢2

Ve € R, arccot’' ¢ = ———.
’ 14 c2

Digression sur les arctangentes.
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