Transformations géométriques
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1 Groupe et sous-groupes des transformations du plan

Définition. Une transformation du plan est une permutation du plan.
On abrégera (pour ce cours uniquement) & := Gy l'ensemble des transformations du plan R2.

Proposition. L’ensemble & est un groupe pour la composition, au sens ou

0. la composée de deux éléments de & reste dans & (on dit que & est stable par o, ou encore que o est une
loi de composition interne de &) ;

1. la loi o est associative (comprendre ho (go f) = (hog)o f pour toutes transformations f,g,h € &);

2. la loi o admet un neutre dans & (comprendre une transformation 1 telle que 1oo =0 = o o1 pour tout
ce6):
3. tout élément de & admet un inverse dans S.

(les propriétés 1, 2 et 3 constituent les aziomes d’un groupe)

Démonstration.

0. Découle de ce que la composée de deux bijections est une bijection.
1. Déja vu.

2. Prendre pour neutre I’identité du plan.

3

. Découle de la formule [g o f]71 = f~1 o g™ valide pour toutes bijections f et g (lorsque la composée fait
sens).



Définition. Un sous-groupe de & est une partie de S qui est un groupe pour la composition.

Proposition (critére pour déterminer un sous-groupe).
Une partie G de & est un sous-groupe (de &) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. G contient l'identité (i.e. Id € G);
2. G est stable par composition (i. e. Vg,g' € G, gog' € G);
3. G est stable par inversion (i.e. Vg€ G, g1 € G).

Démonstration. L’énoncé est une équivalence ; on montre d’abord un sens puis ’autre.

Soit G un sous-groupe de &. Il contient un neutre 1 (axiome 2) : en composant ’égalité 101 =1
par I'inverse 17! (dans &), on obtient (par I'axiome 1) 1 = Id, ce qui montre la condition 1. La condition 2
est une reformulation de I’axiome 0. Enfin, si g € G, il admet un inverse ¢’ dans G (axiome 3), ce qui s’écrit
gog =1=g'og,i.e.gog =Id=g og, doitg ' =¢' € G et la condition 3.

Soit GG une partie de & qui vérifie les trois conditions de ’énoncé. La condition 2 énonce précisément
I'axiome 0. L’associativité portant sur toutes les transformations de &, elle est en particulier valide pour celles
de G, d’ou 'axiome 1. La condition 1 fournit un neutre, d’oti ’axiome 2. Enfin, tout élément de G est inversible
dans & et la condition 3 nous dit que son inverse reste dans GG, d’ou 'axiome 3.

2 Transformations usuelles

2.1 Deéfinitions : translation, réflexion, rotation, homothétie, réflexion glissée, si-
militude (in)directe

[un dessin pour chaque transformation]

Définition (translation). Soit u un vecteur du plan. La translation de vecteur u est la transformation
le point A’ tel
A { P

e ﬂ oy Elle est notée t,.

— —_—
Remarque. [parallélogramme ABB’ A’ avec AB = u = A’ B’] La définition de I’égalité vectorielle s’énonce
i
A'B" = AB.
Propriété. Les translations forment un sous-groupe de S.
Démonstration. L’identité est la translation de vecteur nul (Id = ¢y), la composée de deux translations

t, et t, est la translation de vecteur uw + v, l'inverse d’une translation ¢, est la translation de vecteur —u
(t; '= t*U)'

Remarque. Deux translations commutent : ¢, o t, = tyt, = t, 0 t,, (pour tous vecteurs u et v).

Définition (réflexion). Soit A une droite du plan. La réflexion d’aze A (ou par rapport & A) est
le point A’ tel que A soit
la médiatrice de [AA')

azxiale par rapport & A et on pourra la noter sa.

la transformation A +— { . On la notera ref®. On Uappelle également symétrie

Remarque. Une réflexion est une involution, au sens o ref> oref® = Id (on pourra retenir s3 = Id).
Il en découle qu’une réflexion égale son propre inverse : sgl = SA.

Propriété. Pour toute droite A, les itérés de sa forment un sous-groupe de &.

Démonstration. Vu que s est involutive, ses itérées se limitent & sQ =Id et 4 si = sa (ona s3* =1d
et SZ"H = sa pour tout entier n > 0). Il est clair que Id est une itérée de sa, que {Id,sa} est stable par

-I" -Id -
composition ( C;d I 1d ji ) et par inversion ()
Id N

SA || SA




Définition (rotation). Soit O un point du plan et 6 un réel. La rotation de centre O et d’angle 6
le point A’ du cercle de centre O et

~ . Elle est notée rotl) ou rd, (voire r? si le
de rayon OA tel que AOA' =60

est la transformation A — {

centre est sous-entendu,).

Propriété. Soit O un point du plan. Les rotations de centre O forment un sous-groupe de S.

Démonstration. L’identité est la rotation d’angle nul (Id = r%), la composée de deux rotations r® et
78 est la rotation d’angle a+ 3, 'inverse d’une rotation rg est la rotation d’angle — (c’est-a-dire [re} o r=9).

Remarque. Deux rotations de méme centre commutent : 7® o r® = 728 = 18 0 > (pour tous réels a

et B).

Définition (homothétie). Soit O un point du plan et X\ un réel NON NUL. L’homothétie de centre
le point A’ tel

. . Elle est notée > homgp ou *ho (voire b si

O et de rapport X est la transformation A — —
PP 4 que OA' = \OA

le centre est sous-entendu,).

Remarque. [dessin (A’B)" || (AB) avec un centre O] Le théoréme de Thales s’énonce (A'B’) || (AB).

Propriété. Soit O un point du plan. Les homothéties de centre O forment un sous-groupe de S.

Démonstration. L’identité est ’homothétie de rapport 1 (Id = k), la composée de deux homothéties
Ah et *h est 'homothétie de rapport Ay, 'inverse d’une homothétie *h est ’homothétie de rapport %(c’est—a—dire

] = ).
Remarque. Deux homothéties de méme centre commutent : *h o #h = *T#h = Fho *h (pour tous
réels NON NULS A et p).

Définition (réflexion glissée). Soit A une droite du plan et u un vecteur DE DIRECTION A. La
réflexion (ou symétrie) glissée d’axe A et de vecteur u est la composée commutative ref® ot, = t, o ref®.
On la notera ref’.

Remarque. La réflexion glissée reff est une racine carrée (pour o) de to, :

refﬁ orefﬁ = (tu ) refA> ) (refA otu> =t, 0 (I"efA orefA> Oty =ty 0ty = toy.
[ —
=1d

Ainsi, méme si 'ensemble des réflexions glissées est stable par inversion en vertu du calcul
INDS INDS NS -1 A A
[refu] = {tu oref ] = {ref ] o[ty] " =ref” ot_, =refZ,, |

il n’est pas (du tout) stable par composition : ce n’est pas un sous-groupe de &.

Définition (similitude directe). Soit O un point du plan, 0 un réel et A un réel NON NUL. La
similitude directe de centre O, d’angle 6 et de rapport A est la composée commutative * homgp orotfj =
rot?, o *homg. On la notera * sim,.

Propriété. Soit O un point du plan. Les similitudes directes de centre O forment un sous-groupe de S.

Démonstration.

1) L’identité est une similitude directe : Id = IdoId = 'hor? = 'sim},.

2) On peut calculer une composée

Asim® o #simd = (Phor®) o (rfo #h) co;%lllte (reorf)o (Pho Bh) = rotFo Mp = Mgm3tF

3) On peut calculer 'inverse
[/\ simgo]_1 = [’\h ° r9]71 = [7“9]71 o Ph]il =r %0 Yh= % simae.

Remarque. Deux similitudes directes de méme centre commutent (c¢f. plus haut).



Définition (similitude indirecte). Soit O un point du plan, A une droite PASSANT PAR O et A un
réel NON NUL. La similitude indirecte de centre O, d’axe A et de rapport A est la composée commutative
X homg oref® = ref® o A homop. On la notera simé.

Remarque. La similitude indirecte * simé est une racine carrée (pour o) de » homy

Asim5 o A sim$ = ()‘h o refA> o (refA o Ah) = *horefPoref® o *h= *ho *h= Nh.
—_———

=Id

AT~

A Simo} b=

Ainsi, méme si 'ensemble des similitudes indirectes est stable par inversion (on montrerait [
X simg), il n’est pas (du tout) stable par composition : ce n’est donc pas un sous-groupe de &.

A

% Aucune des notations ci-dessus t,, refA, rotoo, A homg, refﬁ, A simao ou simé n’est officielle. Penser au

besoin & redéfinir vos notations.

2.2 Actions sur les angles et les distances, classification des quasi-isométries

Propriétés. (admises)

1. Toutes les transformations précédentes préservent les angles non-orientés (comprendre AB'C' = ABC
pour tous points A, B,C), en particulier conservent l'alignement (on dit que ce sont des transformations

affines).
2. Conservent les distances : les translation, rotations et réflexions glissées (on dit que ce sont des isomé-
tries).
3. Les similitudes (directes ou indirectes) multiplient toutes les distances par un méme scalaire (la valeur
absolue de leur rapport) (on dit que ce sont des quasi-isométries).
Prouvons ce point dans le cas d’une homothétie *ho : pour tous points A et B, on a en effet

*ho (A) *ho (B)

‘o (A) *ho (B)H - Ho Mo (B) — O Mo (A)H - HAO_é - A(ﬂH

= |(0B-04)| = |\aB| = 1xI |[4B| = 1x 4B.

~ n
4. Préservent lorientation (i. e. les angles orientés, au sens ou A’B'C" = ABC' pour tous points A,B,C) :
les translations et similitudes directes (on parler de transformations directes ou positives).

(8% N
5. Inversent l'orientation (comprendre A'B'C'" = —ABC pour tous points A, B,C) : les réflexions glissées
et similitudes indirectes (on parle de transformations indirectes, négatives ou rétrogrades).

6. Possédent (au moins) un point fize' : les similitudes (lorsque le point fize est unique, il s’agit du centre
et on parle alors de transformations & centre).

7. Nont pas de point fixe : les translations et réflexions glissées (de vecteur non nul).

Définition. Une isométrie directe est appelée déplacement (visualiser un feuille de papier glissant sur un
bureau sans se retourner), une isométrie indirecte est appelée anti-déplacement (visualiser un déplacement avec
un retournement).

% la terminologie "quasi-isométrie" n’est pas standard, penser a la redéfinir si vous l'utilisez.

Théoréme (classification des quasi-isométries). (admis)

Toute quasi-isométrie du plan est l'une des transformations ci-dessus et résumée ci-apres :

[dessin : & droite les déplacements (de haut en bas : les translations, rotations (dont Id et les symétries centrales),
homothéties et similitudes directes), a gauche les anti-déplacements (de haut en bas : les réflexions glissées, réflexions et
similitudes indirectes), délimitation des isométries, des transfo sans point fixe, des transfo avec centre)]

Remarque. Les responsables de I’absence de point fixe sont les translations, les responsables de 'inver-
sion de 'orientation sont les réflexions.

1Un point fize par une application f est un objet source a tel que f (a) = a.



2.3 Digression ensembliste

Comme le suggeére le résumé ci-dessus, les quasi-isométries peuvent se "regrouper" de nombreuses fagons.
Introduisons le langage qui convient pour cela.

Définition. Soient A et B deux ensembles.

La réunion de A et B est l’ensemble des éléments qui appartiennent chacun ¢ A ou & B. Elle est notée
AUB (lire "A union B").

L’intersection de A et B est l’ensemble des éléments qui appartiennent chacun a A et & B. Elle est notée
ANB (lire "A inter B").

La différence A\B (lire "A privé de B") est ’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas ¢ B.

Le complémentaire de A (dans un grand ensemble E sous-entendu) est la différence “A := E\A.

Le singleton {A} désigne l'unique ensemble possédant A comme seul élément.

La paire {A, B} désigne l'unique ensemble possédant A et B comme seuls éléments.

L’ensemble vide 0 est l'unique ensemble qui ne contient aucun élément.

Lorsque ANB =0, on dit que A et B sont disjoints; leur réunion est alors notée AUB ou AL B (lire "A
union disjointe B").

Lorsque A est inclus dans B mais ne lui est pas égal, on note A G B (lire "A strictement inclus dans
B") (le symbole & est la fusion des symboles d’inclusion C et de différence #).

Donnons a présent nos notations pour décrire le résumé précédent (3¢ NE PAS RETENIR ces abréviations
qui ne servent que pour cette section) :

TRL ’ensemble des translations ;

ROT l’ensemble des rotations;

HOM Yensemble des homothéties ;

SY M T’ensemble des symétries centrales ;

SIM™ lensemble des similitudes directes;

REF Tensemble des réflexions ;

RFG l'ensemble des réflexions glissées ;

STM ™~ I’ensemble des similitudes indirectes ;

150 T’ensemble des isométries ;

DEP Vensemble des déplacements ;

DEP~ I'ensemble des anti-déplacements ;

CEN l'ensemble des transformations a centre ;

Q150 T'ensemble des quasi-isométries ;

QISOT™ I'ensemble des quasi-isométries directes ;

QISO™ l'ensemble des quasi-isométries indirectes.

On peut alors écrire :

QISO = QISOT LU QISO™ (toute quasi-isométrie ou bien préserve ou bien inverse 1’orientation)

ISO = DEP I DEP~ (toute isométrie ou bien préserve ou bien inverse l'orientation)

DEP~ = RFG (les anti-déplacements sont les réflexions glissées)

DEP =TRLU ROT (tout déplacement est une translation ou une rotation)

TRLN ROT = {Id} (la seule transformation qui soit & fois translation et rotation est I'identité)

SIM~ 2 REF (les similitudes indirectes contiennent les réflexions ainsi que d’autres transformations)

SIM* 2 HOMUROT (les similitudes directes contiennent les homothéties et les rotations ainsi que d’autres
transformations)

HOMNROT = {Id}uSYM 2D {Id, —1d} (les seules transformations & étre a la fois homothétie et rotation
sont I'identité et les symétries centrales (dont fait partie —Id))

QISOT™ =TRLUSIMT™ (toute quasi-isométrie positive est une translation ou une similitude directe)

TRLNSIM* = {Id} (la seule translation qui soit une similitude est 'identité)

QISO~ = RFGUSIM ™ (toute quasi-isométrie négative est une réflexion glissée ou une similitude indirecte)

RFGNSIM~ = REF (les seules réflexions glissées qui soient des similitudes indirectes sont les réflexions)

CENNQISO™ = SIM~\RFG (les quasi-isométries négatives a centre sont les similitudes indirectes qui
ne sont pas des réflexions glissées)

CENNQISOT = SIMT\{Id} 2 (HOM U ROT)\{Id} (les quasi-isométries positives a centre sont les
similitudes directes a l’exception de I'identité : on y trouve (entre autres choses) les homothéties et rotations
autres que 'identité)

¢CEN = RFGUTRL (les transformation pas a centre sont les réflexions glissées et les translations)



Question (retour au résumé).
Les fleches indiquent ce que ’on obtient par composition dans certaines situations particuliéres (vecteur dans
la direction de I’axe, centre sur I’axe). Peut-on en général décrire la composée de deux quasi-isométries 7

Convention. Il sera usuel par la suite de noter 'image d’un point par une transformation & I’aide d’un
prime : Ar— A", M— M', X — X' — X" ...

3 Composition de transformations du plan

3.1 Le sous-groupe des rotations/translations

Proposition (composée de deux réflexions). La composée de deux réflexions est

1. ou bien une rotation de centre l'intersection des axes et d’angle le double de l’angle entre les azxes (si les
azes sont sécants en un seul point) [dessin : deux axes A et A’ se coupant en O et d’angle 6] ;

2. ou bien une translation de vecteur le double du "vecteur distance” d’un axe o Uautre (si les axes sont
paralléles) [dessin : deux axes A et A’ paralléle, le vecteur distance de A vers A'].

% Deux réflexions ne commutent donc pas en général!

Démonstration.

1. [dessin : A" := sa (A), M milieu de [AA'], A" := sas (4"), M’ milieu de [A’A"]] Soit un point A. On a
OA"” = OA’ (car sa est une isométrie) = OA (car sa est une isométrie), donc A” est sur le cercle de
centre O et de rayon OA. De plus, on a I’égalité angulaire

N N (8% . . N N
AOA" = AOM +MOA + AOM' + MOA” =2MOA" +2A'0M’
Nhguiia? —_—
=MOA’ =AOM/

- 9 <M8A’ 4 A'BM') — IMOM” = 2AN',

8%
Cela montre que A” est 'image de A par la rotation de centre O et d’angle 2AA/, ¢. q. f. d..

2. [dessin : A’ A", M', M"" comme avant, d le vecteur distance de A vers A’] Soit un point A. On a I’égalité
vectorielle
- N
AA" = AM +MA + AM +MA" =2MA +2A'M’
~~ N——
=MA’ =A"M'

= 2(MA + AM) =20 M = 2,
Ceci montre que A” est 'image de A par la translation de vecteur d, c. ¢. f. d..

Remarque. Vu la proposition précédente, échanger 'ordre de deux réflexions changera en son opposé
I’angle ou le vecteur de leur composée, c’est-a-dire inversera cette derniére. On pouvait le voir directement en
;e _ _ 1
écrivant sa o sar = sAl o SA,I = [sar0sa]l” .

Corollaire 1. Toute rotation est la composée de deux réflexions (dont on peut imposer la direction de
lun des azes).
Démonstration. Soit O le centre de la rotation considérée et 6 son angle. On considére un axe A

N
passant par O et qui possede la direction imposée. Soit A’ la droite passant par O telle que AA" = g (qui est
bien inchangé si I'on rajoute 27 & 6 fait sens car un angle de droites est considéré modulo 7). Alors la proposition

¢ / . . . . . . . .
précédente montre que Sa’ 0 SA = rotQOAA = rotzoe. (Si 'on voulait imposer la direction de A’, on choisirait

8%
d’abord A’ puis on définirait 'axe A comme passant en O et vérifiant AA’ = §.)



Sous-corollaire 1 (composée de deux rotations). La composée de deuz rotations d’angles respectifs®
0 et 0 est

&% (8% ’
[dessin : les centres O et O’, la droite D := (OO'), les droites A et A’ telles AD = g et DA' = %]
1. ou bien une rotation d’angle 6 + 0 et de centre l'intersection des droites A et A’ (si 0+ 6 #0 [27]);

2. ou bien une translation selon le "vecteur distance” de la droite A vers la droite A (si ' = —0 [27]).

% Deux rotations ne commutent pas en général! (méme si elles commutent lorsqu’elles ont méme centre)

Démonstration. Une fois décomposées (par le corollaire 1) nos deux rotations a l’aide des axes D, A
et A’, on peut calculer la composée

rotg, oroteo = (sar08p)o(sposa)=sa0(sposp)osa =Sarosa

——
=Id
et appliquer la proposition précédente.
Corollaire 2. Toute translation est composée de deux réflexions (dont on peut imposer un point d’un
des azes).
Démonstration. Soit u le vecteur de la translation considérée. On définit un axe A passant le point

imposée et de direction orthogonale a celle de u. On définit ensuite un axe A’ parallele & A et dont le "vecteur

distance" depuis A vaut %u Alors la proposition précédente montre que sar 0 SAo = t2( 1u) = t,. (Si on voulait
2

imposer un point sur ’axe de A’, on choisirait d’abord cet axe puis on définirait 'axe A comme étant parallele

a A’ et dont le "vecteur distance" vers A’ vaudrait 1u.)

Sous-corollaire 2 (composée d’une rotation par une translation). La composée d’une rotation
et d’une translation est
[dessin : O le centre de la rotation, 6 son angle et u le vecteur de la translation, A L uen O, A’ || A dont le vecteur

8%
distance depuis A vaut %u, un axe D en O et tel que DA = g]
1. ou bien une rotation de méme angle (si ce dernier est non nul modulo 27 ) ;

2. ou bien une translation (si la rotation est triviale, i. e. si elle vaut l'identité).

Démonstration. Une fois décomposées (par le corollaire 1) notre rotation et (par le corollaire 2) notre
translation a l’aide des axes D, A et A’, on peut calculer la composée

ty orotao = (sar08p)o(sposa)=sar0(SposSp)osSa =Saro0Sa
N

=Id

et appliquer la proposition précédente. (On procéderait de maniére analogue pour la composée rot% oty,.)

Remarque (sous-groupe des rotations/translations). Ce qui préceéde montre que les rotations/translations
sont stables par composition (on savait déja que la composée de deux translations était une translation) ; puis-

qu'elles contiennent l'identité (= to = r°) et sont stables par inversion (¢;! = t_, et (7"9)71 = r79), elles
constituent un sous-groupe de G.

3.2 Le sous-groupe des homothéties/translations

Proposition (composée de deux homothéties). La composée de deuxr homothéties de centres res-
pectifs O et O et de rapports respectifs® X et X' est

1. ou bien une homothétie de rapport AN (si AN #1);
2. ou bien un translation de direction (OO') (si A\ = 1).

2on applique d’abord la rotation d’angle 6 puis la rotation d’angle ¢’
3on applique d’abord ’homothétie de centre O et de rapport A puis 'homothétie de centre O’ et de rapport A’



% Deux homothéties ne commutent pas en général! (méme si elles commutent lorsqu’elles ont méme centre)

Démonstration.
Supposons que la composée admette un point fixe 2. Considérons un point A et montrons alors que QA" =

=t 5, ..~ 3 4 Chasles ~, 7} Py s .
AN QA. En partant de I'égalitée QA" =" O’A” — O'Q), on regarde d’une part le premier terme

O—>’A" _ définition )\’O—)’A’ Chasles \ (%’ n 07;> definition /\'OTO) +)\’)\O_1>4,

de M hgr de *ho

d’autre part le second terme

—_— "__ —_— 3. i _— melac —_— e 4 si —_—
0’0 "= 0 e o) M 3 (010 + 0Q7) PN NOIO + AN O,

de Mhor de *ho
d’ou la différence

QA" = OA -0 = (A’5’8 n A’A(TA) _ (Xo’o + AX@)

AN (0_,’4 - (Yz) = M4, e g f d.

Cherchons a présent un point fixe (pour la composée) sur la droite (OO’) [micro-analyse : le point fixe cherché
doit étre (si AN # 1) le centre d’'une homothétie, donc doit appartenir & toute droite stable par cette homothétie, ce

’ A
qui est le cas de la droite (OO') qui est stable par *ho et par * hos]. Prenons comme repére (O, OO’). Fixons un
N .
oY = \OQ

point Q (x), d’images ' (z’) et Q" (2”"). Les égalités o0 - NOa

(qui résultent des définitions de Q' et
2 —0=A(z—-0)
2 —1=XN(2' —1)

(i. e. " = x) admet une solution (unique), ce qui conclut le cas A\ # 1.
Supposons a présent que A’ = 1 et fixons un point A. [dessin : triangle OO’ A’, une parallele (AA”) a (00')]

—_— —
PN R N no_ 7 L AA" _ A'A _ AO-AO __ 1.
Le théoréme de Thales suggére que AA” = pOO" avec u := 55 = 375 = —ro ~ = 1 — 1 ; essayons par

0" se récrivent { , dott 2’ = ANz + (1 — X'). Ainsi, lorsque A\’ # 1, I'équation Q" = Q

Y/ ? - . . .
conséquent de monter NAA” = (A —1)O0’, ce qui prouvera que A” est 'image de A par la translation de

— =
vecteur (1 — %) O_O; . En vertu des égalités 04" =204 , on peut travailler le vecteur
O' A = %O/AN = \O' A"

77 Chasles 7 AN 7 7 / 7
AAAT Chs /\(OO —0A+0A ) —X00' —0A' + O'A=(A-1)00, ¢. q. f. d..
——_— ——
=0'0

—
(Sanity check : lorsque A = 1, alors A" = 1 et la composée vaut I'identité; or le vecteur (1 - l) OO0’ est nul, ce

X
qui est cohérent)

Corollaire. Toute translation est composée de deux homothéties (dont on peut imposer l'une autre que
lidentité).
Démonstration. Soit O et A les centre et rapport de ’homothétie imposée (noter que A # 1 puisqu’on
n’impose pas l'identité) et u le vecteur de la translation considérée. On définit un point O’ par 'égalité \u =
—
(A —=1) 00’ (possible car A — 1 # 0). Alors la proposition précédente montre que Xhor o *ho est la translation
—

de vecteur (1 — %) 00’ = u, c. q. f. d.. (On raisonnerait de maniére analogue si 'on voulait imposer lautre
homothétie.)

Sous-corollaire (composée d’une homothétie par une translation). La composée d’une homo-
thétie et d’une translation est

1. ou bien une homothétie de méme rapport (si ce dernier est différent de 1) ;

2. ou bien une translation (si ’homothétie est triviale, i. e. si elle vaut l’identité).



Démonstration. Soient t, et *ho les homothéties et translation données. Si A = 1, alors *ho = Id et
.. . i . 1
sa composée par t, vaut trivialement ¢,. Sinon, en décomposant (par le sous-corollaire) t, = *hgr o Xho (on
impose le centre O et le rapport % # 1), on peut calculer la composée

ty © )‘ho = ()‘ho/ o gho) o kho = ’\ho/ o (gho o )‘ho) = ’\hor7 ce qui conclut.
— X o= Thy=Id
(On procéderait de maniére analogue pour la composée *hg o t,.)
Remarque (sous-groupe des homothéties/translations). Ce qui précéde montre que les homo-

théties/translations sont stables par composition (on savait déja que la composée de deux translations était
une translation) ; puisqu’elles contiennent I'identité (= to = 'h) et sont stables par inversion (t;! =t_, et

()‘h)fl = ih), elles constituent un sous-groupe de S.

3.3 Reésumé des composées des quasi-isométries

On ne va pas tout passer en revue. On admettra le tableau suivant, connu pour le cas particulier ou 'on
compose des transformations de méme centre :

’ ol H translation \ rotation \ homothétie réflexion
. . rotation / homothétie réflexion
translation translation . . .
translation / translation glissée
rotation rotation / rotation / similitude réflexion
translation translation directe glissée
homothétie homothétie similitude homothétie similitude
/ translation directe / translation indirecte
réflexion réflexion réflexion similitude rotation /
glissée glissée indirecte translation

On y lit plusieurs sous-groupes de & :

AN e

les translations;

les rotations/translations;

les homothéties/translations ;

les rotations/translations/réflexions (ce sont les isométries) ;

les similitudes directes & translations (ce sont les quasi-isométries directes) ;

On va pouvoir montrer tout cela bien plus aisément & ’aide des nombres complexes.

4 Traduction complexe des transformations usuelles

On se place dans le plan R? identifié¢ & C. On identifiera par ailleurs points et vecteurs via I'origine O du

plan.




4.1 Dictionnaire géométrie-complexes

On a le dictionnaire suivant :

OBJETS ‘
origine O complexe 0
. = complexe a := A
point 4 ou vecteur OA (aussi notéi z4 : son affize)
vecteur AB complexe ab:=b—a
vecteur u complexe z, := u (son affize)
droite A+ Ru ensemble a + Ru
angle orienté wv argument de & modulo 27
N _)f'\_) —
angle orienté ABC = BA, BC arg %‘; = arg (‘;2 [27]
angle non orienté ABC arg <=2 [n]
— —
distance AB = ||AB module |ab| = |b — a|
produit scalaire u - v Reuv = Reuv
, . Im7v # Imuv % signe!
déterminant [u, v] faire uﬁ test [1,4] :g +1

PROPRIETES
le point M est le milieu de [AB] m= 2
le point G est le barycentre des points pon- o “p y
deres (3), (i) et (7) o At p+v#0 9= 3ttt e
le point A est sur le cercle la—w|=r
de centre 2 et de rayon r a
le point A est dans le disque
—wl <
de centre 2 et de rayon r o —wl <7
le point A est dans le disque
la —w| <7
ouvert de centre ) et de rayon r
inégalité triangulaire AC' < AB + BC la —c| <la—bl+|b— ]
. . arg X =0 [r] ou Im % =0 ou
les points A, B, C sont alignés ab e
(sia#b)INER, ac = Aad
. . . o arg > =0 [7] ou ImZ =0 ou
les vecteurs u et v sont colinéaires (iu0)INER, v =u
X v _7x T _
les vecteurs u et v sont orthogonaux (siw#0) e = 2 ] ot Re =0
ou Rewv =0 ou Reuv =0
TRANSFORMATIONS \
translation de vecteur u Id +u (additionner u)
rotation d’angle 6 (centrée en O) e 1d (multiplier par )
homothétie de rapport A (centrée en O) AId (multiplier par \)
similitude directe d’angle 6 et Ae®Id (multiplier par \e)
de rapport A (centrée en O) (composée de ¢/ Id et A1d)
réflexion par rapport 4 R Id (conjugaison)
réflexion par rapport a iR —Id
réflexion par rapport ild (échange les coordonnées :
a la premieére bissectrice x+iy—i(x—iy) =y+ix)
similitude indirecte d’axe R et — 3 —
de rapport A (centrée en O) Ald (composée de A1d et Id)
affinité d’axe R et de rapport A Re+XiIm : (;) — (;’y)
affinité d’axe iR et de rapport A ARe+iIm : (;) — ()‘;)
Exemple. Soient A, B, C trois points du plan. Montrer que le triangle ABC est équilatéral direct ssi
a+bj+cji2=0o0uj:= e’ [dessin : racines sixiémes de 1'unité]
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z —_— T —
L’équilatéralité directe de ABC équivaut a A = rot} (C'), ou encore & BA = rot§ (B ), ce qui se réécrit

successivement
PE:d .2 .2 ) .2
— b= —b)=— + +(—1— + =0.
a—b=e'3 (c—b) jPc+j%b = a+ ( §2)b+j%c=0

. —"
—__ 42 .
==J =J

4.2 Recentrage des transformations a centre

Remarque. Toutes les transformations a centre (similitudes directes et indirectes, Id abusivement in-
cluse) peuvent étre centrées en d’autres points que l’origine. Soient € une telle autre origine et M un point du
plan d’affixe z.

Dans le cas d’une similitude centrée en Q, d’angle 6 et de rapport A, [dessin] on aura M’ = * Simg (M) :en

N:=QM =M —Q
P——
N =QM' =M —-Q

, _, ,
Porigine O et devient* N’ = *sim% (N), ce qui s’écrit aussi QM’ = * sim{ (QM), ioe 2 —w= X" (z —w),

introduisant deux points , Pegalite M’ = *simf, (M) se "translate" du centre Q vers

ou encore
, - a penser comme
s=[ &9 o |+ 0-B) w @P .
—— ~~ R .~ un barycentre)
coefficient argument . . centre
. complémentaire
multiplicateur . )
a 1 du "poids" \ei?

forme si centre = origine

Considérons a présent une similitude indirecte de centre €2, de rapport A et dont I’axe définit un angle g
avec R.
[dessin : I'axe et R se coupant en C, le centre €2, un point M et son image M’, les trois points W, N, N’ sont les
rotatés de Q, M, M’ par r‘g].
TN R (7N - (o R -5 (677 . i
On a alors WN' = Aref (WN), i. e. roty,’ (QM) = Aref (mtc2 (QM)), i e ez (2 —w) =
A5 (z—w), i e. 2 —w = €T AT (Z— ), i. e

2 =Xz +w — A\ (1)

(% ne pas calquer sur la forme directe : d’une part Pargument z est conjugué, d’autre part son image 2’ ne vaut
ni \e®z + (1 — )\e”’) @ ni Az + (1 - )\ew) w sauf si w =, i. e. si le centre w est sur 'axe des réels)

Corollaire.
Toutes les similitudes directes et translations ont une expression compleze de la forme ald+p5 ot a # 0 et
pour une translation, on aura o = 1.
B sont des complexes. Par exemple, { pour une rotation, on aura |a|=1¢et (a =1= 5=0).
pour une homothétie, on aura o € R.
Toutes les similitudes indirectes et translations ont une expression compleze de la forme ald + 3 o o # 0
et B sont des complexes Pour une réflexion glissée, on aura |a| = 1.

Remarque. Pour toutes les isométries, le complexe « est de module 1. Plus généralement, on verra que
le module || associé & une quasi-isométrie est son facteur de multiplication des distances.

Démonstration. On vient de le voir pour les similitudes. 11 reste les translations et les réflexions glissées.
—
[dessin 22" = u]
. - . .
Pour les translations, on a 2z’ = u, 7. e. 2/ — 2z = u, ou encore z’ = z + u qui est de la forme voulue.
[dessin : les deux axes se coupant en C, un point M et son image M’, le translaté P = M + u, les trois points
2]
N, N’, @ sont les rotatés de M, M’ P par r~ 2]

4

on rappelle que 'on identifie les points aux vecteurs en annulant l'origine de ces derniers
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—
Pour les réflexions glissées, on a M P = u, i. e. p= z + u; de plus, on a successivement N’ = ref® Q)

_e R _e
= rot,? (M') = ref (rotc2 (P))
= e 4 (1 - e*i%) ¢ = eitp+ (1 — e‘i%) c (2)
i8 . . . .
2+ (e’% - 1) c = zZ+7)+ (ezg - ew) [
=2 = €7+ (--+) , qui est de la forme recherchée.
~——

indépendant de z

Un théoréme & venir va montrer la réciproque : toute transformation de la forme aId+8 ou ald + 3 sera
une quasi-isométrie du plan.
Avant cela, une longue digression.

5 Principe de conjugaison

Réécrivons 1’égalité décrivant 'image par une similitude directe :

2= (z—w)+w=Xe? (t_, (2)) +w= *sim) (t_, (2)) +w=t, (>‘ sim% (t_,, (2))),

i e. A simeo (2) = [tw o simeo ot,w} (z). Ceci tenant pour tout complexe z, on a I’égalité des applications
t,o A simeo ) [twrl =2 simz .

En général, lorsque f est une application et ¢ une bijection, 'application o fop ™! es appelée conjuguée de f

par . L’égalité précédente exprime que conjuguer une similitude directe par une translation revient a appliquer
cette translation sur le centre de la similitude, [’action de cette similitude (rotation & homothétie autour du
centre) demeurant inchangée une fois le centre déplacé.

Ce principe de conjugaison est trés général et pourrait s’énoncer ainsi :

changer de point de vue tout

conjuguer revient a ! N .
en conservant la méme action

(dans le cas ci-dessus, le "point de vue" était le centre de la similitude).
Voyons deux exemples : la conjugaison des similitudes (directes ou indirectes) par des quasi-isométries
positives (rappel : ces derniéres sont les translations & similitudes directes).

Proposition. Pour toute quasi-isométrie positive o, on a l’égalité (avec X et 6 des réels et ) un point)

po A sim% op~l=A simim)

(remarque : le cas ol ¢ est une translation a déja été traité plus haut)

Démonstration. On veut p o *simf, = * simi(m oy (plus commode d’avoir au plus deux facteurs et
pas d’inverse). On sait que ¢ agit sur C comme une fonction affine awId 4. Fixons un complexe z et abrégeons

o := Xe??. On a alors

z»imp(z):az—i—ﬁ kSiiii(mcr(az—i—ﬁ)—«—(l—a) p(w) =cazt+pfo+ (1 —0)aw+ (1=0)f,
=aw+f

P
etz oz (l-0)wroaloz+(1—o)w)+B8=acz+a(l—0o)w+ B,
ce qui montre 1’égalité voulue des composées en z, a fortiori en tout complexe puisque z a été invoqué.

Illustrons & nouveau le principe de conjugaison, cette fois sur les réflexions glissées.
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En reprenant 1’égalité (2) avec ¢ = 0, on peut la réécrire [dessin : R || v et r (R) || 7 (v)]

8

Ty vi=e '2u ;07,8 ri=rotd ;0
Z = e2e"2(z4+u) =" eretzz4+uv =" 2

r1(z)+o=e2t, (rl(z)

= % ref® (to (r™(2)) =7 (refR (to (r* (z)))) = |ro (refR otv) or | (2);
——
:refgl
ceci tenant pour tout complexe z, on a ’égalité des applications

1 r(R)

r(v) °

rorefr or ™t = ref
Ainsi, conjuguer (dans ce cas) une réflexion glissée par une rotation revient a tourner ’axe et le vecteur selon cette
rotation, l’action de la réflexion glissée (réflexion et translation selon un vecteur colinéaire a laxe) demeurant
inchangée.

Voyons ensuite le cas général des similitudes indirectes.

Proposition. Pour toute quasi-isométrie positive ¢, on a l’égalité (avec A un réel, A un aze et Q un
point de A)
Yo A simé op~l = A simigé))

Remarque ensembliste. L’écriture ¢ (A) NE DESIGNE PAS l'image de A par ¢ (cela n’aurait pas

de sens car A n’est pas un objet de la source de ¢). Elle dénote 'ensemble des images par ¢ des éléments de A
et est notée

0 (D) :={p(8) ; 6 € A} ou {¢(8)}sen ou {p(9)}°2

(prononcer "ensemble des ¢ (&) pour § parcourant A").

Démonstration.

Nous affirmons qu'’il suffit de montrer le résultat pour w = 0 (ce qui allégera susbéquemment les calculs
complexes a venir) : expliquons cela.

Supposons le résultat pour toute quasi-isométrie positive ¢ et pour toute similitude indirecte de centre nul.
Soit alors ¢ une quasi-isométrie positive et w un point : on a

. _ =A— . _1 hypothese . _ _
0o ASlmgAZOQD 1 D=A-w 0o )\Slmiwgg)ow 1 yp;wse‘po(two /\SlmODOtwl)OQD 1
= (pots)o MsimPo(t o p™) = [potulo *simPolpot,]
hypothese A o lpotu,](D) A . @(tu(D)) X . p(A)
= SimZ o 1) = Simg=g) " = “simg v, e g fd.
Montrons & présent le résultat lorsque w = 0.
On veut montrer que ¢ o ’\simé = )‘sim:zgé)) oA. On sait que ¢ agit sur C comme une fonction affine

ald +53; notons 7 le module et ¢ 'angle de a. L’axe ¢ (A) fait alors un angle ¢t avec A, lequel définit un angle
g avec R, de sorte que 'axe ¢ (A) fait un angle 2t2—+9 avec R (ce qui permet d’expliciter la formule (1)) Fixons
un complexe z. Il est envoyé

A i . . . .
d’une part suivant z 20 Neilz 2 et ()\6292) + B =rxe!t0z 4 5,

. A sim‘P(A) X JE— . _
d’autre part suivant z —— re'z + 3\ (0F20) peit 1 B+ B8 —A\i0+23,

ce qui montre 1’égalité voulue des composées en z (a fortiori en tout complexe puisque z a été invoqué).

6 Classifications des transformations du plan complexe de la forme
ald+5 et ald + S

Théoréme. Soient « et 8 deur complexes avec « % 0.
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1. (description de ald+p)
(a) Si a=1, alors ald+p3 est une translation (de vecteur ().

(b) Si a# 1, alors ald+p est une similitude directe de rapport |a| et d’angle arg .
2. (description de old + 3)

arg o

(a) si |a| =1, alors ald+ 3 est une symétrie glissée par rapport a un aze faisant avec R un angle 5

(b) si |al # 1, alors ald+ 3 est une similitude indirecte de rapport |a| et d’aze faisant avec R un angle

a8e.
Démonstration.
1. Notons [ := ald+8.
(a) Si a =1, il est clair que f = Id+/ est une translation de vecteur 3.
(b) Supposons & présent « # 1. Alors 'équation f (z) = z d’inconnue z (qui se réécrit az + 8 = z)

admet une unique solution, que I'on appellera w, d’ou pour tout z complexe

f2)—w=[f(2) = f(w) =(az+P) — (aw + ) = a(z —w),
ce qui montre que f est la similitude de centre w, rapport |a| et angle arg a.

2. Notons f := ald + 3. Ecrivons a sous la forme Ae??® (avec A > 0 et [§] < Z), notons 7 := rot et

posons f :=r"1o for. Alors un complexe z est envoyé par f sur
f)=r" (f(r(z)=e" ()\e%ie“’z + ﬂ) = Xz + Be .

(a) On a ainsi ramené étude de f a celle de fqui est une fonction affine comme f mais dont la pente A
mn
est un réel strictement positif —’étude en sera simplifiée. [dessin : axe R et un axe A tel que RA = )
(b) Supposons A = 1. [dessin : axe R, vecteur u plus vecteur 2bi] On découpe Be~ = u + 2bi (avec u
et b réels) et on pose A := R + b. On peut alors calculer

f = Id+u+2bi=t,oty;o ref® =t,0 (I"efA orefR) oref®

= t,oref® orefRoref® = reff ,
< ——
=ref =Id

d’ou 'on tire

f = (rorofo(ror™)y=ro(rtofor)or

r(A)

1
= refy,(u)

= rofor71 :rorefﬁorf
ou la derniére égalité résulte du principe de conjugaison (c¢f. une proposition précédente).
.= . . . Az + Re (Be_w) =z
)2 o ) _ [z 2 A4 .
(¢) Supposons A # 1. Alors I’équation f (z) = z enl'inconnue z = (y) € R* seréécrit { Ay +Im (Bei) =y
donc admet une unique solution (le coefficient A en = & est # 1 car A # 1 et celui —\ en y est # 1
car A > 0). En notant w cette solution, on peut peut écrire pour tout z complexe

f2)—w=Fz)~-fw=\z-w),

ce qui montre que fest la similitude de centre w, rapport A et axe R. On conclut grace au principe
de conjugaison :

r(R)

r(w)

f:roforf1 =ro )‘simgorfl = *sim

A RETENIR (de cette démonstration) :

1. pour se débarasser des constantes dans les équations affines, on cherche des points fixes par la fonction
affine considérée ;
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2. le principe de conjugaison est trés utile!

Résumé. [un tableau comme pour les quasi-isométries : & gauche ald + 3, & droite aId +4, en haut
les isomeétries (& gauche |a| = 1 pour les réflexions glissées, a droite o = 1 pour les translations, |a| = 1 A
(o =1 = # 0) pour les rotations # Id et a € R pour les homothéties), en bas les autres]

ensemble des quasi-
isométries du plan

C*xCx{£l} — [

" A AN 2
Résumé" du chapitre. e ald+Bsie—1 (cf. TD).
& ald+Bsie=—1
Remarque.
Considérons trois complexes o = (2), Betz= (2) Alors on peut écrire
az+p = (A+ip)(x+iy)+ 8= Ax—py) +i(px+ Ay) + 8

_ AT — py A x
= (Mw+Ay>+ﬁ—<M A\ )(y)—i—C'ste

ou la matrice ( 2 —H ) est de déterminant A%+ % = |04|2 positif (tout comme «Id 4+ est une quasi-isométrie

A
_ AP x
ozz—i—ﬁ—(lu _>\><y>—|—05te

) est de déterminant —A? — p2 = — |a|* négatif (tout comme oId + 3 est une quasi-

positive).
On écrirait de méme

ou la matrice ( _,u A\

isomeétrie négative).
On retiendra donc que

le signe du déterminant de la matrice associée & une quasi-isométrie

détermine si cette derniére préserve ou inverse l’orientation.
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