Rappels sur les vecteurs
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1 Fléches & égalité vectorielle
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Une fléche est un couple (paire ordonnée) de points (A, B) : le premier point (A) est appelé son origine, le
second point (B) son extrémité. L’ordre permet de distinguer une fleche (A, B) de sa fleche opposée (B, A).

[dessin : deux points A et B, deux fleches en sens contraires]
Une fleche est caractérisée par

1. sa direction (la droite (AB))
2. son sens (de A vers B)

3. sa norme (la longueur AB)
4. son origine (le point A)

% En maths, la direction n’est pas orientée! Deux droites ont méme direction ssi elles sont paralléles.

Un vecteur est une fleche dont on a "oubli¢" origine (point 4). Il est caractérisé par

1. sa direction
2. son sens

3. sa morme (on notera ||ul| la norme d’un vecteur w).

[dessin : diverses fleches représentant un méme vecteur]

Lorsqu’une fleche s’obtient en plantant un vecteur en un point, on dit que cette fleche représente (ou est
un représentant de) ce vecteur.



Ainsi, deux fleches (A, B) et (a,b) représentent le méme vecteur ssi le quadrilatére ABba est un parallélo-
—
gramme. En notant AB (ou B — A) le vecteur représenté par (A, B), cela s’écrit

—_— =
AB =ab <= ABba parallélogramme

) )

— —
aA =bB <= aABb parallélogramme

—_— —_—

Cas particulier Substituant A et B respectivement & a et b, on obtient ’équivalence AB = AB <—
— —
AA = BB la premiére égalité étant toujours triviale (tout objet est identique & lui-méme), on en déduit ’égalité
R — —
AA = BB pour tous points A et B. Ce dernier vecteur est appelé vecteur nul et est noté 0 (voire 0).

Propriété Un vecteur est nul ssi sa norme est nulle :

lu| =0<=u=0 (pour tout vecteur u)
Cela s’écrit aussi' .
HABH =0<= A=DB  (pour tous points A et B)
Remarque La direction du vecteur nul n’est pas bien définie (il pourrait toutes les prendre).

Des vecteurs de méme direction (resp. de directions orthogonales) seront dits colinéaires (resp. orthogo-
nauz). Si u et v dénotent des vecteurs, on exprimera leur colinéarité (resp. leur orthogonalité) par la notation
u || v (resp. u L v).

Le vecteur nul est ainsi colinéaire et orthogonal a tout vecteur puisqu’il peut prendre toutes les directions.

2 Addition vectorielle

Pour additionner deux vecteurs u et v :
—
1. prendre un représentant AB du premier vecteur ;
—
2. prendre le représentant BC' du second vecteur d’origine I’extrémité du premier représentant ;

« 1, -
3. considérer le vecteur AC.

Propriétés L’addition vectorielle

1. est commutative : on a [dessin parallélogramme]
u+v=v+u (pour tous vecteurs u et v);
2. est associative : on a [dessin quadrilatére + diagonales]

u+ (v+w)=(u+v)+w
noté alors u + v + w sans parenthéses

(pour tous vecteurs u, v et w);
3. admet le vecteur nul comme neutre :
u+0=u=0+4+u (pour tout vecteur u).

4. De plus, tout vecteur u admet un opposé, ¢ad un vecteur (noté —u) tel que

u+ (—u)=0=(—u) +u.

ICela peut se reformuler en disant que deux points sont distincts ssi la norme du vecteur (représenté par la fleche) les reliant
est non nul. Cette propriété est appelée séparation des points (on dit aussi que la norme sépare les points).



Les trois propriétés 2 a 4 qui précédent définissent en toute généralité un groupe pour 'addition (on parle
aussi de groupe additif). La propriété 1 exprime la commutativité du groupe?.
—
Remarque. Pour tous points A et B, 'opposé d’un vecteur AB s’obtient comme suit :

—AB = BA.

Etant donné un vecteur u, la transformation qui & un vecteur z associe le vecteur z + u s’appelle la trans-
lation selon u (ou translation de vecteur u). Appliquer une translation sur une image, c’est la translater.
[dessin : image translatée].

Question Comment la norme se comporte-t-elle vis-a-vis de I’addition 7
On a une inégalité dite triangulaire pour tous vecteurs u et v :

[+ ol < flull + [|vf] -

Elle exprime le fait que la longueur d’un c6té dans un triangle est toujours plus petite que la somme des
longueurs des deux autres cotés [dessin !].

3 Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Un vecteur (du latin vehere) est ce qui porte, ce qui véhicule, ce qui transmet, ce qui entraine, ce qui
transporte (penser au vecteur d’une maladie, & une force en physique).

De fagon complétement différente, un nombre (réel) mesure selon une droite graduée, une échelle (scale en
anglais), d’ott le terme de scalaire* qu’on lui attribue.
vectoriels (les vecteurs)

. , . (Il est usuel de mettre des fleches
scalaires (les nombres réels)

Il convient de bien distinguer les objets {

4

—
sur les vecteurs® mais on s’en lassera trés vite — cependant AB désignera toujours la norme du vecteur AB.)

On peut multiplier un vecteur par un scalaire en

1. conservant la direction ;

2. gardant le méme sens si le scalaire est positif, changeant le sens si le scalaire est négatif;
3. multipliant la norme par la valeur absolue du scalaire.

La multiplication d’un vecteur par un scalaire est noté avec un point - (surtout pas de croix x!) voire non
notée.

Exemples [dessin u, —2u, 3u, f%u, %u]
Convention On écrit toujours le scalaire DEVANT le vecteur
vecteur
—_——~
A u

scalaire vecteur
Propriétés On a pour tous scalaires A et p ainsi que pour tous vecteurs u et v les identités suivantes :
1. 1-u=u  (on dit que 1 est neutre pour -);
2. A (p-u)=(p)-u  (noté Auu tout court)  (on dit qu’on a associativité des multiplications®);
3. A+ p)-u=Au+pu (ondit que - se distribue a gauche sur 'addition) ;
4. X (u+v)=Adu+ v  (ondit que - se distribue a droite sur 1’addition).

20n parle alors de groupe commautatif ou de groupe abélien (pour honorer Niels Abel).

3]a terminologie remonte & Hamilton qui, dans son article On Symbolical Geometry de 1846, est trés clair sur son choix termi-
nologique : "we give the name of scalars to all numbers of the kind called usually real, because they are all contained on the one
scale of progression of number from negative to positive infinity"

4ou de les imprimer en police grasse comme 'usage anglo-saxon

5d’une part la multiplication des scalaires entre eux (notée avec X, - ou rien du tout), d’autre part la multiplication d’un vecteur
par un scalaire (notée avec - ou rien du tout)



[dessin pour illustrer 4 : parallélogrammes homothétiques]

Remarque Les quatre propriétés ci-dessus définissent en toute généralité ce qu’on appellera un espace
vectoriel.
Remarque Un scalaire A étant donné, la transformation qui & un vecteur u associe le vecteur Au s’appelle

I’homothétie® de rapport \. La quatriéme propriété exprime 1’additivité des homothéties.

Question Comment la norme se comporte-t-elle vis-a-vis de la multiplication par un scalaire ?
La réponse est dans la définition : pour tout scalaire A et pour tout vecteur u on a

[[Aull = Al ful]

On dit que la norme ||-|| est positivement homogéne (homogéne < on peut sortir le \; positive « il faut lui
mettre une valeur absolue).

Remarque Les trois propriétés
lu| =0 <= uw=0  (séparation)
1A - ull = |A] Jul] (homogénéité positive)

lu+ o] <|ull+|v]|  (inégalité triangulaire)

définissent une norme en toute généralité (qui pourra étre autre que la longueur, appelée norme euclidienne).

4 Digression sur la colinéarité et les énoncés existentiels

On gagnera a exprimer la colinéarité en termes d’égalités vectorielles (le travail mathématique sera plus
aisé) ; le prix a payer est la démonstration technique de la proposition suivante (a savoir refaire avec SOIN) que
Pon propose justement pour sa technicité (ce qui n’empéchera pas de Iéclairer par quelques commentaires).

Propriété. Fixons deux vecteurs. On a alors les équivalences suivantes :

nos deux vecteurs sont colinéaires il y a un vecteurs unitaire dont ils sont tous deux multiples scalaires

—

<= le premier est nul ou le second est multiple scalaire du premier
<= le second est nul ou le premier est multiple scalaire du second
=

il y a une combinaison linéaire nulle de nos vecteurs a coefficients non tous nuls.
En d’autres termes (symboliques), pour tous vecteurs u et v, on a les équivalences suivantes :

Jw vecteur unitaire, tel U= Tw
JreR, ds € R, s que v = Sw
<~ [u=0oudXeR, v=2>A
< [v=0o0u3duecR,u=puv

)#Octau+611=0-

ullv = {

(0%

B

Remarque (logique). Le symbole "3" (appelé quantificateur existentiel) se lit "il existe’ un(e)" ou
"il y a un(e)". On prendra garde a ce que la virgule, dans un énoncé existentiel (i. e. du type "Ja € A, P (a)")
tient lieu de "tel(le)(s) que" :

~— dJaeR, IR, <

"Jae A, P(a)" selit "ilyaunadans A tel que P(a)".

Commentaires. Avant de se lancer dans la démonstration, tentons d’éclaircir les énoncés ci-dessus dont
on souhaite montrer ’équivalence — appelons-les respectivement (1), (2), (3), (3') et (4).
L’énoncé (1) est la colinéarité que ’on souhaite traduire en termes d’égalités vectorielles.

6du grec homo (semblable) et thétis (position)
"Giuseppe Peano, dans son Formulaire de mathématiques publié en francais en 1897, a eu idée de retourner droite-gauche un
"E", initiale d’"Exister".



L’énoncé (2) est symétrique en u et v (ce qui est agréable) mais introduit un troisiéme vecteur; il ne servira
pas en pratique (il sert surtout d’intermédiaire pour la démonstration a suivre).
Les énoncés (3) et (3") précisent ce que l'on aimerait bien dire, & savoir que

deux vecteurs sont colinéaires ssi I’'un est multiple scalaire de 'autre.

En effet, si v = 0 # u, on a bien u || v mais aucun multiple scalaire de v (ils sont tous nuls) ne peut valoir u!.
Les énoncés (3) et (3') sont donc les traductions les plus "intuitives" de la colinéarité mais aussi (pour cause de
rigueur) les plus asymétriques (en u et v).

L’énonceé (4) est symétrique en u et v et sera ce qui servira (plus tard) & généraliser la colinéarité (on parlera
alors de vecteurs liés). L’avantage de la symétrie a un prix : 'un des coefficients a ou g est inutile (on pourra
toujours en prendre un égal a 1 quitte a diviser par l'un des o ou  qui est non nul).

Démonstration. 11 suffit de montrer des implications entre ces cing points qui permettent de passer de
n’importe quel point a n’importe quel autre. On va montrer (1) = (2) = (3) = (1) puis (1) < (3') et
(2) = (4) = (1).

(1) = (2). Supposons © || v. Considérons un vecteur w possédant la méme direction que u et v (avec
un sens quelconque) et une norme 1. Alors le vecteur ||ul| w a méme direction et norme que u, donc lui est égal
ou opposé. Il en résulte (2) en posant 7 := = |jul| (et de méme ¢ := =+ ||v]| o le signe + n’est pas forcément le
méme que pour 7).

(2) = (3). Soient w, r et s comme dans (2). Sir =0, on au =0, d’ou (3); sinon, on peut diviser par 7,
ce qui donne w = %u puis v = sw = Ju, d’ott (3) en posant A := 7.

3) = (1). Si w est nul, il est trivialement colinéaire & v. De méme si v est multiple scalaire de u (par
définition de la multiplication par un scalaire).

(1) <= (3). Il suffit de remarquer que (1) <= v || u et d’échanger les symboles u et v dans I’équivalence
établie (1) < (3).

(2) = (4). Soient w, r et s comme dans (2). On a alors su — rv = s(rw) — r (sw) = 0, d’ott (4) en

posant (g) = (_ST) Cette conclusion ne tient cependant que si (_ST) =+ (8) ; dans le cas contraire, les scalaires r

et s sont nuls, donc les vecteurs u et v aussi et alors n’importe quel choix de (g) convient, e. g. (g) = (})

(4) = (1). Soient « et § comme dans (4). Si « est non nul, on divise par a, ce qui donne u = =By,
d’ou (3) et (1); sinon f est forcément non nul et on divise par # pour obtenir v = —*u, d’ou (3) et (1).
Remarque & conventions (symbole muet dans 3). Le symbole d’objet dans un énoncé existentiel n’a

aucun sens en-dehors de cet énoncé, on peut tout & fait le remplacer par un autre sans changer le sens de
I’énoncé (on parle de symbole muet). Par exemple, il est équivalent d’écrire

1. 3c€C, & =—1;

2. I=eC, 22 =-1;

3.3QeC, Q? =-1;

4. il y a un complexe dont le carré vaut —1.

Mais surtout pas 3i € C, i2 = —1; en effet, on sait trés bien que ¢ appartient & C et que son carré vaut —1,
il est donc bizarre de vouloir affirmer 3i € C, i2 = —1. Si I'on veut dire qu’il y a un complexe singulier, noté
i, dont le carré vaut —1, on ’écrit en francais, ou bien on écrit "on a Iénoncé IA € C, A2 = —1; notons i un
tel A".

Il y a cependant une raison plus profonde qui légitime la régle suivante :

on ne peut pas utiliser pour symbole muet
un symbole qui dénote déja un objet singulier.
Par exemple, le sens de 1’énoncé "32 € R, 22 = 2+ 2" (ou 2 dénote a la fois un symbole muet et Ientier
singulier 2 := 1 + 1) serait difficile & distinguer parmi :
1. 3z eR, 22 =2+x;
2. 3z eR, 2" =z +ux;
3. Ix e R, 2" =2+ 2;
4. (d’autres possibilités en remplagant certains 2 par x)...
Pour la méme raison, un énoncé de la forme Ja € R,3a € R, a® = a + a pourrait vouloir dire

. JacR,FIbeR,a®=a+b



2. daeR,IeRV*=b+1D

3. JaeR,IeR,a*=b+a

4. ..

On observera que, dans un énoncé de la forme Ja € R, (Hb eER,a’ =a+ b), une fois a lintérieur de la

parentheése, le symbole a n’est plus muet mais doit se comporter comme un objet singulier afin que la parenthése
ait du sens. On en tire la considération suivante :

dans des énoncés existentiels "emboités”,

les symboles muets deviennent (localement) singuliers.

Nous reverrons ces considérations lorsque nous aurons & définir des fonctions ou & prouver des énoncés
universels.

5 Barycentres

Question Comment simplifier une combinaison linéaire (somme de vecteurs coefficientés chacun par

. . . ey =
un scalaire appelé poids) a 'instar de 2AM + 3BM ?
Idée : introduire un autre point, disons G, a choisir judicieusement. On écrit

— — —_— = —_— =
9AM +3BM = 2(AG+GM)+3(BG+GM)
— — ——
— 924G +3BG + (2 +3)GM.

—
Il est donc judicieux de choisir G de sorte & annuler la combinaison linéaire 2AG +3B—()¥ (ce qui revient a trouver
les points M annulant la combinaison linéaire de départ).
R
[dessin : segment AB coupé en cing, un vecteur unitaire u := %AB7 le point A "poids 2", le point B "poids 3", le
point G
. — — _
On a bien 2AG + 3BG =2 (3u) + 3 (—2u) = 6u —6u= 0.
— — — .
Exemple AM +2BM = 3GM ou G est comme suit
[dessin : idem avec poids 1 et 2]

— — —
On vérifie que AG +2BG = (2u) +2(—u) =2u—2u= 0.

Cette idée fonctionne méme avec des poids négatifs.
— — —

Exemple AM —2BM = -GM

[dessin : idem avec B au milieu de [AG]]
— —

S’assurer que AG — 2BG = 2u — 2u = 0.

% Ne marche plus quand la somme des poids est nulle
— T —— —
Exemple AM — BM = AB ne dépend pas de M (poids 1 et —1)

Un tel point G est appelé barycentre® des points A et B pondérés respectivement par les coefficients
correspondants (ci-dessus : respectivement 2 et 3, 1 et 2, 1 et —2).
Remarque Le vocabulaire des poids est un appel au bon sens physique afin d’aider & placer le barycentre.

6 Produit scalaire

Considérons/Soient deux vecteurs a et b colinéaires, mettons a un méme vecteur unitaire (de norme 1) .
On peut donc? écrire (§) = (25) pour certains scalaires A et p (les coordonnées de a et b selon u).
Le produit scalaire de a et b est défini par le produit des scalaires A et u. Il dépend du choix de u : plus

précisément, du choix d’une longueur unité'C.

8bhary«barus, poids; un barycentre est donc un centre des poids, confirmant Iintuition physique de point d’équilibre
9 Ay (Ellell

par exemple (u) = (:i:HbH
Oen effet, changer u en son opposé rajoute un signe — aux deux coordonnées, ce qui ne change pas leur produit

) ou les signes + sont a déterminer (c¢f. la digression sur la colinéarité)
1



Supposons a présent les vecteurs a et b quelconques (pas forcément colinéaires). On définit leur produit
scalaire par celui de b par le projeté orthogonal de a sur (toute droite dirigée par) b (ce produit dépend toujours
du choix d’une longueur unité).

[dessin : vecteurs @ et b de méme origine, projeté a’ sur b, angle § = (ﬁ)]
On le note indifferemment!! a-b (a-b) (a|b) (a|b) (a,b) maisjamaisa xb! (et rarement ab).

Remarque Le projeté a pour norme celle de a multipliée par cosd. En faisant attention aux signes
(distinguer les cas 6 aigu (i. e. 0 <6 < T) et 6 obtus (i. e. T < 6 <)), on en déduirait

a-b=|al |t cosé.

Le membre de droite de cette égalité est symétrique en a et b (inchangée par échange de a et b), donc le
membre de gauche aussi, ce qui s’écrit a - b =0b-a. On dit que le produit scalaire est commutatif.

Propriété Pour tous vecteurs a et b, on a la comparaison'?

la-b] <lla| ||b]]  avec égalité ssia || b

(comparaison de Buniakowski- Cauchy-Schwarz).

Démonstration. II suffit d’écrire

|cos 0]<1
|a- b = |l|all [|b] cos 8] = [cos &] [lall [[6 < [la] [|o]] -

Vu la comparaison utilisée, on aura égalité ssi [cosf] =1 (ou si ||a]| = 0 ou si ||b]| = 0),
i. e.ssi @ =0 [r] (ousia=0ousib=0),

i.e.ssia| b (ousia=0ousib=0),

i. e.r3 ssi a || b (puisque le vecteur nul est colinéaire & tout autre vecteur).

Variation (sur Cauchy-Schwarz) Pour tous vecteurs a et b, on a la comparaison
a-b<|al|bll avec égalité ssi a || b et de méme sens.
(démonstration quasiment identique)

Remarques
Pourquoi "produit scalaire'*" ? Parce que sa valeur est un scalaire.
Pourquoi "produit scalaire" 7 Parce que ce produit se distribue sur ’addition : on a pour tous vecteurs u,

v et w les égalités
{ u-(v+w)=u-v+u-w

(u4+v) - w=u-w+u-v

On a de plus une associativité des multiplications scalaires'® : pour tout scalaire A et pour tous vecteurs
a et b, on a

(Aa)-b=A(a-b) (qui vaut aussi a - (Ab) ).

La distributivité et I'associativité expriment la bilinéarité'® du produit scalaire, EXACTEMENT COMME

LE PRODUIT USUEL DE NOMBRES REELS. La bilinéarité permet donc de faire du calcul "comme d’habi-
tude" : on pourra e. g., étant donnés deux vecteurs a et b, développer le carré

(3a — 2b)* = 9a® — 12 (a - b) + 4b°.

Propriété. On a pour tous vecteurs u et v l’équivalence

ulv<=u-v=0

les symboles < et > s’appellent des chevrons

120n parle généralement d’inégalité. Sil'on suit 1’étymologie, "in-égal" signifie "non-égal". Or une comparaison n’énonce pas une
non-égalité (d’ailleurs elle parle souvent du cas d’égalité), elle compare V'ordre respectif de deux objets.

1360 invoque I’équivalence (p ou q) <= p valide lorsque ¢ implique p (ici p et ¢ désignent des propositions quelconques)

14on parlera en anglais de scalar product ou de dot product (évoque le dot - dans la notation a - b)

I5scalaire-vecteur ou vecteur-vecteur

16]inéarité en chacun de ses deux vecteurs



(intérét : au lieu d’une démonstration géométrique, un calcul pourra suffire pour prouver une orthogonalité).
Propriété. On a pour tout vecteur u [’égalité

2
w-u = lul

(intérét : pouvoir traduire des problémes de distances (ot la norme d’une somme de vecteurs ne s’exprime pas
directement en fonction des normes de ces vecteurs) en termes de produits scalaires (ou le calcul bilinéaire est
aisé)).

Application. [dessin : triangle ABC cotés a, b, ¢, angles «, 3,7]. On écrit

92 S2o — =3\ — = 3 9 9 —
BC* = BC* = (AC—AB) = AC* —2AC - AB+ AB* = AC* + AB* —2AC AB cos BAC,
d’ott 'on déduit
a®> =b*> 4+ c* —2bccosa  (relation d’Al-Kashi).
—_— —
On a donc I'égalité a® = b% + 2 ssi AC- AB =0, i. e. ssi le triangle ABC est rectangle en A (cette équivalence

est le théoréme de Pythagore).
(% on n’a pas affirmé 'égalité a? = b? + ¢ —> lire la phrase jusqu’au bout 1

Application. Fixons deux points A et B. On sait que le lieu des points M tels que AM = BM es la
médiatrice du segment [AB] (ou son plan médiateur si 'on est dans l’espace) [dessin]

Que dire du lieu £ des points M tels que 2AM = BM ?
Fixons un point M. On a les équivalences suivantes :

(2-1) GM - (24+1)HM =0  (introduction des barycentres G et H adéquats)

=y g4 . . . . . .
GM 1 HM  (caractérisation de 'orthogonalité par la nullité d’un produit scalaire).

Mel <= 2AM =BM  (définition de £)
— (24AM)*> = BM?  (tout est positif)
2

— (2217\7) =BM?  (u-u=|[u|?)

SN
= (QAM) — BM*=0 (tout passer du méme coté)

_— = _— = L 9 9
= (2AM - BM) . (2AM + BM) =0 (factorisation v — v* = (u —v) (u +v))
—
<~

— — —_— —
[dessin ; les barycentres G et H tels que AG = —AB et AH = %AB]
Si on se souvient que 'angle sous-tendu par un diamétre d’un cercle est toujours droit, on a envie de montrer
que le lieu £ cherché est le cercle S de diamétre [GH] (ou, dans 1’espace, la sphére).
[dessin : cercle de diamétre [GH] avec un angle droit sous-tendu par ce diamétre]
Montrons que cette intuition est bien fondée. Reprenons nos équivalences en faisant apparaitre le centre
voulu (le milieu O de [GH]) :

GM-HM =0 (O—]\)/I — O—é) (OM — OH) =0 (relation de Chasles)

(O—]\j - O—G>) (O—]\j + O_C:*) =0 (O est milieu de [GH])

OM? - 0G* =0 (développer (u —v) (u +v) = u* — v?)

OM? =0G?*  (u-u=|ul?)

OM = OG  (tout est positif)

M est sur le cercle de centre O et de rayon OG  (définition d’un cercle)
M est sur le cercle de diameétre [GH]| (O est milieu de [GH])

MeS  (définition de S).

rrerer vy

Conclusion. On vient d’établir, pour tout point M fixé, I’équivalence M € L <= M € S. Cette
équivalence dit qu’un point donné appartient & L ssi il appartient au cercle (la sphere) S. Cela permet d’identifier
les ensembles £ et S, ce qui conclut la preuve!”. O

17]e symbole [ est un repére usuel dans la littérature mathématique pour signaler la fin d’une démonstration



Remarque. La preuve qui suit doit étre relue et comprise dans tous ses détails (c’est la premiére preuve
conséquente du cours). On peut la visualiser comme un escalier (la succession d’équivalences) ou 'on s’assure
du passage CERTAIN d’une marche & une autre. Au lieu de franchir d’un bond toutes les marches de 1’escalier
(ce qui est tres dangereux), on proceéde petit a petit, avec CONFIANCE et CERTITUDE. Au bout de l’escalier,
on peut se retourner et contempler le chemin parcouru (la preuve) qui s’est profilé petit a petit : " Wow, j’ai
vraiment monté/descendu tout ¢a ?" — Et oui, juste avec des petits pas. Il convient donc de considérer avec
respect les petits pas — ainsi que le soin que ’on prendra & les assurer.

Propriété (calcul effectif du produit scalaire). Dans une base orthonormée, le produit scalaire vaut la
somme des produits des coordonnées :

a @
B | =aa+ b5+ cy.
c v

On en déduit que la norme vaut la racine de la somme des carrés des coordonnées (toujours dans une base
orthonormée) :

a a
b = b | =Va?+b2+c2
c c
-1 2 2
Application. Montrer que la famille formée des vecteurs 2 , -1 et 2 est orthogo-
2 2 -1
nale et équinormée (i. e. tous ses vecteurs ont méme norme).
On calcule les produits scalaires
-1 2
2 | -1 | =(-1)242(-1)+2-2=-2-244=0
2 2

et montre de méme les deux autres orthogonalités. En considérant les carrés des normes (pour ne pas a avoir a
écrire de racines), on trouve

H = (-1 +22+22=9

(idem pour les deux autre vecteurs), ce qui montre que les trois vecteurs ont pour norme v/9 = 3.

Application (calcul de I’angle formé par deux vecteurs). Donner une valeur approchée a 1° de I'angle
1 6
formé par les vecteurs -2 et 3
-2 2

Appelons a et b nos deux vecteurs et 6 1’angle cherché (non orienté). On sait que cosf = WM' On calcule

donc d’une part le produit scalaire

1 6
a-b= -2 3 =1-64+(-2)3+(-2)2=6-06—4,
-2 2
d’autre part les normes
1
2 || = Ve 2P =vo=s
-2
6
et 3 V62 +324+32=v49=1T.
2
Il en résulte 1 1 )
cosf=——~——=—-=-0.2.

21 20 5



L’approximation ci-dessus suggere (dessiner le cercle trigo!) que I'angle cherché est un peu plus grand que 90°.

En effet, la calculette nous donne (en inversant la relation cosf = — =) 6 ~ 101°,
Application (équation d’un plan donné par un point et un vecteur normal). Donner ’équation du plan
1 1
contenant le point —2 | et normal au vecteur 2
0 -3
x
Notons A et n les point et vecteur donnés. Fixons un point P | y |.On a alors les équivalences (DESSSIN'!)
z

P appartient au plan cherch¢ <= ﬁ 1n

—
= AP-n=0
x—1 1
— y+2 |- 2 =0
z -3
= (z—-1)4+2(y+2)—-32=0
<~ z+2y—32+3=0.

On observera que les coordonnées d’un vecteur normal se lisent dans 1’équation en lisant les coefficients devant
les coordonnées (TRES UTILE).

Application (distance d’un point & un plan) La distance d’un point A & un plan d’équation Ax + uy +
vz + & = 0 est donnée par

substituer dans ’équation du plan
A (su q p
Avat pya +vea+ ¢ les coordonnées du point dont

VAR + 2 + 2 on cherche la distance au plan)

Démonstration. Notons P (z,y, z) le projeté orthogonal de A sur le plan considéré ; la distance cherchée

vaut donc AP. Le vecteur AP étant orthogonal au plan, il est colinéaire & un vecteur normal, par exemple (A, u, /)
—
(lu dans 'équation), ce qui s’écrit AP = a (A, p, V) pour un certain scalaire . On en déduit les coordonnées de

T T+ aX
Y = YA+ ap
z ZA + v

Or P appartient au plan, donc ses coordonnées satisfont son équation, ce qui s’écrit
AMza+ad) +p(ya+op) +v(za+av) +§=0,

d’otl 'on déduit le scalaire inconnu
_ Azatpyatrzaté
AQ +M2 + V2 :

Tout étant exprimé en fonction des données de ’énoncé, on peut conclure :

|[Aza + pya +vza + €|

VA 4 52 02

AP = B = la (o)l = lal y/¥2 2+ 0 =

Application (trés utile en mécanique) Dans une base orthonormée, les coordonnées d’un vecteur d’ob-
tiennent en en faisant le produit scalaire contre les vecteurs de base :

(u ] 7)
wl (ulg) | = (uli)it(u|j)j+ (u|k)k.
(u] k)

[dessin : trois axes dirigés par 4, j, k, un vecteur u, ses projeté sur le plan Oij (H) et la droite Ok, les coordonnées

8% N
(w]i), (u]g)et (u] k), les distances 7 := OH et p := ||ul|, les angles 0 := iOH et ¢ := kOu]

10



On lit par exemple
(u] i) =rcosf
(u]j)=rsinf avecr = psiny.
(u|k)=pcose
Les coordonnées (r, 6, z) sont dites cylindriques (elles sont formées des coordonées polaires z, 6 dans le plan
Oij ainsi que de la cote z := (u | k)), les coordonnées (p, 0, ¢) sont dites sphériques.

7 Produit vectoriel

Des vecteurs seront dits coplanaires s’ils possédent des directions appartenant & un méme plan.

Remarque. Pour tous vecteurs u et v, on a la coplanarité (ou coplanéité) des vecteurs u et v ainsi
que celle des vecteurs 0, u et v.
Propriété. Etant donnés trois vecteurs u, v et w, on a l’équivalence suivante

deux d’entre eux sont colinéaires ou

u, v, w coplanaires <—- .. ..
P p { I'un est combinaison linéaire des deux autres

(cela doit rappeller la digression sur la colinéarité).

Commentaire. Le premier cas (colinéarité) est en quelque sorte dégénéré (analogue du cas de la coli-
néarité de deux vecteurs dont 1'un est nul). Le second cas doit se voir dans un plan (DESSIN!) ou les coefficients
de la combinaison linéaire représentent ses coordonnées dans la base formée par les deux autres vecteurs (qui
n’ont aucune raison d’étre orthonormés).

Orientation dans 1’espace.

Un triédre désignera tout triplet (trio ordonné) de vecteurs non coplanaires.

Considérons un triedre (a, b, c) de méme origine. Quand quelqu’un a ses pieds en l'origine et sa téte dans le
sens donné par le vecteur ¢, il "voit" le plan contenant a et b d’un seul coté; orienter le triedre a,b, ¢, c’est
orienter ce plan. Lorsque ¢ voit qu’on tourne de a vers b dans le sens décrété positif/direct (par Porientation
choisie), le triedre est dit direct (indirect sinon). Orienter l'espace, ¢’est orienter tous ses triedres dans le
méme sens.

Considérons deux vecteurs a et b de ’espace. On note

1. A, laire du parallélogramme de "cotés" a et b;

2. ngp un vecteur unitaire normal & a et b tel que (si cela fait sens) le triedre (a, b, nqp) soit direct.

On définit alors le produit vectoriel de a et b par le vecteur Ag pngp. Il est noté a x bou a A b :

aXb:i=Agpnap =:a b

[dessin : @, b, ngp, angle positif (non orienté) 6 := c?b, la normale & a et b, la hauteur h du parallélogramme relative
au coté al

Remarque. Dans le parallélogramme de "cotés" a et b, la hauteur relative au coté a s’exprime par
|Ib]| sin@. On en déduit A, = ||la]| ]|b] sind, d’ou l'on tire

lla x 0| = ||la|| ||b||sin@  (avec 6 non orienté).

Application. La distance d’un point A & la droite'® O 4+ Ru passant par un point O et dirigée par un
vecteur u est donnée par

dist point A HOA X UH
is =4——1
> droite O + Ru

Démonstration. [dessin : A, O,u, la droite, le projeté H de A sur la droite] La distance cherchée vaut
AH = OAsin 6.

e
18Notons A la droite passant par O et dirigée par u. Un point M appartiendra a A ssi OM || u, ce qui s’écrit (puisque u est non

nul) 3X € R, OM = Au, ou encore 3IX € R, M = O + Au. Ainsi, la droite A s’identifie & I’ensemble des points O + Au lorsque A
décrit/parcourt R, ce qui est précisément le sens de la notation O + Ru.

11



Exemples (de produits vectoriels) On se donne deux triedres orthornormés directs (i, 7, k) et (u, v, k).
Alors

[dessin : les deux triedres, I’angle orienté 6 de ¢ vers u]

ixj=k ixu=(sinf)k uxk=-v vxi=—/(cosh)k.

Propriétés. On donne trois vecteurs a, b et ¢ ainsi que deux scalaires A et p. On a
axb=0<=a|b (intérét:cf a-b=0<=a Lb)

alaxbd et blaxb

bxa=-axb (anti-commutativité de X )

(Aa) x (ub) = Au(a x D)
ax(b+ec)=axbt+axc (bilinéarité de x )
(a+b)xc=axc+bxec

(axb)yxec=(a-c)b—(b-c)a le "plus loin" d’abord)

% le produit vectoriel n’est pas associatif : en effet, les deux membres de droite ci-dessus coincident ssi
(a-b)c=(b-c)a, ce qui force la colinéarité de a et ¢ (laquelle est fausse en générale). Pour un contre-exemple
explicite, reprendre les deux triedres (4, 7, k) et (u,v, k) ci-dessus et observer la différence entre les vecteurs

{ ax(bxec)=(a-c)b—(a-b)c (commencer par développer

(txu)xk = (sinf)kxk=0et
ix(uxk) = ix(—v)=vxi=—(cosh)k.
Remarque Pourquoi "produit vectoriel'®" ? Parce que sa valeur est un vecteur. Pourquoi "produit vec-

toriel" 7 Parce que ce produit est bilinéaire.

Propriété (calcul du produit vectoriel) Dans une base orthonormée directe, le produit vectoriel s’ex-
prime comme suit :

Z y g _ IC)Z[ : Zﬁ (prolonger les vecteurs vers le bas en répétant
. 5 o af — bZz les coordonnées puis dessiner trois "gamma" ~)
Démonstration. Notons i, 7, k nos trois vecteurs de base. La bilinéarité permet alors de développer
a @ . .
N _ (az. + bj + ck)
. y (ad + Bj + k)

[ ai x ai 4+ ai x B+ ai x vk
= +bj X ai+bj X Bj +bj x vk
| +ck X ai+ck x Bj + ck x vk
[ ac(i x i) +af(i xj)+ay(i x k)
\\6_/ —— ——
= —k =—j
+ba(j x i) +bB8(5 x 7)+by(j x k)
S~—— S~—— N——
=k =0 =i
+ea(k x i)+ cB(k x j) + cy(k x k)

=j —1 =0

= (E)’y—cﬁ)i—k(ca—a;)j—i—(aﬁ—ba) k, c. g f d.

(cette démonstration est purement calculatoire et ne présente aucune difficulté, sinon du soin).

1 -3
Application. Calculer laire du parallélogramme porté par les vecteurs 5 et 4
-2 0

9on parlera en anglais de wvector product ou de cross product (évoque la cross x dans la notation a x b)
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L’aire cherchée est la norme du produit vectoriel de nos deux vecteurs. On calcule donc ce dernier :

1 -3 5-0—(-2)4 8
5 X 4 =| (-2)(-3)—-1-0 | = 6 ,
-2 0 1-4—(-3)5 19
d’on Vaire cherchée v/82 + 62 + 192 = /461.
Remarque (intersection de plans) Si n et n’ désignent respectivement deux vecteurs normaux a des
plans 7 et 7/, alors la droite 7 N 7’ est dirigée?® par le produit vectoriel n x n’.
Notation. Le symbole "N" se lit "inter" et dénote une intersection (I’ensemble des points en com-
mun).
Application. Déterminer la droite située a l'intersection des plans d’équations 2z — 3y + z = 4 et
T+ 5y —z=2.
2 1
On commence par lire deux vecteurs normaux dans les équations, & savoir -3 et 5 . La droite
1 -1
2 1 -2
cherchée est donc dirigée par le produit vectoriel -3 X 5 = 3 . Il reste & en trouver un
1 -1 13
2
point : en essayant des valeurs simples, on voit que le point | 0 | vérifie les deux équations. La droite cherchée
0
est donc
2 -2
0 | +R 3
0 13

8 Produits mixtes & déterminants

Quand on mélange produits scalaire et vectoriel, on obtient un produit dit mizte.
Le produit mixte de trois vecteurs de 'espace est défini et noté par

[a,b,c] == (a xDb)-c.

vecteur
vecteur

C’est donc un scalaire?* : (a x b) - .
scalaire

Propriétés. Fixons trois vecteurs a, b, ¢ de ’espace.

e Le produit mixte [a, b, ¢|] représente le volume signé du parallélépipede de "cotés" a,b,c (signe + si le
triedre (a, b, ¢) est direct, signe — sinon). [dessin d’un parallélépipéde]

e Le produit mixte est inchangé par permutation circulaire des vecteurs considérés [dessin : cercle avec
a,b,

[a,b,c] = [c,a,b] = [b,c,a].

e Le produit mixte est opposé par transposition de deux des trois vecteurs considérés [dessin : triangle de

sommets a, b, ¢ avec trois réflexions]

[a’bac} :_[b7a76] :—[c,b,a] = —[a,c,b].

e Le produit mixte est trilinéaire :

[Aa,pb,ve] = Apvla,b, pour tous scalaires \, u, v et
a . o— 4 [a, b, c] pour tout vecteur « (idem pour
+a ' [a, b, €] les deux autres positions).

20sauf cas pathologique ou les plans 7 et 7/ sont paralléles, ce qui revient a la colinéarité de n et n’ (et donc se verra tout de
suite lors du calcul de n X n’ puisqu’on trouvera 0)
21on parlera en anglais de triple scalar product
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e La nullité d’un produit mixte équivaut a une coplanéité®? :

a-b=0<=ald

[a,b,¢] =0 <= a,b,c coplanaires  (interet : of. " o7 T [ )

Propriété (calcul du produit mixte) Dans une base orthonormée directe, le produit se calcul comme
A
@ g B _ aBC+ aBc+ Aby
’ ’ ~ —¢fA—~Ba—Cha ’
. o c B vBa e
[dessin : prolonger les colonnes, trois droites \ avec un signe +, trois droites , avec un signe —|
a a A
On le note plus simplement | b (5 B | et on 'appelle le déterminant des trois vecteurs considérés, d’ou
c v C
la notation alternative pour le produit mixte de trois vecteurs u, v et w :
Det (u, v, w) := [u, v, w]
Remarque (dépendance en Porientation). Si 'on change l'orientation de l’espace, tous les produits

mixtes seront transformés en leurs opposés respectifs.

Par analogie au produit mixte dans I'espace, on définit le produit mixte de deux vecteurs par I'aire signée du
parallélogramme de "cotés" a et b (signe + si Pangle ab est direct, signe — sinon) : [dessin d’un parallélogramme]

+A.psi 0< mes ab <7

0] = ~
la, 5] —Agpsi — 7 <mesab <0

Propriétés.
e Le produit mixte de deux vecteurs est anti-commutatif et bilinéaire.
e Dans une base orthonormée directe, il s’exprime comme suit :

[( Z ) ’ ( g )] =af} —ba (dessiner un "gamma" ’Y).

On le note plus simplement et on lappelle le déterminant des deux vecteurs considérés, d’ou la

a «
b B
notation alternative pour le produit mixte de deux vecteurs u et v :

Det (u,v) := [u,v].

Remarque (expression déterminantale du produit vectoriel). A T'aide du déterminant de deux vecteurs,
on peut réécrire ’expression du produit vectoriel dans une base orthonormée sous la forme suivante :

a b
a B )
Remarque (dépendance en l'orientation). Le déterminant [a, b] dépend de 'orientation choisie dans le*?

plan contenant a et b. Si ’on change cette derniére, tous les produits mixtes seront transformés en leurs opposés
respectifs.

a

(0%
b ¢
c 5 B

c a
e

) )

Remarque (lien entre produits mixtes). Considérons deux vecteurs a et b dans ’espace ainsi que le
vecteur normal unitaire ng; associé (c¢f. définition du produit vectoriel). Ce dernier donne une orientation du
plan contenant a et b selon laquelle le déterminant [a, b] est positif. On pourra donc écrire (selon cette orientation)
a x b=[a,b] ngp, d’ou l'on tire (en faisant le produit scalaire contre ng_p)

Det (a,b) = Det (a,b,nqp)

22pour une démonstration lorsque a et b ne sont pas colinéaires, on déroulera les équivalences suivantes : a, b, ¢ coplanaires
<= c appartient au plan contenant a et b <= c orthogonal & un vecteur normal au plan contenant a et b <= c orthogonal a
axb<=axblc= (axb)-c=0<+= [a,b,c]=0.

23si ce plan n’est pas unique, les vecteurs a et b sont colinéaires et donc de déterminant nul (quel que soit le plan choisi et quelle
que soit lorientation de ce plan choisie)
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(il reste bien stir plus efficace de calculer [a,b] en prenant la norme de a x b).
11 résulte de l'identité a x b = [a, b] ngp 'équivalence suivante :

a || b <= Det (a,b) = 0.

9 Distance entre deux droites

La distance entre deux droites paralléles est aisée & calculer : projeter orthogonalement n’importe quel point
de lautre sur lautre [dessin : deux droites « et [ paralléles, deux points A € av et B € 3 tels que (AB) L «, f]

Rappel : la distance entre deux lieux géométriques L et L’ est la plus petite distance AA’ pour A parcourant
L et A’ parcourant £’

% la distance n’est pas toujours atteinte ! Lorsque L est un disque ouvert (disque fermé privé de sa frontiére)
et £’ une droite ne rencontrant pas £ [DESSIN], la distance vaut celle du cercle frontiere de £ a la droite £’
mais aucun point du disque ouvert ne réalise cette plus petite distance (analogie : 'ensemble R ne posséde
pas de plus petit élément : s’il en possédait un, disons a, alors 5 serait un ¢lément de R’ strictement plus petit
que son plus petit élément a, ce qui serait absurde).

a=A+Ru
8=B+Rv
a la généralité, on peut supposer u et v unitaires (quitte & les normaliser, i. e. a les diviser chacun par sa
norme).

Considérons & présent deux droites { non paralléles (i. e. u et v non colinéaires). Sans nuire

N
Par analogie avec le cas « || §, supposons trouvés deux points tels que ab soit orthogonal a u

a €
bep
et v (i. e. P'un est projeté orthogonal de l'autre sur 'autre droite) (on dit que la droite (ab) est une (droite)
perpendiculaire commune a « et §). [DESSIN] Montrons que la distance cherchée vaut ab et n’est atteinte

que en (a,b).

e .| Meca PP a=A+Ru . et (A
Considérons deux points { Nes Par définition de { B—B+Ruv il y a des scalaires (u) tel que
M=a+ Au . - YAy —
Nebtm ° La distance M N est la norme du vecteur "différence" M N = (b + pv)—(a + Au) = pv—Au+ab,

a savoir la racine du carré scalaire*?

2 2
MN? = H/w —Au+ a_)bH = || + |-l + HJ)H + 2 (pv) - (=Au) + 2 (pv) - ab + 2 (—Au) - ab.

N
En se souvenant que w et v sont unitaires et orthogonaux & ab, le carré scalaire ci-dessus se simplifie en
introduisant 1’angle 6 := uv :

p2 4+ 2+ ab? — 20 pcos+0+0

2
H,uv —Au+ abH
= ab® + (p — AcosB)® + N\ (1 — cos®0)

>0 >0
> ab?
e o (w=Acos®)*=0 . . | p=Acosé . . _ o .
avec égalité ssi { Vsin2 — 0 yloessiy g e o ] i. e. ssi (le cas § = 0 [nr] équivaut a la

= Acosf

=0 , 1. e.881 A =0 = p, ce qui

colinéarité de u et v, laquelle a été exclue au début de la discussion), {

revient a 1’égalité des points (%) =(9).

24que lon développera par bilinéarité selon I'identité remarquable

(r+s+t)2 =12 +52+12 4 2rs + 2st + 21t
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Mea
Nep

MN = ab impliquait (%) = (Z) C’est précisément ce que ’on avait annoncé

Résumé. On a montré que, pour tous points { , la distance M'N était > ab et que 1’égalité

Remarque (unicité). Ce qui précéde montre que les deux points a et b (8'ils existent) sont uniques. En

/ — —
effet, si { Z, : g sont deux autres points tels que a’b’ L u et a’b’ L v, alors ce qui précéde montre que a’b’ > ab
(en voyant a et b comme projetés orthogonaux mutuels et en voyant a’ et ' comme points quelconques sur «
et ) mais également que ab > a’b’ (en voyant cette fois a’ et ¥’ comme projetés orthogonaux mutuels et en
voyant a et b comme points quelconques sur « et 3), d’ou I’égalité des distances ab = «f et (toujours d’apres

’

ce qui précéde) celle des points (}) = (§,).
A RETENIR Pour montrer qu’un objet vérifiant une propriété donnée est le seul & la satisfaire, on
considére un objet vérifiant la méme propriété et on montre que les deux objets sont égaux.

N N

Montrons & présent Ieristence des points a et b sus-considérés. (Ce qui suit est une voie & suivre pour
expliciter ces points dans les situations particuliéres que l'on rencontrera).

Fixons deux scalaires A et p et posons { Zfi g _t ::}L . Les conditions { CLI{Z i % se réécrivent en termes
= ab L v
de produits scalaires nuls :
_ — — —
ab L u 0=ab~u:(/w—)\u—l—ab)-uzucos@—/\—i—ab-u
¢ —
ab L v O:a_>b-v2(uv—/\u+a_>b>-v:u—)\cosﬁ+a_>b~v

—
A—pcosf =ab-u
a

=
Acos —p=ab-v
. i R ar+by=-c . © N ) o
METHODE Pour résoudre un systéme az+ By = .en les inconnues (y), systéme que ’on réécrira

sous la forme (a b) (w):<c>:
a (0 g
—_——

la matrice du systéme

1. calculer le déterminant A := =af — ab;

a b
a

2. si A # 0, alors le systeéme équivaut a z = % ety = % (il y a donc une unique solution) ou A¢ représente

le déterminant A ou 'on a remplacé la colonne correspondant & la coordonnée £ par la colonne (,Cy) des
. b Ny .
constantes (ici Az = ¢ 3 et Ay = ' Z ¢ ‘) ; dans le cas contraire (7. e. lorsque A = 0), une ligne est

superflue (ouvrir alors les yeux pour voir laquelle selon la situation donnée) et le systéme est dit dégénéré
(pas de solutions ou une infinité de solutions).

— —
.. » 1 . 1 — .
Application. Les conditions a_)b v équivalent au systéme < cos ) ( A ) = a_)b u
ab Lo cosf -1 1 ab - v
en l'inconnue (2) Le déterminant vaut —1 + cos2 0 = —sin? 6 : il sannule ssi § = 0 [7], ce qui est impossible

car revient & u || v. Le systéme admet donc une solution (dont on a déja discutée I'unicité), d’out I'existence
recherchée.

10 Equations dans le plan et dans 1’espace

Considérons un lieu géométrique £ (dans le plan ou l'espace).

Une équation de L est une équation dont l'inconnue est un point (ou tout famille de scalaires codant ce
point, comme des coordonnées) et dont les solutions sont précisément les points de L.

Bien souvent, les inconnues sont les coordonnées cartésiennes (x,y) ou (z,y, z) mais on peut aussi prendre
les coordonnées polaires (r, ), cylindriques (r, 6, z) ou sphériques (p, 6, ¢).
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Exemples d’équations (ce qui suit dit parfois & quoi peut ressembler une équation, parfois comment
trouver une telle équation, souvent a ’aide des outils vectoriels développés en amont dans le cours —> D’OU
UN INTERET POUR CES OUTILS!!)

1. tout le plan (ou tout 'espace) :

10.

11.

12.

. le lieu vide 0 :

Dans le plan :

. une droite de pente \ :

y=Ar+u

(ou p est & déterminer : c’est ordonnée a l’origine, i. e. 'ordonnée du point de la droite d’abscisse

nulle).

Rappel : la pente A vaut le taux (=rapport=quotient) de wvariation ou d’accroissement (varia-
tion=accroissement=différence) Y2=44 — % entre deux points quelconques A # B de la droite [DESSIN].

TB—TA

—
. une droite en l'origine faisant un angle 6y avec Ox :

0 =00 [r]

(si on retire le "[x]", on obtient une demi-droite) [DESSIN].
. cercle de centre Q(j) et de rayon R [DESSIN] :

un point M est sur ce cercle <= QM = R <= QM? = R?
— (z—a)’+(y—b)’ =R

. disque fermé de centre () et de rayon R :

(z—a)® + (y —b)* < R%.

disque ouvert de centre Q(Z) et de rayon R :

(@—a)’ +(y—b)* < R

. cercle de centre 0 et de rayon R :

r=R.

. une droite de vecteur normal n(}) et passant en un point P [DESSIN] :

. T . — —
un point M< ) est sur cette droite <— PM Il n<= PM -n=0
Y

<= az+by+c=0 (avec ¢ & déterminer).

une droite P + Ru de vecteur directeur u et passant en un point P [DESSIN] :

— —_—
un point M est sur cette droite <= PM || u = 0 <= Det (PM7 u) =0.

Dans l’espace :

une droite P + Ru de vecteur directeur u et passant en un point P [DESSIN] :

. . —_— —_—
un point M est sur cette droite <= PM || u=0 <= PM x u =0.

Rappel : dans tous les cas (plan ou espace) :

un point M appartient & la droite P+ Ru <= 3dA € R, M = P + Ju.

un plan défini par un vecteur normal n (a,b, ¢) et un point P [DESSIN] :

— e
un point M (z,y,z) est sur ce plan <— AM Lln=0<= PM  -n=0

< azr+by+cz+d=0 (avec d & déterminer).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

un plan défini par un point P et deux vecteurs u et v [DESSIN] :

. e . 4
un point M est sur ce plan <= PM, u,v coplanaires <= Det <PM, U, v) =0.

—_—

Remarque : un point M est sur ce plan ssi PM est combinaison linéaire de u et v, ce qui s’écrit
—

INeR, Jue R, PM = lu+ pv. Clest pourquoi ce plan est noté P 4+ Ru + Rv (notation analogue a la

droite P + Ru).

un plan vertical faisant un angle 6, avec Oz [DESSIN] :
0= 90 [TF]

(si on retire le "[7]", on obtient un demi-plan de frontiére 'axe des cotes).

une droite peut étre donnée comme intersection de deux plans : une équation d’une telle droite peut alors
étre obtenue en considérant la conjonction d’équations des plans, typiquement un systéme

axr+by+cz+d=0
ar+Py+vz+6=0

Un vecteur directeur est alors le produit vectoriel (a,b,c¢) X (a, 8,7) [dessin : deux plans se croisant, deux
vecteurs normaux, leur produit vectoriel qui dirige la droite].

une sphere de centre 2 (a, b, ¢) et de rayon R (resp. boule fermée, resp. boule ouverte) [DESSIN] :

un point M est sur cette sphére <= QM = R <= QM?* = R?
= (z—a)’+ -5+ (2—c)° =R? (resp. < R?, resp. < R?).

une sphere de centre 0 et de rayon R :
p=R.

un (demi-)cone d’axe Oz et d’angle axial ¢, [DESSIN avec le triangle rectangle ot 'on voit £ = tan @] :

Y=y, r=ztany, \/m: ztan ¢.
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