
Devoir surveillé
(samedi 22 novembre 2014)

Continuité.

1. Montrer la continuité du produit dans une algèbre normée.

2. Soient E un espace vectoriel normé et F un fermé de E. Montrer la continuité de
�
E �! R
a 7�! d (a; F )

.

3. L�application
�
]0; 18] �! C
t 7�! ei ln t

est-elle continue ? uniformément continue ? lipschitzienne ?

4. Dans un triangle plan, montrer qu�il y a un point minimisant la somme des distances aux côtés.

Comparaisons de normes & une frontière.

1. Soient V et W deux evn. Notons E l�espace vectoriel des fonctions lipschitziennes de V vers W . Montrer

que la famille
�
f 7! kf (v)k+ supa;b2Va6=b

kf(a)�f(b)k
ka�bk

�
v2V

est une famille de normes équivalentes sur E.

2. Montrer que les applications f 7! sup[7;8] jf j et f 7! 18

q
f (2)

18
+ f 0 (6)

18
+
R 5
3
jf 00j sont des normes

sur E :=
�
f : [1; 10] �! K ; f (42) = 0

	
et étudier leur équivalence.

3. Dans C0 ([0; 1] ;K) normé par k�k1, quel est le bord de l�ensemble des fonctions dérivables ?

Anneaux et compacité. Soit S un segment in�ni de R. On note A := C0 (S;K).

1. Décrire A�. Pour tout s 2 S, on dé�nit ms := fa 2 A ; a (s) = 0g.
2. Montrer que les ms sont des idéaux maximaux1 de A. (hint : utiliser des (Id�s)2)
3. Soit M un idéal maximal de A. On veut montrer que M est un ms. On raisonne par l�absurde.

(a) Montrer pour tous idéaux maximaux I et J les équivalences I = J () I � J () J � I. En déduire
l�existence d�une famille (as) 2 AS telle que 8s 2 S; as 2M nms . On invoque une telle famille.

(b) Montrer l�existence d�une famille (Is)s2S d�intervalles rationnels tels que 8s 2 S; 8x 2 Is\S; as (x) 6=
0. On invoque une telle famille et on dé�nit I := fIs ; s 2 Sg.

(c) Montrer que I est au plus dénombrable (hint : montrer qu�il s�injecte dans Q2) et en déduire l�existence
d�une suite (sn) 2 SN telle que I = fIsn ; n 2 Ng. On invoque une telle suite.

(d) Montrer l�existence d�un entier N 2 N telle que S �
SN
n=0 Isn . On invoque un tel entier.

(e) Conclure en utilisant un polynôme en (as0 ; as1 ; :::; asN ).

Un anneau métrisé où la relation de divisibilité est totale. Soit K un corps. On note A l�espace

vectoriel KN. On dé�nit un produit de convolution � :
�

A2 �! A
(a; b) 7�! n 7!

P
p+q=n apbq

(dans la somme

sont sous-entendues des appartenances p; q 2 N), une interterminée X :

8<: N �! K

n 7�!
�
1 si n = 1
0 sinon

, une

valuation v :
�
A �! N = N [ f1g
a 7�! infN fn 2 N ; an 6= 0g

et une distance d :
�

A2 �! R
(a; b) 7�! 42�v(a�b)

.

1. Montrer que A est un anneau (unifère associatif) commutatif pour le produit �. Est-ce une K-algèbre ?
2. Décrire les itérés de X pour � ainsi que les valuations de ces derniers. Que vaut v (0) ?

3. Montrer que d est une distance sur A telle que 8a 2 A;
PN

n=0 anX
n N!1�! a. Découle-elle d�une norme ?

4. Montrer que les polynômes à coe¢ cients dans K forment une sous-K-algèbre dense de A.

5. Soit a 2 A tel que a0 6= 0. Montrer l�appartenance a 2 A�.
6. En déduire 8a 2 A; 9n 2 N; a � Xn puis 8a; b 2 A; a j b ou b j a.

7. Montrer qu�aucune norme sur A ne véri�e 8a 2 A;
PN

n=0 anX
n N!1�! a.

1Un idéal maximal de A est un idéal strict de A qui est maximal pour l�inclusion.
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