
Devoir maison
(à rendre le lundi 6 octobre)

Solution proposée.

1. (2 pts) Soit z 2 C. On a les équivalences

z 2 G () 9d 2 N�; zd = 1

() 9d 2 N�; 9n 2 Z; z = e 2�ind
() 9 (n; d) 2 Z�N�; z = e2�i

n
d

() 9q 2 Q; z = e2�iq

() z 2 Im' où l�on a dé�ni ' :
�
Q �! C�

q 7�! e2�iq
.

Par ailleurs, l�application ' est un morphisme de groupes de noyau Ker' = Z, donc "passe" modulo Z et
induit un isomorphisme sur son image�

Q�Z g�! Im' = G
q 7�! e2�iq

.

2. (1 pt) On a explicitement Gp0 =
D
1
p0

E
= h1i = h0i = f0g : c�est le sous-groupe trivial. Il ne contient

aucun élément d�ordre p.
(2 pts) Si n < 1, alors Gpn = Upn est un sous-groupe (d�après le cours) d�ordre pn ; sinon, Gpn =
Gp1 =

S
k2N� Uk est aussi un sous-groupe (toujours d�après le cours) d�ordre cette fois in�ni (il contient

tous les 1
pk
pour k décrivant Z, lesquels sont distincts).

(2 pts) Soit a 2 Gpn . Supposons n > 0 (on a vu queGp0 = f0g ne contenait pas d�élément d�ordre p).
On a les équivalences :

a est d�ordre
p dans Gpn

()
�
ap = 1 6= a
a 2 Gpn

()
�
a 2 Up nf1g
a 2 Gpn

() a 2 Gpn \Up nf1g
Up�Gpn() a 2 Up nf1g ,

ce qui montre que les éléments d�ordre p dans Gpn sont : 1p ;
2
p ; :::;

p�1
p .

(1 pt) Lorsque n <1, le sous-groupe Gpn =
n
e2�i

k
pn ; k 2 Z

o
=
D
e
2�i
pn

E
est engendré par 1

pn .

(2 pts) Supposons par l�absurde que Gp1 soit engendré par un nombre �ni d�éléments. Soient ai
pni

de tels générateurs. Appelons N := maxni. Alors tout élément engendré par les ai
pni est une fraction

de dénominateur pN , donc appartient à GpN , donc est tués après pN itérations : en particulier pour
l�élément 1

pN+1 de Gp1 , ce qui donne 1
p = 0 [Z], i. e.

1
p 2 Z, ce qui est absurde.

3. (1 pt) L�inclusion � est immédiate (1 est étranger avec n�importe quel entier). Soit ab un élément de H
écrit sous forme irréductible. Soient (d�après Bézout) u et v des relatifs tels que au + bv = 1. Le u-ième
itéré de a

b reste dans H et vaut uab =
ua
b =

1�vb
b = 1

b � v =
1
b , d�où l�appartenance b 2 DH voulue.

(1 pt) DH est stable par diviseurs car H est stable par multiplication par tout entier (i .e. stable
par itération). Montrons que DH est stable par p. p. c. m. Soient a et b dans DH . Soient �; � 2 Z tels
que �a+ �b = a ^ b. Reste alors dans H la somme � 1a + �

l
b =

a^b
ab =

1
a_b , d�où a _ b 2 DH .

(2 pts) Montrons alors que HDH
= H. Soit g 2 HDH

, mettons g =
P ai

di
pour certains di 2 DH :

par dé�nition de DH , les 1
di
sont alors dans H, donc les itérés ai

di
aussi, donc leur somme g aussi. Soit

réciproquemet a
b 2 H avec a et b étrangers. Alors b 2 DH , donc 1

b 2 HDH
, donc le a-ième itéré a

b reste
dans HDH

, c. q. f. d..
(2 pts) Soit D � N� stable par p. p. c. m. et diviseurs. Il est clair que le sous-groupe engendré HD
est un sous-groupe. Montrons alors l�égalité DHD

= D. Soit d 2 D : alors 1d 2 Hd, donc le dénominateur d
tombe dans DHd

. Soit réciproquement d 2 DHD
, mettons 1

d =
P ai

di
pour certains di 2 D : alors 1

d est de
la forme (après réduction au plus petit commun dénominateur) ?W

di
, d�où la divisibilité d j

W
di et (par

hypothèses sur D) l�appartenance d 2 D
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(2 pts) Montrons que

l�image des sous-groupes �nis sont les ensembles de diviseurs d�entiers �xés.

Supposons H �ni. On peut alors borner les dénominateurs de ses éléments (tous écrits sous forme irré-
ductible), i. e. borner DH : notons N := maxDH . Puisque DH est stable par diviseurs, il contient tous
ceux de N . Soit par aileurs d 2 DH : le p. p. c. m. d _ N restant dans DH , il doit être plus petit que
son maximum N , ce qui force l�égalité d _N = N et la divisibilité d j N . Finalement, DH est l�ensemble
des diviseurs d�un même entier (son maximum). Réciproquement, si D est l�ensemble des diviseurs d�un
entier N , alors itérer 1

N donne 1
d pour n�importe quel d 2 D, d�où l�inclusion



1
N

�
�


1
d ; d 2 D

�
= HD,

l�inclusion réciproque étant immédiate (vu que N 2 D) ; ainsi HD est-il �ni (de cardinal N).

4. (1 pt) Soit � 2 NP
. Montrons que D� est stable par p. p. c. m. Soient

Q
pvp et

Q
pwp dedans :

leur p. p. c. m vaut
Q
pmaxfvp;wpg et les comparaisons vp; wp � �p équivalent à celles max fvp; wpg � �p.

Montrons que D� est stable par diviseurs. Un diviseur de
Q
pvp est de la forme

Q
pkp où kp � vp pour

tout p 2 P, d�où les comparaisons kp � vp � �p. Nous venons de montrer que l�application � 7! D� est
bien dé�nie.
(1 pt) Soit � 2 NP

et �xons un p 2 P. Alors tout élément de D� a une valuation p-adique plus petite
que �p. Dans le cas "�p �ni", cette valuation majorante est atteinte (par exemple en p�p 2 D�) ; dans le
cas "�p in�ni", elle ne l�est bien sûr jamais. Dans tous les cas, on peut décrire �p = supN fvp (d) ; d 2 Dg
(où le sup devient un max ssi �p < 1), ce qui montre que l�application � 7! D� admet un inverse à
gauche

D 7!
 
sup
N

fvp (d) ; d 2 Dg
!
p2P

.

Montrons que cet inverse à gauche est un inverse tout court, ce qui conclura.
(2 pts) SoitD une partie deN stable par p. p. c. m. et par diviseurs. Posons � :=

�
supN fvp (d) ; d 2 Dg

�
p2P.

On veut montrer l�égalitéD = D�. Soit d 2 D : pour tout premier p, on a pvp(d) j d, donc la valuation vp (d)
minore le supremum �p, d�où l�on déduit (faisant varier p) l�appartenance d 2 D�. Soit à présent � 2 D�.
Puisque D est stable par p. p. c. m. et que � est le p. p. c. m. des pvp(�), il su¢ t pour montrer � 2 D
de prouver que tous les pvp(�) sont dans D. Or, par dé�nition du supremum �p, il y a un � 2 D tel
que1 vp (�) � vp (�) : la partie D étant stable par diviseurs, elle contiendra pvp(�) (qui divise �), donc
aussi pvp(�) (puisque vp (�) � vp (�)), c. q. f. d..

5. (2 pts) Regardons d�abord le cas k; l <1. ExplicitonsD� =
�
paqb ; a � k et b � l

	
: c�est l�ensemble

des diviseurs de pkql. On en déduit H� =
D
1
pk
; 1
ql

E
. On veut donc un isomorphisme de

D
1
pk

E
�
D
1
ql

E
sur

D
1
pk
; 1
ql

E
. Essayons la somme, qui est clairement un morphisme surjectif2 : montrons son injectivité.

Soient a; b 2 Z tels que a
pk
+ b

ql
= 0. Remarquer l�égalité p ^ q = 1 puisque p et q sont des premiers

distincts. Multiplier par ql donne alors aql

pk
= 0, i. e. pk j aql, i. e. (car p ^ q = 1) pk j a, i. e. a

pk
= 0,

d�où b
ql
= � a

pk
= 0, ce qui conclut.

(1 pt) Supposons à présent k <1 = l. On veut alors un isomorphisme de
D
1
pk

E
�
D
1
q ;

1
q2 ;

1
q3 ; :::

E
surD

1
pk
; 1q ;

1
q2 ;

1
q3 ; :::

E
. L�argument ci-dessus fonctionne alors sans rien changer. Même chose lorsque k =1 = l.

(3 pts) Montrons plus généralement3 que

pour tous � et � 2 N(P)
à supports disjoints, on a H�t� = H� �H�

où l�on noté � t � la famille concaténée p 7!
�
�p si p 2 Supp�
�p si p 2 Supp�

.

1 si �p est �ni, on peut imposer vp (�) = �p, sinon on peut imposer vp (�) aussi grand que voulu
2pour toutes parties A et B d�un même groupe abélien, on a toujours l�égalité hA [Bi = hAi+ hBi
3Ce qui précède traite les familles dont les supports sont des singletons. Pourquoi alors faire ensuite une preuve qui englobe la

première ? pourquoi ne pas l�avoir fait de suite pour nous économiser ? Parce que la première preuve nourrit notre intuition, en
nous donnant un cas particulier, de la preuve générale à venir, ce qui nous permettra de mieux appréhender cette dernière.
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Soient de tels � et �. En calculant

D�t� =

8<: Y
p2Supp�t�

pup ; 8p 2 Supp (� t �) ; up � [� t �]p

9=;
=

8<: Y
p2Supp�

pvp
Y

q2Supp �
qwq ;

8p 2 Supp�; vp � �p
8q 2 Supp�; wq � �q

9=;
=

8<: Y
p2Supp�

pvp ; 8p 2 Supp�; vp � �p

9=;
8<: Y
q2Supp �

qwq ; 8q 2 Supp�; wq � �q

9=;
= D�D� , on peut décrire H�t� = HD�t� = HD�D�

=

�
1

de
;
d 2 D�
e 2 D�

�
.

Ce dernier sous-groupe contient


1
d ; d 2 D�

�
= H� (prendre e égal à 1) et de même H� , donc leur

somme H�+H� . Réciproquement, il est clair qu�un élément de H�+H� =


1
d ; d 2 D�

�
+


1
e ; e 2 D�

�
est (après réduction à un même dénominateur) de la forme ?

de pour un (d; e) 2 D� �D� , ce qui prouve
l�égalité H�t� = H� + H� . Montrons en�n que la somme est directe. (On reprend la démonstration
e¤ectuée pour les supports-singletons.) Soient a; b 2 Z et (d; e) 2 D� �D� tels que a

d +
b
e = 0. Observer

l�égalité d^e = 1 puisque � et � sont à supports disjoints. Multiplier par e donne alors aed = 0, i. e. d j ae,
i. e. (puisque d ^ e = 1) d j a, i. e. ad = 0, d�où

b
e = �

a
d = 0, ce qui conclut.

(1 pt) Soit � 2 N(P)
. Pour tout p 2 P, notons �p la famille de support fpg qui envoie p sur �p

(observer alors l�égalité H�p = Gp�p ). En décomposant la famille � selon la concaténée des �
p lorsque p

décrit Supp�, le résultat précédént (qui nous dit en substance que l�application H transforme t en �)
permet d�obtenir (via une récurrence immédiate) la description

H� = HF
p2Supp� �

p =
M

p2Supp�
H�p =

M
p2Supp�

Gp� .

6. (1 pt) Observer tout d�abord que, vu l�équivalence (valide pour toutes familles �; � 2 N(P)
)

H� � H� () 8p 2 P; �p � �p,

les sous-groupes de Gpn sont de la forme Gpm . En particulier, les sous-groupes non trivaux de Gpn ont
(exactement) p éléments d�ordre au plus p.
(1 pt) Les groupes A et B étant des facteurs du produit A � B ' Gpn , ils sont isomorphes à des
sous-groupes de Gpn , donc sont des Gpm . Si aucun d�eux n�est le groupe trivial, ils ont chacun p éléments
d�ordre au plus p, ce qui fournit p2 couples dans A � B d�ordre au plus p. Or Gpn contient (au plus) p
éléments d�ordre au plus p, d�où la comparaison p2 � p, ce qui contredit la primalité de p.
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