Devoir maison

(& rendre le lundi 6 octobre)

Solution proposée.

1. (2 pts) Soit z € C. On a les équivalences

2€G <= 3IdeN* =1
e JdeN*, InecZ z=¢d"
> 3I(n,d) € ZxN*, z=¢"1
= JgeqQ, z=¢""4

Q — C

N, ios
< z€lmyp oulonadeﬁnup.{ s e2mig

Par ailleurs, 'application ¢ est un morphisme de groupes de noyau Ker ¢ = Z, donc "passe" modulo Z et
induit un isomorphisme sur son image

{Q/z — Imp=G

q N e27r7,'q
2. (1 pt) On a explicitement Gpo = <1%> = (1) = (0) = {0} : c’est le sous-groupe trivial. Il ne contient
aucun élément d’ordre p.

(2 pts) Sin < oo, alors Gpn = U,n est un sous-groupe (d’aprés le cours) d’ordre p™; sinon, Gpyn =
Gpeo = UkeN* Uy, est aussi un sous-groupe (toujours d’apres le cours) d’ordre cette fois infini (il contient
tous les =% p = pour k décrivant Z, lesquels sont distincts).

(2 pts) Soit a € G)p». Supposons n > 0 (on a vu queGpo = {0} ne contenait pas d’élément d’ordre p).
On a les équivalences :

UpCGym

a est d’ordre a? =1+#a acU,\{1}
pdans Gy { weG, = { weG, ac Gy N U, \{1} a€Up\{1},
ce qui montre que les éléments d’ordre p dans G, sont : o 2, e pTTl.

(1 pt) Lorsque n < 00, le sous-groupe Gpn = {627”1’" i k€ Z} = <e2p7;‘i> est engendré par ]%.

(2 pts) Supposons par ’absurde que G,
de tels générateurs. Appelons N := maxmn,;. Alors tout élément engendré par les p‘ﬁ

i

est une fraction

de dénominateur p~, donc appartient a Gp~, donc est tués apres pV itérations : en particulier pour
I’élément ;,N% de Gy, ce qui donne % =0 [Z],i.e. % € Z, ce qui est absurde.

3. (1 pt) L’inclusion D est immédiate (1 est étranger avec n’importe quel entier). Soit ¢ un élément de H

écrit sous forme irréductible. Soient (d’aprés Bézout) u et v des relatifs tels que au + bv = 1. Le u-iéme

itéré de § reste dans H et vaut uy = 4% = 1_b”b = % —v= %7 d’ou I'appartenance b € Dy voulue.

(1 pt) Dy est stable par diviseurs car H est stable par multiplication par tout entier (i .e. stable
par itération). Montrons que Dy est stable par p. p. ¢. m. Soient a et b dans Dy. Soient A\, u € Z tels
aNb __

que Aa + pb = a A b. Reste alors dans H la somme ,ul+)\i =40 = a\/b’ dotaVbe Dy.

(2 pts) Montrons alors que Hp, = H. Soit g € Hp,,, mettons g = ) - pour certains d; € Dy :

par définition de Dy, les I sont alors dans H, donc les itérés Zl aussi, donc leur somme g aussi. Soit

réciproquemet ¢ € H avec a et b étrangers. Alors b € Dy, donc 3 € Hpy,, donc le a-iéme itéré § reste
dans Hp,,, c. q. f. d..

(2 pts) Soit D C N* stable par p. p. c. m. et diviseurs. Il est clair que le sous-groupe engendré Hp
est un sous-groupe. Montrons alors I’égalité Dy, = D. Smt deD: alors € Hy, donc le denommateur d
tombe dans Dyr,. Soit réciproquement d € Dy, mettons = & @ pour certalns d; €D : alors est de
la forme (apres réduction au plus petit commun dénominateur) V 7> d'ou la divisibilité d |V d; et (par
hypotheses sur D) lappartenance d € D



(2 pts) Montrons que
limage des sous-groupes finis sont les ensembles de diviseurs d’entiers fixés.

Supposons H fini. On peut alors borner les dénominateurs de ses éléments (tous écrits sous forme irré-
ductible), 4. e. borner Dy : notons N := max Dy. Puisque Dy est stable par diviseurs, il contient tous
ceux de N. Soit par aileurs d € Dy : le p. p. ¢. m. d V N restant dans Dy, il doit étre plus petit que
son maximum N, ce qui force l'égalité dV N = N et la divisibilité d | N. Finalement, Dy est 'ensemble
des diviseurs d’un méme entier (son maximum). Réciproquement, si D est ensemble des diviseurs d’un
entier N, alors itérer % donne % pour n’importe quel d € D, d’out 'inclusion <%> C <% ; d € D> = Hp,
I'inclusion réciproque étant immédiate (vu que N € D); ainsi Hp est-il fini (de cardinal N).

4. (1 pt) Soit a € N°. Montrons que D, est stable par p. p. ¢c. m. Soient [[p’? et [[p™» dedans :

leur p. p. ¢c. m vaut [] prax{vpwp} ot les comparaisons Up, Wp < 0y, équivalent A celles max {v,, wp} < .
Montrons que D,, est stable par diviseurs. Un diviseur de []p"» est de la forme []p*» ou kp < v, pour
tout p € P, d’ou les comparaisons k, < v, < a,. Nous venons de montrer que 'application 8 — Dg est
bien définie.
(1 pt) Soit a € N° et fixons un p € P. Alors tout élément de D, a une valuation p-adique plus petite
que ¢y,. Dans le cas "o, fini", cette valuation majorante est atteinte (par exemple en p*» € D, ); dans le
cas "oy, infini", elle ne l'est bien str jamais. Dans tous les cas, on peut décrire o, = supg{vp (d) ; d € D}
(ot le sup devient un max ssi o, < 00), ce qui montre que l'application § — Dg admet un inverse a
gauche

N

D~ (sup{vp(d) ; dED}) :

Montrons que cet inverse a gauche est un inverse tout court, ce qui conclura.

(2 pts) Soit D une partie de N stable par p. p. c. m. et par diviseurs. Posons « := (supﬁ {vp(d) ; de D})peP'
On veut montrer I’égalité D = D,,. Soit d € D : pour tout premier p, on a p’»(9) | d, donc la valuation vp (d)
minore le supremum o, d’ott 'on déduit (faisant varier p) Pappartenance d € D,. Soit & présent 6 € D,.
Puisque D est stable par p. p. ¢. m. et que § est le p. p. c. m. des p¥»(®) | il suffit pour montrer § € D

de prouver que tous les p*»(®) sont dans D. Or, par définition du supremum ap, ily aun A € D tel

que' v, (A) > v, (6) : la partie D étant stable par diviseurs, elle contiendra p*»(*) (qui divise A), donc

aussi pU»(®) (puisque v, () < v, (A)), c. ¢. f. d..

5. (2 pts) Regardons d’abord le cas k, [ < oo. Explicitons Dg = {p“qb sa<ketbh< l} : ¢’est ’ensemble

des diviseurs de p*q!. On en déduit Hz = <#, q—1,> On veut donc un isomorphisme de <#> X <$>

sur <i %> Essayons la somme, qui est clairement un morphisme surjectif?> : montrons son injectivité.

Pk q
Soient a,b € Z tels que p% + q% = 0. Remarquer ’égalité p A ¢ = 1 puisque p et g sont des premiers
l
distincts. Multiplier par ¢! donne alors ';’i =0,4 e pflag,i e (carprhg=1)p*|a,i e o =0,
d’on & = -4 =0, ce qui conclut.
q P

(1 pt) Supposons a présent k < oo = [. On veut alors un isomorphisme de <1%> X <é, q%, q%,, > sur

<ik, 111 > L’argument ci-dessus fonctionne alors sans rien changer. Méme chose lorsque k = oo = [.
PF2 g’ q? ¢
(3 pts) Montrons plus généralement® que

pour tous « et B € ﬁ(P) & supports disjoints, on a Ho g = Hoy ® Hp
ap st p € Supp o

ot lon noté ol B la famille concaténée p — }
B la f p { B, si p € Supp

si o, est fini, on peut imposer vp (A) = ayp, sinon on peut imposer vp (A) aussi grand que voulu

2pour toutes parties A et B d’un méme groupe abélien, on a toujours ’égalité (AU B) = (A) + (B)

3Ce qui précede traite les familles dont les supports sont des singletons. Pourquoi alors faire ensuite une preuve qui englobe la
premiére 7 pourquoi ne pas ’avoir fait de suite pour nous économiser ? Parce que la premiére preuve nourrit notre intuition, en
nous donnant un cas particulier, de la preuve générale & venir, ce qui nous permettra de mieux appréhender cette derniére.



Soient de tels a et 5. En calculant

Doup = IT »*; ¥peSuwp(aup), u, <[aup,
pESupp all

H pvp H wq . Vp € Supp Q, Up < ap

’ Vg € Su , Wy <
pESupp a g€Supp A 4 pp 3 q_ﬁq

= Il »: YpeSupa, v,<a II ¢ YgeSupps, w, <3,
pESupp a gESupp B
- 1 de D
= DuDg, on peut décrire Hy3 = Hp,,, , = Hp,p, = <de Cee D; > .

Ce dernier sous-groupe contient <é ; d € Da> = H, (prendre e égal & 1) et de méme Hpg, donc leur
somme H, + Hg. Réciproquement, il est clair quun élément de H, + Hg = <é ; d € Da> + <% ; e € D5>
est (aprés réduction 4 un méme dénominateur) de la forme é pour un (d,e) € D, x Dg, ce qui prouve
légalité Houp = Ho + Hg. Montrons enfin que la somme est directe. (On reprend la démonstration
effectuée pour les supports-singletons.) Soient a,b € Z et (d,e) € D, x Dg tels que & + g = 0. Observer
I'égalité d Ae = 1 puisque a et 3 sont a supports disjoints. Multiplier par e donne alors % =0, i. e. d | ae,

i. e. (puisque dAe=1)d|a, i e §=0,dou 2 = —4% =0, ce qui conclut.

(1 pt) Soit a € NP Pour tout p € P, notons ¢ la famille de support {p} qui envoie p sur «,
(observer alors 1'égalité Hs» = Gpop). En décomposant la famille « selon la concaténée des ¢ lorsque p
décrit Supp a, le résultat précédént (qui nous dit en substance que 'application H transforme U en @)
permet d’obtenir (via une récurrence immédiate) la description

Ha = HUPESUPPCY or = @ H(;p = @ Gp(y :

pESupp o pESupp o

. (1 pt) Observer tout d’abord que, vu I’équivalence (valide pour toutes familles o, 5 € N(P)

)
H,CHz<=VpeP, a, <f,,

les sous-groupes de G, sont de la forme Gpm. En particulier, les sous-groupes non trivaux de Gp» ont
(exactement) p éléments d’ordre au plus p.

(1 pt) Les groupes A et B étant des facteurs du produit A x B ~ Gpn, ils sont isomorphes & des
sous-groupes de Gjn, donc sont des Gpm. Si aucun d’eux n’est le groupe trivial, ils ont chacun p éléments
d’ordre au plus p, ce qui fournit p? couples dans A x B d’ordre au plus p. Or G,» contient (au plus) p
éléments d’ordre au plus p, d’otl la comparaison p? > p, ce qui contredit la primalité de p.



