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1 Rappels de cours

On se donne un endomorphisme u d’un espace vectoriel (par exemple, une matrice carrée).

Définition. Une valeur propre de u est un scalaire A pour lequel il existe un vecteur z non nul tel que
uw(z) = Az. Un tel vecteur est dit vecteur propre. (On dit parfois que le couple (A, x) est un couple propre.)
L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre’ de u et est noté Specu ou Spwu.

Remarque. Le vecteur nul n’est jamais propre, on pourra retenir que "0 est sale".

Critére pratique. Un scalaire \ est valeur propre d’une matrice carrée A ssi det (A — A) = 0.

Ainsi, la recherche des valeurs propres d’une matrice se raménent a une équation polynomiale (on rappelle
que le déterminant est un polynome, c’est la formule dite de Sarrus).

Exemples.

= (X —1)(X +2), asavoir

Les valeurs propre de ( 1 -3 ) sont les zéros du polynome X1 X?—)I— 5 '

1 et —2. On écrire donc Sp ( ) ={1,-2}.

) est vide (4. e. pas de valeurs propres) car le déterminant 1 X ‘ =

Le spectre de la matrice (
p

1
X2+ 1 n’a pas de racine : S < 1 > = (). Toutefois, il en a dans C (a savoir +17), ce qui permet de parler

du spectre complexe : Spe ( 1 > = {&£i}.

Définition. Une matrice est dit diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale, i. e. si elle
peut s’écrire PDP~! ou D est diagonale (et P inversible).

Critére pratique. Une matrice est diagonalisable ssi ses vecteurs propres contiennent une base de
l’espace.

Démonstration. (& comprendre, si si, pour une fois qu’on vous en donne une, on 'utilise dans la suite)

== Considérons une base B = (ey, ..., e, ) formée de vecteurs propres de notre matrice (appelons-la A).
Cela signifie exactement que la matrice Matg A est diagonale. Or, on a A = Mat, . A = Q= (Matg A) Q ou
Q = Pass (B — b.c.), ce qui est la forme recherchée.

=] Supposons A diagonalisable, disons A = PDP~!. La matrice P étant inversible, c’est la matrice
de passage de la base canonique b.c. vers une base B, de sorte que, en notant P = Pass(b.c. — B), on a
Matg A = P~ (Maty... A) P = P~1AP = D. En revenant a la définition de Matg A, on voit que les vecteurs de
BB sont tous des vecteurs propres de A, ce qui conclut.

Diagonaliser une matrice, c’est la mettre sous la forme PDP~! ot D est diagonale.

La démonstration qui précéde montre que, sous cette forme A = PDP~!, la matrice P est la matrice de
passage de la base canonique vers la base de vecteurs propres de A choisie (attention, il y a une infinité de choix
possibles), & savoir la concaténée des vecteurs propres choisis (attention & l'ordre de ces derniers).

Ainsi, pour diagonaliser une matrice A, on commence par trouver son spectre a 1’aide du polynéme carac-
téristique x4 := det (XI — A) (ses racines sont les valeurs propres de A), puis on cherche a A € Sp A fixé les
vecteurs propres associés & A en résolvant le systéme Az = Az ou 'inconnue z est un vecteur colonne. Une fois
les vecteurs propres connus, on pourra envisager d’utiliser le critére pratique de diagonalisabilité.

IEn physique quantique, les valeurs propres d’un certain endomorphisme correspondent & des niveaux d’énergie, donc a des
longueurs d’ondes, lesquelles se repérent sur un spectre lumineux chacune par une raie. Le spectre de 'opérateur s’identifie alors a
I’ensemble de ces raies, ce qui — on l'espére — éclairera la terminologie.



2 Exercices

Diagonaliser (si possible) les matrice suivantes :
-3 - =2 3 . 8 8 - 42
(%_3> (11> -6 1 -3 6 -1 6 .18 -

—2 1 10 - 6 -2 . -5 .. 18

Solution proposée.

. 1 -
La matrice A := ( 0 _g ) a pour spectre {1, —2} (¢f. exemple du cours). Résoudre Az = z donne pour
solution la droite R(é), résoudre Ax = —2x donne RG) Les vecteurs propres ((1)) et (}) étant libres, on a trouvé

une base de I'espace (R?) formée de vecteurs propres de A, donc cette derniére est diagonalisable : A = PDP~!

avec D := ( 1 ;2 ) et P:= ( (1) 1 ) (¢f. démo du cours pour la forme de D et P). Sanity check : inverser

P et calculer le produit PDP~! pour retrouver A.

11 . X-1 -1
Les valeurs propres de B := ( 1 ) sont les racines du polynéme ) Y_1|7 (X —1)?, donc le
spectre est réduit a {1}. Le systéme Bz = x a pour solutions R(é), donc les vecteurs propres de B sont tous
colinéaires (si 'on oublie le vecteur sale) : ils ne peuvent contenir une base de tout I'espace R2. Autre idée :

si B était diagonalisable, on pourrait écrire B = PDP~! ou D est diagonale & valeurs dans Sp B = {1} ; cela
force D = I, qui commute avec tout le monde, d’ott B = DPP~! = D, ce qui est faux (B n’est pas diagonale).

-3 - =2 X+3 . 2
Le spectre de C := -6 1 -3 est donné par les racines du polynome 6 X -1 3 =
10 - 6 -10 . X -6

(X -2)(X - 1)2, d’ou les deux valeurs propres 1 et 2. Les vecteurs propres associés a 1 sont formés du plan
R(0,1,0) + R(—1,0,2) et ceux associés & 1 de la droite R (2,3, —5). Les trois vecteurs propres directeurs
ainsi exhibés sont libres (calculer par exemple leur déterminant), donc forment une base et la matrice C' est
diagonalisable :
1 . . .o—1 9
c=pP| - 1 - PlaveeP:=(1 - 3
.. 9 -2 5

En changeant 'ordre, on aurait trés bien pu écrire

1 . . -1 2 .
C=Q| - -2 - | Q tavecQ:= - 31
1 2 5 -
Sanity check de rigueur pour les incertains.
3 : 8
Les valeurs propres de la matrice £ := 6 -1 6 s’obtiennent en prenant les racines de son
-2 -5

polynomes caractéristique xp = det (X1 — E) = (X +1)°, don SpE = {—1}. Résoudre Ex = —z donne le
plan R (0,1,0) + R (2,0, —1), donc les vecteurs propres sont tous coplanaires : ils ne peuvent contenir de base.
Impossible par conséquent de diagonaliser F.

18 - 42 1

La matrice F' := - 18 - se comporte comme la matrice B := <

: 18 '
lisable, sa "réduite" diagonale serait scalaire (car son spectre est un singleton) et commuterait donc a tout le
monde, en particulier a la matrice de passage, laquel disparaitrait avec son inverse, de sorte que F' serait égale
a sa réduite diagonale, a fortiori diagonale, ce qui n’est pas.

1

1 ) Si elle était diagona-



