Travaux dirigés 7

1 Rappels de cours

La taille d’'une matrice est le couple (a,b) ou a désigne son nombre de lignes et b son nombre de colonnes

0
) ) . 1 45 . . 0
— également noté a x b. Par exemple, la matrice 3 7 8 est de taille 2 x 3 et la matrice 0 est de
0
taille 4 x 1.
Memento. L’indice de ligne vient toujours avant celui de colonne.
Concaténation. La concaténée d’une matrice A de taille n X a et d’'une matrice B de taille n X b est

la matrice formée des a colonnes de A suivies des b colonnes de B : elle est de taille n x (a + b). Par exemple,

1 4
concaténer (3) et (7 Z) donne ( Z1’> ;l g > Bien noter que les deux matrices doivent avoir méme nombre

de lignes. Rien n’empéche toutefois de concaténer en mettant une matrice au-dessus de 'autre (le préciser alors).

Matrices d’un vecteur, d’une famille de vecteur, d’une application linéaire, d’'un endomor-
phime, de passage.
Soit E un espace vectoriel et B une base de F.

1. La matrice d’un vecteur x de E dans la base B est la matrice colonne formée des coordonnées de = dans
la base B. On la note Matg z ou [z],. Par exemple, dans le plan R?, on a Mat(l) (%) (é) = Gg)
1):\-1

2. La matrice d’une famille finie F := (z1,...,x,) de vecteurs de F est la matrice concaténée des Matp z;
pour 4 variant de 1 & n (on met en premiére colonne les coordonnées de z1 dans la base B, puis en seconde
colonne les coordonnées de x5 dans la base B, etc.). On la note Matg F ou [F|.

3. La matrice de passage de la base B vers/dans/a une autre base B’ de F est la matrice Matg B’ de la nouvelle
base inconnue (B’) exprimée dans I'ancienne base (B) connue. On la note Pass (B, B’) ou Pass (B — B’)
ou Pg_p (ou tout autre assemblage clair évoquant un passage de B a B').

4. La matrice d’un endomorphisme u de E dans la base B est la matrice Mat u (B), notée Matg u ou [u]g4.

5. La matrice d’une application linéaire f : E — F dans les bases B et C (ou F est un espace vectoriel,
dont une base est C) est la matrice Mate f (B) de la famille f(B) dans la base C, notée Matgc f ou
[f]B,C' Par exemple, vérifier que Pass (B,5") = Matp gId et que pour u endomorphisme de E on a
Matg u = Matg g u.

Produit matriciel. On se donne une matrice A de taille p X q et une matrice B de taille ¢ X . Le produit
AB est la matrice de taille p x r dont le coefficient situé a la i-ieme ligne et j-ieme colonne est >° _;  aizbs ;.
Par exemple :

T =

2 1 -1 —a+2 b+2A—p —a 22

05 7 Ta 5b+Tp Ta O
NB sur les tailles : pour pouvoir multiplier des tailles (a, b) x (¢, d), il faut que les indices en contact (ici b et c¢)
soient égaux. On a alors une sorte de relation de Chasles : muliplier (p, ¢) X (¢,7) donne du (p,r) en "simplifiant

par ¢q".
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2 Exercices

1. Calculer la matrice du vecteur (1+ X)* dans la base (1, X —2,X% X3 +3X) de Rz [X].

2. Evaluer la matrice de la famille de vecteurs (é) (_02) (g) dans la base (}) (711) de R2.



3. Donner la matrice de la dérivation dans les bases canonique de Rz [X] (espace de départ) et Ry [X] (espace
d’arrivée).

4. Simplifier les produits matriciels suivants et commenter :

0 1) (10 (L0 (0
00 0o0) °© 00 0
12 0 2 1 2
(037>>< 1 ><(3—410) et <03

R; [X] — Ry [X]

P — (X+1)P"
Uespace de départ. Donner les matrices (toujours dans les bases canoniques) : du vecteur x, du vecteur
L (z), de lapplication L. Que vaut le produit [L][z] ¢ Commenter.

5. On considére Uapplication linéaire L : et le vecteur x = (1—|—X)3 de

Solution proposée.

1. On décompose le vecteur (1 + X)* = X3 +3X2 + 3X + 1 dans la base donnée en 1 (1) 40 (X — 2) +

3 (Xz) +1 (X3 + SX), d’oti la matrice cherchée

_w o =

2. On décompose chacun des vecteurs de la famille donnée dans la base considérée :

() - =()-()
) = 6) fl)

( ’7
0 -0 ()

d’oul la matrice cherchée (
3. On décompose les images :

1—0 X+—1 X?2—2X X3r—3X

o

d’ou la matrice voulue

o O O

1
0
0

0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 .
4. Ontrouve(o O)(O 0><0 0>et(0 O)(O 0><0 0>.Lesdeuxprodults

ne sont pas égaux, ce qui illustre la non-commutativité du produit matriciel : en général, AB # BA pour
des matrices A et B. Autre commentaire : on a trouvé un produit nul, donc le produit matriciel n’est pas
intégre : en général, AB = 0 n’implique pas forcément A =0 ou B = 0.

On obtient

o N O
w O

2 6 -8 20
120> 120 12 —-16 4
1 |(3 =4 1 0) ( > 3 -4 10 <
(037 . 03 7 5 90 5 0 114 —152 38
2
120 4 12 -16 4 0
<037> é (3 4 10) = (38>(3_410)_(114 —-152 38 0>'

On trouve la méme chose, ce qui illustre I'associativité du produit matriciel : on a toujours
A(BC)=(AB)C

pour toutes matrices A, B,C, ce qui permet d’associer les facteurs d’un produit comme I'on veut pour
calculer ce dernier.



Il est clair que Matz = . De plus, vue la valeur de

— W W =

L(z)=(X+1) [(X+1)3}“=(X+1)6(X+1):6X2+12X+6,

6
on peut affirmer que Mat L () = | 12 |. Par ailleurs, L envoit
6

1—0 X+—0 X?2+—2X+2 X?+—3X%2+3X,

00 2 0
d’otl la matrice Mat L = 0 0 2 3
0 0 0 3

Le produit demandé vaut donc

0020 ; 6
Lz]=| 0 0 2 6 s l={ 12 | =k
0 0 0 6 1 6

On retrouve ainsi la propriété Matc f (z) = [Matg ¢ f] [Matg z].



