Travaux dirigés 1

Résoudre les systémes suivants en les inconnues réelles données :

3a+b=5 )
1'{5a—b:—1 en (a,b) ;
2A—p=3 )
Tx — 42y = 14 )
3.{ by —z = —2 en (x,y) ;
A+2u—-€E=7 )
4' { 2A+,U/+V:5 en (>\7/u71/7€)7
at+tf+y=1
5.0 20-q=-1 en (@)
a+26+y=1
p+T7q—3r+2s=3
p—2r+s=1
6. Bp— 6 —s—1 en (p,q,7,58).
s—p=3

Solution proposée.

Pour résoudre une équation, on peut considérer un objet solution, obtenir des conditions nécessaires portant
sur cet objet, puis vérifier en retour que les conditions trouvées suffisent pour que 'objet soit solution. On peut
également raisonner par équivalences, ce qui est plus contraignant mais qui évite la vérification finale.
3a+b=10
50 —b= -2
8a = 8, d’out a = 1; en réinjectant (par exemple) dans la premieére ligne, on trouve b = 10 — 3a = 7.
Réciproquement, on vérifie que le couple (1,7) est bien solution du systéme proposée.

Autre démarche : étant fixé un couple (a,b) de réels, on a les équivalences

1. Considérons un couple (a,b) de réels tel que . Additionner les deux lignes donne

(a,b) est solution du systéme proposée <= { 3a+b=10 Liegby+le { Ba=8

5a —b= -2 b=>5a+2
a=1 a 1
= {_aly = 0-0
, 2u—v =3 . . .
2. Prenons un couple (u,v) de réels tel que 30— Gu—d Ajouter la seconde ligne au triple de la
premiére donne 0 = 4 4+ 3 X 3, ce qui est absurde. Ainsi, le systéme n’a pas de solution.
3. Fixons des réels z et y. La premiére ligne du systéme { 7x6y_—42xy—:—1;1 s’obtenant en multipliant la

premiére par —7 (opération réversible puisque —7 est inversible), ce systéme équivaut a n’importe laquelle
de ses lignes, par exemple la seconde. On a donc les équivalences

(z,y) solution du systéme considéré <<= 6y—z=-2 <= z=06y+2 < () = (6y+2)

— 3NeR, ()= (“ﬁ) <~ I\ eR, (2) = )\(%) + ).

Il est vital de bien comprendre 1’équivalence juste avant ’apparition du quantificateur existentiel :
pour le sens = , poser A = y; pour le sens <=, on lit ¥y = A en seconde coordonnée, d’ou (en premiére
coordonnée) x = 6\ + 2 = 6y + 2.

Ainsi, les solutions sont les couples de la forme /\((13) + (g) avec A\ parcourant les réels : ’ensemble des
solutions donc la droite affine

passant par le point ((2)) et dirigée par le vecteur (?)



Comme pour le systéme précédent, on choisit des inconnues (appelées alors paramétres) qui vont servir
a exprimer les autres. Intuitivement, on a quatre inconnues soumises a deux conditions, donc probablement
4 —2 degrés de liberté, a savoir deuzr parameétres. On en choisit si possible sans trop déformer les conditions
imposeées (éviter les fractions).

Soit (A, u, v, &) un quadruplet de réels. On a les équivalences suivantes :

(i /g) solution du systéme donné <= { Af2n—E=T { E=A+2u-1

22X+ p+v=>5 v=5-2\—p

Ao\ A W
— <u §>_<5—2)\—u A+2u—7>

9 Ao\ a b
— Ea’bER’<u ¢ )"\ 5-2a—b at2-7

= EJa,bE}R,(Vg =al 5 +b 9 =+

-2 1 -1
b décrivent R ; 'ensemble des solutions est donc le plan affine

(B 0)em(he) (G )

. 0 0 s, 1 0 0 1
passant par le point ( 5 7 ) et dirigé par les vecteurs ( 9 1 ) et ( 1 9 >

Ainsi, les solutions sont les quadruplets de la forme a ( 10 ) +b ( 0 ; > + ( g _07 > ol a et

atf+y=1
Invoquons un triplet réel (o, 3,7) solution de 2ac — v = —1 . Retirer la premiére ligne de la
a+28+y=1

troisitme donne S = 0; addtionner les lignes 1 et 2 donne 3 = 0;; il reste v = 1 partout. Réciproquement,
on vérifie que le triplet (0,0,1) est bien solution.

p+T7¢—3r+2s=3

Considérons un quadruplet ( P4 ) satisfaisant le systéme p—2r+s=1 . Susbstituer la
TS o9p—6g—s=1
s—p=3
3p+T7qg—3r=-3 3p—r+1)+7q=0
derniére ligne s = p+3 dans les trois premiére donne 20 —2r=-2 ,i.e. p—r+1=0.
dp — 69 =14 2p=3q+2

La premiere ligne donne 7¢ = 0, i. e. ¢ = 0, d’out (en réinjectant dans la troisiéme ligne) p = %q +1=1
puis (seconde ligne) r = p+ 1 = 2 et enfin s = p + 3 = 4. Réciproquement, on vérifie que le quadruplet
(1,0,2,4) est solution.

-7

).



