Travaux dirigés 11

1 Rappels sur les séries

Définition. Une série est une suite de la forme (u1 +uz + -+ up),~; pour une certaine suite (u)
appelée terme général de la série. (Au lieu de 1, on peut démarrer a 0 ou & n'importe quel entier.)

L. . s N
On pourra désigner abusivement une série (Znﬂ un> par > ug.
= N>1

. L N .
Les sommes partielles d'une série ) u, sont les sommes Y | u, pour N variant.
On dit qu’une série converge si la suite de ses sommes partielles converge.

Remarque télescopique. Toute suite est une série : écrire u, = Y ., (u; — u;—1) en posant ug := 0.

Séries de références.
séries gométriques : pour A complexe, la série > A" converge ssi |A| < 1.

série de Riemann : pour « réel, la série S -1 converge ssi o > 1.

e
Critére de convergence.

Si an, = O (by) et si la série Y |by,| converge, alors la série Y a, converge.

Si (a,) est une suite réelle décroissante tendant vers 0, alors la série alternée Y (—1)" a,, converge.

sos n L. 1 L. 1 . .
Exemples. La série ) (—1)" ne converge pas, la série ) =5 converge, la série ) - (dite harmonique)

(=)™ arctan(n4)

-~ converge, la série ) ——~

diverge, la série alternée
converge.

converge car arctan est bornée et car Y. -
n?2

2 Exercice de synthése

Le but du probléme est de montrer I’équivalent suivant, di a Stirling :

_ n n
n! "X V2rn (7) .
e

2.1 Stirling & une constante prés

On se propose ici de montrer qu’il y a une constante C' > 0 telle que n! ~ Cy/n (%)n

1. Montrer que cela équivaut & la convergence de la suite u, := In (ﬁ?b")

. Montrer que cela équivaut & la convergence de la série > (upy1 — Up).

[\

3. Faire un DL de u,4+1 — uy o une précision O (%)

4. Conclure.

Solution proposée.



1. On raisonne par équivalences (logiques) :

30 >0, nl ~Cvn (g)

définition n!
<~ C > 0, ——n 1
o v (2)
|
— aC > 0, " ___.c

Ve )"

définition de .
—= la suite )n> converge dans R

n!
la convergence \/ﬁ (2
e

- !
cnlit%i;“ la suite <ln <M>> converge dans In (R) =R

(&

définition de .
= la suite (u,) converge.
la convergence

2. On raisonne toujours par équivalences :

la série E (Up+1 — up) converge

N
deéfinition de .
la suite g (Unt1 — Un) converge
n=1

la convergence
N>1

!

remarque

!

la suite (un41 —u1)ys, converge
télescopique =

PRES la suite (un41) converge
— la suite (uy) converge.
3. Tout rentre dans le logarithme et se simplifie :

Up4+1 — Uy = ln( (n+1) >—ln<n!>
e Vi1 () v (2)"

Ina—Inb=In ¢ 1
= n

simplification

n n
= In e
a l'intérieu du In < n + 1 n + 1) >

regroupement

des —o=—1_
P n+1 L
+ 1+’!L

In b‘—;\:ln a—Alnb

le DL, quarli r—0, de

1- <n +
ln(1+a:):m7%+0(:c3)

4. Puisque up4+1 — up = O (#) et que la série ) # converge, on en déduit la convergence de la série
Z (un,+1 - un)7 CQFD

2.2 Détermination de la constante

Pour n > 0 entier, on pose I, := fog sin™ (ce sont les intégrales dites de Wallis).



1. Calculer Iy, I et Is. Quelles sont les variations de la suite (I,) ¢

2. En effectuant une intégration par parties, montrer

Vn>2, I, = I s.

3. En déduire les identités sutvantes pour tout entier n >0 :

2n)! 7 4nn)?

I, = = et Ippyr=————
T gy O LT oy

4. Etablir les équivalents I,, ~ Iniy et Ionlony1 ~ ., puis conclure.

Solution proposée.

1. Ona [y = fog 1=7,puis [ = fog sin = [— cos]og =(—0+1) =1 et enfin

T T1—cos(2) x 1 [2
12:/ s1n2:/ 7:7_7/ cos (2t)d (2¢)

En faisant un changement de variable « = 2¢, la derniére intégrale devient fow cos = [sin]; = 0. Il en résulte
I, =1%.

Quant & la monotonie de (I,,), puisque 0 < sin < 1 sur [0, %], les puissances sin” (z) décroissent
(lorsque n croit) en tout point = € [O, g] fixé, d’out en intégrant sur ces points la décroissance de (I,).

2. Pour passer de I,, & I,,_o, on fait apparaitre un sin” 2 : on transforme alors le sin® restant en 1 — cos?.

On obtient ainsi

i ™

3 3
I, = / sin” 2 +/ (—cos) x sin" "2 cos.
0 0

La premiére intégrale n’est autre que I, _». La seconde se transforme par une IPP (intégrer sin" "2 cos en

sin™

1 : AN 7. . 7.
et dériver le — cos), d’ou I'égalité
n—1 ’

s n—11% z
sin 1 2 1
I, =1,_ — — in" | =1,_ 0——1I,.
2—1-({( COS)nl]O nfl/o sm> 2+ —

On en déduit I,,_o = (1 + ﬁ) I, = 51, et le résultat souhaité.

3. On applique successivement la formule de la question précédente :
2n—1 2n—12n-3 2n—-1)2n—-3)---1
I, = Iy o= salm—a=-= Io.
2n 2n 2n—2 (2n) (2n —2)---2

Pour faire apparaitre les factorielles souhaitées, on compléte au numérateur ce qui manque, a savoir le
dénominateur, lequel vaut aussi (factoriser les n facteurs 2) 2"n! :
(2n—1)(2n—3)-~-1(2n)(2n—2)---QI _(2n)!

On proceéde de la méme fagon pour

Lo -2 2 (2"n!)?
P T opy1oan—1 37T @t
4. Vus Pencadrement 1,40 < In41 < I, (découlant de la décroissance des I,,) et 'équivalent I, 1o =
ntly, ~ I,, on en déduit par les gendarmes (diviser I'encadrement qui précéde par I,, et faire tendre n

n+2°7 .
vers 00) l'équivalent I, ~ I, 11.

Vues les formes trouvées a la question précédentes, pas mal de choses vont se simplifier lorsque 1’on
considére le produit
@n)! 7 (2™ 1 7
@222 (@2n+1)!  2n+12°

I2n-[2n+1 -



Puisque Iy, ~ I2,11 (le quotient
I3, ~ Inplonia

112" est une sous-suite de
2n+1

I’IL

1n+1

qui tend vers 1), on en déduit I’équivalent
= Tlﬂg ~ +-. Enfin, en remplagant I3, par son expression avec des factorielles et en
utilisant équivalent n! ~ Cv/n (%)n, on trouve

T

! Van (22)%" Y Vong
ZNI2n: (3”?2gN C n(e)nzg: C2ng,d,OﬂCN nLQ = 2r, CQFD.
0T o oyn (T2 O .



