Partiel analyse

Chaque exercice est indicativement sur six points.

1. Donner une expression simple du terme général de chacune des deux suites (a,), oy et (bn), cn- définies
par

(a1,a0) = (1,0) et Vn €N, anq2 = apy1 + an,
(b2, b1) (0,1) et VYn € N, 4byy3 = bpgo + 4bpy.
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2. Déterminer les trois limites lim, . o 5=, limg o0 EE +\1;LE

3. Donner, pour chacune des trois fonctions suivantes, les intervalles ou elles sont monotones (et préciser

4
: . 7eb—1 cos V3 sin
alors le sens de monotonie) : b — (23b+3) , 9+ Y et In ( + 4/ C%Jrsm)

4. Donner ’ensemble de définition et la dérivée logarithmique de la fonction cos®™ x sin(ces™). (On rappelle

que la dérivée logarithmique d’une fonction f est fT)

et lim,_,5 &

Solution proposée.

1. (an) et (bp41) sont des suites récurrentes linéaires a coefficients constants. Leurs polyomes caractéris-
tiques sont respectivement X2—X—1 = (X - HT\/B) (X — 1= \f) et 4X2—X+4=4 (X - HT‘/ﬁ) (X — 1’8@)

On peut donc écrire pour certains réels A, B,C, D

vn € N, an—A<12\/g> +B<1+2\/5> et

1 " 1— "
vn € N, an:G(JFSY%) —&-D(ﬁ)

Les conditions initiales donnent d'une part (1,0) = (a1,a0) = (252 + V52524, A+ B), i. e. (A, B) =

C+D | c-D _ \/771 V6541
( +, f) d’autre part (0,1) = (by, by) = (42 + V65C2, C+ D), i. e. (C, B) = ( oy i )
L e Ve ¥=c o . . ,
2. On écrit eclg = (36 )3X18 de la forme & ot 0 — oo et m entier; par croissance comparée, le
Vv —C
quotient tend vers co.
242+mz
On divise tout par le terme pilote e, ce qui donne eing : par croissance comparée, le numérateur

tend vers 0 4 0 et le dénominateur vers 1 — 0, donc la fraction a une limite nulle.
C’est une forme indéterminée. On peut factoriser le dénominateur au numérateur en posant la division

euclidienne
p—p? =21+ 45 = (> —6p+9) (u+5)

(la fraction se simplifie alors en u + 5 et tend clairement vers 8), ou bien appliquer de 'Hopital a deux
reprises :
wd—p? —21p+45 3p? —2u — 21 6p — 2
Ay
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3. La quantite ZE=L1 = FREA-R 7 2 1 o (en E) sur R*, donc (puisque exp croit) la
2E+3 2E+3 2~ 23E+3 )
composée ;Eg +é croit sur tout R. Puisqu’elle s’annule en —In7 (et vu la monotonie de a +— a?), elle

décroit avant —In7 et croit apres.
On reconnait les lignes usuelles :

cos® /3sinf

T—i— 5 zcosﬁxcosg—&—sinexsing:cos(e—g)



4.

qui décroit sur chaque intervalle [% + 2k, 4{ + 2k‘7r] et croit sur chaque [—%’T +2km, T + Qkﬂ (avec k
décrivant Z).

La racine étant > 0, le domaine de définition est celui ot le dénominateur cos a—sina = V2 cos (a + %)
est > 0. On a alors croissance sur [f?ﬁf +2km, 5 + Qkﬂ et décroissance sur [f% +2km, T+ 2]{57('] (avec
k décrivant Z).

Les puissances cos’ sont définie la ou la base cos > 0, de méme la puisance sin’ est définie 13 on
sin > 0. Vu les lieux d’annulation de cos, sin et tan, aucune forme 0° ne peut apparaitre. Ainsi, la fonction
est définie sur chaque intervalle [2/€7r, 5+ 2k7r] (ou k décrit Z). Elle est dérivable a l'intérieur (un doute
aux bornes) et y a pour dérivée

/

Sin(costa“) ~ [Cossin]/ + {Sin(costa“)}/ > COSSin _ sin(costa") [esin x In cos] + |:eem“ X Incos sin]l % COSSin )

Le premier terme (divisé par la fonction) vaut

. tan . . ’ o
sin®®  x (sm' X In cos +sin x &= ) X cos®™ gin2
- eogten = cos X Incos ——— = cos X (ln cos — tanz)
cosSin x sin®*® cos

et le second (divisé par la fonction) vaut de méme

. / . tan s
[etan xIncos y 1 sm] x sin(€os™") x cogsin tan

= [tan x Incos]’ x cos'™ x Insin + cos*™ x [In sin]’

tan 1 sin  —sin . cos
= cos"™ x — X In cos +— x X Insin +—

.3 . tan
cosSin x sin®®®

Cos cos cos sin
In cos cos

= cos"™ x - tan? | x Insin+— | .
cos sin

Sommer donne le résultat.



